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内 容 简介 


本 书 下 册 包 含 两 章 ( 第 15 及 16 章 ) 和 三 个 附录 (附录 H, 1, JJ. 第 15 章 讲授 拉 氏 和 哈 
氏 理 论 , 第 16 章 介绍 黑洞 ( 热 ) 力 学 , 包括 传统 ( 稳 态 ) 黑 洞 热力 学 及 其 后 续 发 展 ,， 特别 
是 比较 详细 地 讲解 了 ( 弱 ) 孤 立 视 界 和 动力 学 视界 等 重要 概念 , 并 对 近代 有 关 文 献 的 
许多 公式 给 出 了 详细 的 推 证 . 附录 了 讲授 Noether 定 理 的 证 明 (包括 用 几何 语言 和 坐标 
语言 的 证 明 ) 以 及 有 关 问 题 (例如 正则 能 动 张 量 ), 附录 I 讲授 对 理论 物理 工作 者 非常 有 
用 的 主 纤维 从 和 伴 纤维 从 ,并 着 意 于 这 些 数学 知识 与 物理 应 用 之 间 的 ““ 架 桥 ”工作 . 
附录 J 介 绍 德 西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 空 . 本 册 仍 然 贯 彻 上 册 深 入 浅 出 的 写作 风格 , 为 
降低 难度 采取 了 多 种 措施 . 

本 书 适用 于 物理 系 高 年 级 本 科 生 、 硕 博士 研究 生 和 物理 工作 者 , 特别 是 相对 论 研 
究 者 . 
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下 册 前 言 


本 书 (第 二 版 ) 下 册 在 上 册 和 中 册 的 基础 上 进一步 介绍 经 典 ( 非 量子 ) 广 义 相 对 
论 及 其 有 关 数 学 工具 的 更 为 深入 的 内 容 , 包含 两 章 ( 第 15 章 和 16 章 ) 和 3 个 附录 ( 附 
录 H,1,J). 

第 15 章 比较 详尽 地 介绍 了 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 . 基于 教学 法 的 考虑 ， 
我 们 先 简单 复习 有 限 自由 度 系统 的 拉 氏 和 哈 氏 理论 ,再 介绍 如 何 推广 到 场 系统 (无 
限 自由 度 系统 )， 最 后 介绍 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 . 广义 相对 论 的 一 个 特点 
是 引力 场 是 约束 系统 ( 指 非 完 整 约束 ) 为 了 打 好 基础 ,我 们 先 介绍 Dirac-Bergmann 
关于 约束 系统 的 哈 氏 理论 , 再 以 闵 氏 时 空 的 电磁 场 为 例 推广 到 无 限 自 由 度 系 统 ( 电 
磁场 是 比 引力 场 简单 得 多 的 无 限 自由 度 约束 系统 ), 然后 讨论 广义 相对 论 的 哈 氏 形 
式 . 几何 语言 是 清晰 、 准 确 和 深刻 地 阐明 拉 、 哈 氏 理 论 的 必 不 可 少 的 犀利 武器 , 我 
们 将 首先 用 物理 语言 介绍 拉 、 哈 氏 理论 ,然后 循序 渐进 地 引入 和 使 用 几何 语言 , 并 
专 辟 三 节 对 有 关 的 几何 内 容 做 专题 性 的 、 比 较 详 细 的 介绍 ,具体 地 说 ，8$5.3 介绍 有 
限 自由 度 系统 的 拉 、 哈 氏 理 论 的 几何 表述 ，85.6 介绍 张 量 密度 ，85.7 介绍 壮 几 何 的 
理论 及 其 在 拉 、 哈 氏 理 论 中 的 应 用 . 

黑洞 ( 热 ) 力 学 既是 广义 相对 论 的 一 个 非常 重要 的 近代 内 容 ,又 是 众多 相关 交 
又 学 科 的 交汇 点 , 而 且 还 是 一 个 极其 活路 的 近代 前 沿 研 究 课 题 . 本 书 第 二 版 增补 
了 很 长 的 一 章 (第 16 章 )， 以便 对 这 一 课题 进行 专题 介绍 . 本 章 第 一 节 (§16.1) 首 先 
比较 详细 地 讲授 稳 态 黑洞 的 热力 学 ( 即 传统 的 黑洞 热力 学 ), 后 续 各 节 则 陆续 介绍 
非 稳 态 黑 洞 力 学 研究 中 的 若干 非常 重要 的 进展 (包括 近期 进展 ). 黑洞 力学 涉及 一 
系列 的 视界 概念 , 例如 事件 视界 、 表 观 视界 、 弱 孤立 视界 、 孤 立 视界 和 动力 学 视 
界 , 其 中 后 三 者 在 黑洞 力学 的 近期 进展 中 特别 有 用 . 我 们 将 在 $16.4 中 介绍 表 观 视 
界 , 然后 用 后 续 三 节 (§16.5-§16.7) 比 较 详细 地 介绍 ( 弱 ) 孤 立 视界 和 动力 学 视界 . 据 
不 完全 了 和解, 国内 有 一 批 研究 生 在 导师 指导 下 正 准备 或 已 开始 在 这 些 方面 做 研究 
工作 , 他 们 感到 原始 近代 文献 并 不 好 “ 哺 ”( 包 括 概念 的 理解 和 公式 的 推导 都 有 颇 
高 的 难度 ),， 所 以 本 章 着 力 于 尽量 详尽 仔细 地 讲解 概念 并 尽量 给 出 “ 步 距 ” 小 得 多 
的 公式 推导 . 要 深刻 准确 地 理解 这 些 概念 和 结论 还 必须 对 类 光 测 地 线 汇 的 理论 有 
很 好 的 理解 , 由 于 涉及 类 光 , 这 一 理论 相当 抽象 难 懂 , 而 旦 参考 文献 寥寥 无 几 , 我 
们 专 辟 一 节 (8$16.2 ) 对 这 一 重要 基础 知识 做 一 个 相当 详细 的 讨论 . ( 弱 ) 扳 立 视界 是 
满足 某 些 条 件 的 类 光 超 曲面 , 而 类 光 面 上 的 几何 与 只 涉及 正定 度 规 的 黎 曼 几何 既 
有 某 些 共 性 , 更 有 许多 非常 不 同 的 性 质 ( 源 于 类 光 面 上 的 诱导 “ 度 规 ”的 退化 性 )， 
后 者 特别 值得 引起 注意 ，$16.6 的 前 两 个 小 节 就 是 专 为 阐明 这 些 特殊 性 质 而 写 的 . 


.这 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


下 面 简介 三 个 附录 . 

Noether 定理 是 场 论 教材 几乎 必 讲 的 重要 基础 性 定理 . 多 数 教材 在 讲授 该 定 
理 的 证 明 时 都 使 用 坐标 语言 ,证 明 手 法 五 花 八 门 . 据 笔者 所 知 , 许多 有 志 于 彻底 
弄 懂 这 一 证 明 的 学 生 学 习 后 都 不 同 程度 地 感到 并 未 真 懂 . 然而 用 几何 语言 可 以 给 
出 清晰 简洁 的 证 明 . 本 书 附录 瑟 首 先 讲 解 用 几何 语言 的 证 明 , 然后 以 此 为 基础 介 
绍 笔者 对 坐标 语言 证 明 的 理解 . 

纤维 从 理论 对 理论 物理 工作 者 的 重要 性 与 日 俱 增 , 本 书 第 一 版 的 数学 基础 ( 特 
别 是 李 群 李 代数 知识 ) 本 来 就 足以 保证 读者 学 习 这 一 理论 , 仅仅 因为 当时 写作 时 间 
不 足 而 被 迫 制 爱 ,未 能 将 纤维 从 理论 纳入 书 中 . 这 一 遗憾 终于 在 现在 的 第 二 版 中 
得 以 祛除 : 纤维 从 理论 及 其 物理 应 用 已 经 比较 详尽 地 单独 写成 一 个 附录 (附录 了). 
我 们 以 尽量 好 懂 的 方式 讲解 主 纤维 从 和 伴 纤维 从 的 概念 和 性 质 , 特别 是 主 从 和 伴 
从 上 的 联络 . 为 了 帮助 读者 了 解 纤维 从 理论 在 规范 场 论 中 的 应 用 , 我 们 先 专 辟 两 
节 (§I.4, §1.5) 对 没有 场 论 知识 的 读者 介绍 规范 场 论 , 再 用 三 节 ( $1.6 ,8L7 和 3L8) 讲 
解 规范 场 论 的 丛 语言 表述 ,注重 在 两 种 理论 之 间 的 “ 架 桥 ” 工作 , 特别 强调 几 个 对 
应 : 主 从 的 截面 对 应 于 规范 选择 , 伴 从 的 截面 对 应 于 粒子 场 ; 主 从 的 联络 和 曲率 分 
别 代表 规范 势 和 规范 场 强 ; 伴 从 的 联络 则 对 应 于 粒子 场 的 协 变 导数 . 鉴于 本 书 上 、 
中 、 下 三 册 篇 幅 颇 大 , 笔者 建议 急于 学 习 纤维 从 理论 的 读者 不 妨 “ 单 刀 直 入 ”,， 即 
略 去 所 有 各 章 各 附录 , 在 学 习 附 录 G (8$G.9 除外 ) 之 后 直接 阅读 附录 I. 

广义 相对 论 (特别 是 宇宙 论 ) 以 及 量子 场 论 (特别 是 超 弦 理论 ) 的 现代 发 展 使 德 
西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 空 再 度 变 得 十 分 重要 ,这 是 第 二 版 中 添加 附录 丁 ( 德 西 特 时 
空 和 反 德 西 特 时 空 ) 的 原因 . 

关于 选读 内 容 以 及 习题 的 说 明 见 上 册 前 言 . i 

与 上 册 类 似 , 作者 在 写作 第 一 版 下 册 时 曾 邀 请 为 数 众多 的 专家 、 同 行 和 学 生 
分 别 阅读 初稿 的 部 分 章节 ,他们 是 (以 姓氏 汉语 拼音 为 序 ): 元 滨 , 曹 周 键 , 戴 陆 如 ， 
高 长 军 ， 高 思 杰 ， 贺 输 ,， 黄 超 光 , 让 志 全 , 刘 旭 峰 , 马 永 革 ， 强 稳 朝 ， 田 贵 花 ， 吴 小 
于, 杨 学 军 ,， 张 红 宝 , 张 艺 ， 郑 驻军 ,， 周 彬 ， 周 美 柯 ,作者 已 在 第 一 版 下 册 前 言 中 
表示 了 谢意 . 在 第 二 版 中 册 和 下 册 的 写作 过 程 中 , 作者 又 与 许多 同行 ( 含 前 学 生 ) 
做 过 多 次 讨论 , 并 吸收 了 他 们 许多 宝贵 的 意见 和 建议 , 他 们 主要 有 (以 姓氏 汉语 拼 
音 为 序 ): 曹 周 键 ， 高 思 杰 , 亢 志 全 , 马 永 革 ， 吴 小 宁 , 杨 学 军 ， 张 昊 , 张 红 宝 , 在 
此 再 次 鸣谢 以 上 诸 君 中 的 吴 小 宁 和 张 红 宝 对 第 16 章 的 内 容 ( 特 别 是 孤立 视界 和 
动力 学 视界 ) 相 当 熟 悉 , 他 们 在 作者 写作 本 章 时 曾 提供 过 非常 重要 的 帮助 ， 作 者 在 
此 要 格外 鸣谢 . 

作者 梁 灿 彬 还 要 特别 感谢 对 写作 本 书 有 重要 帮助 的 两 位 朋友 , 第 一 位 是 美国 
国家 科学 院 院士 、 芝 加 哥 大 学 教授 Robert Wald 先生 ,他 不 但 是 梁 步 人 本 领域 的 优 
秀 启蒙 导师 ,而 且 对 梁 回 国 后 的 教学 和 写作 工作 不 断 提 供 无 私 帮助 . 第 二 位 是 中 


下 册 前言 证， 


科 院 数学 所 的 序 志 全 研究 员 , 他 不 仅 审阅 过 本 书 的 不 少 章节 并 提出 过 许多 十 分 宝 
贵 的 意见 和 建议 , 而 且 在 与 梁 的 无 数 次 讨论 中 以 他 对 问题 所 特有 的 深刻 思考 和 领 

作者 还 要 感谢 国家 科学 技术 学 术 著 作出 版 基金 的 资助 , 正 是 这 一 资助 使 本 书 
的 上 、 中 、 下 册 得 以 再 版 . 此 外 , 本 书 (第 二 版 ) 中 、 下 册 还 受到 国家 自然 科学 基金 
资助 项 目 10505004 以 及 10675019 的 部 分 资助 , 在 此 一 并 鸣谢 . 


梁 类 彬 周 彬 
2009 年 4 月 于 北京 师范 大 学 


目 录 


下 册 前 言 
第 15 章 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 RE 1 
S19 .Ei 1 
15.1.1 有 限 自 由 度 系统 的 拉 氏 理论 ee rd a 1 
1$.1.2 ”经 典 场 论 的 拉 氏 形式 站 4 
15.1.3 “广义 相对 论 的 拉 氏 形式 .ee 9 
§15.2 ”有 限 自 由 度 系统 的 哈 氏 理论 14 
15.2.1 有 限 自由 度 正规 系统 的 哈 氏 理论 i 14 
15.2.2 有 限 自 由 度 约束 系统 的 哈 氏 方程 ………………c 16 
15.2.3 ”初级 约束 和 次 级 约束 ………… 19 
15.2.4 工 不 含 a 的 特别 情 疯 ee 28 
8$15.3 ”有 限 自由 度 拉 、 哈 氏 理 论 的 几何 表述 [选读 ]…………………………… 30 
15.3.1 Legendre i 30 
15.32 从 拉 氏 骨 度 看 约束 i 36 
§15.4 经典 场 论 的 蛤 氏 形式 ec 41 
15.4.1 哈 氏 理论 离 不 开 3+1 分 解 间 ee 41 
15.4.2 从 拉 氏 场 论 到 哈 氏 场 论 ED Dy 43 
15.4.3 ”约束 系统 的 例子 -一 麦 氏 理论 的 了 哈 氏 形式 站 pp 46 
§15.5 广义 相对 论 的 哈 氏 形式 和 56 
415$.6“” 张 量 密度 [选读 ] 和 66 
§15.7 辛 几何 及 其 在 哈 氏 理论 的 应 用 [选读 ] a :74 
15.7.1 辛 几 何 简 介 ee 74 
15.7.2 第 一 类 约束 系统 80 
15.7.3 ”作为 第 一 类 约束 系统 的 电磁 场 ………………… 89 
15.7.4 ”作为 第 一 类 约束 系统 的 引力 场 划 Ps 91 
1$.7.$ ” 约 化 位 形 窒 闻 ee 97 
8$15.8 ”从 几何 动力 学 到 联络 动力 学 一 -Ashtekar 新 变量 理论 简介 [选读 ]…. 101 
BT Tr 106 
第 16 章 孤立 视界 、 动力 学 视界 和 黑洞 ( 热 ) 力 学 en 109 
§16.1 传统 黑洞 热力 学 及 其 不 足 .Ps 109 
16.1.1 传统 黑洞 热力 学 与 Killing 视界 109 
16.1.2 ”广义 热力 学 第 二 定律 站 ee 121 


i 


“Vi， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


16.1.3 ”事件 视界 的 局 限 性 及 其 带 来 的 问题 RN 123 
§16.2 ”类 光 测 地 线 汇 及 其 Raychaudhuri 方程 站 126 
§16.3 ”类 光 超 曲面 上 的 Raychaudhuri 方程 139 

16.3.1 超 曲 面 的 某 些 数学 知 训 和 139 

16.3.2 ”类 光 超 曲面 二 的 类 光 法 舌 场 Ne 142 

16.3.3 ”类 光 超 曲面 上 的 Raychaudhuri 方程 143 
§16.4 陷 俘 面 与 表 观 视界 .pp 147 

16.4.1 陷 俘 面 ee 147 

16.4.2” 表 观 视 界 ee 151 
§16.5 弱 孤 立 视 界 及 其 第 零 、 第 一 定律 和 ee 154 

16.$.1 韭 涨 视 堆 nn 154 

16:52”， 强 孤立 视界 和 扳 半 视界 ni 162 

16.5.3” 弱 孤立 视界 第 零 定 律 …… 人 nn 164 

16.5.4 弱 孤 立 视界 和 孤立 视界 的 对 称 性 ………………… i 166 

16.5.5” 弱 孤立 视界 第 一 定律 ee 168 
§16.6 弱 扳 立 视界 的 进一步 讨论 [选读 ] A edd ee 175 

16.6.1 类 光 超 曲面 上 的 适 配 “ 面 元 ”es 176 

16.6.2 ”“ 度 规 ” 和 适 配 “ 面 元 ”的 广义 道 .ee 182 

16.6.3“ 弱 孤立 视界 上 的 无 限 小 对 称 性 ee 184 

166 相 有 动量 两 从 公式 的 证 明 有 5 全 生生 193 
§16.7 动力 学 视界 及 其 力学 定律 ee 199 

16.7.1 动力 学 视界 .ee 199 

16.7.2 ”被 分 层 类 空 面 的 革 些 几何 关系 和 ee 204 

16.7.3 ”动力 学 视界 的 面积 平衡 定律 ………………………… 208 

16.7.4 角 动 量 为 零 时 的 第 一 定律 站 ee 219 

16.7.5 角 动 量 平衡 方程 223 

16.7.6 ”第 一 定律 的 积分 形式 和 ee 226 

16.7.7 ”黑洞 热力 学 定律 还 是 黑洞 力学 定律 3 231 
习题 233 

附录 H 时 空 对 称 性 与 守恒 律 (Noether 定理 ) OT 235 
SH.1 用 几何 语言 证 明定 理 235 
SH.2 正则 能 动 张 量 .PP 和 239 
§H.3 关于 用 举 标 语言 的 证 明 .PP 242 

附录 | 纤维 从 及 其 在 规范 场 论 的 应 用 .RN 253 
§1.1 主 竺 维 从 owen tn en 253 

IL1.1 主 丛 的 定义 和 例子 .ee 253 


1.1.2 主 从 上 的 基本 矢量 扬 …… 和 nn 261 


目 录 “vii ， 


STE2 主 从 十 的 联络 won on 263 
L2.1 主 从 联络 的 三 个 等 价 定义 5. 264 

1.2.2 水平 提 升 和 拓 量 场 和 水 平 提升 曲线 ……………… 272 

§1.3 与 主 从 相伴 的 纤维 从 ( 伴 从 ) nn 280 
8L4 ”物理 场 的 整体 规范 不 变性 ………… 287 
IL4.1 阿 贝 尔 情 况 下 的 整体 规范 不 变性 本 生生 让 287 

1.4.2” 非 阿 贝 尔 情况 下 的 整体 规范 不 变性 …………… 290 

§1.5 ”物理 场 的 局 域 规范 不 变性 …cc 292 
I.S.1 阿 贝 尔 情 况 下 的 局 域 规范 不 变性 pe 293 

I.5.2 ” 非 阿 贝尔 情况 下 的 局 域 规 范 不 变性 (Yang-Mills 理论 enon 297 

31.6 ”截面 的 物理 意义 sn 304 
SI.7 “ 规 汉 势 与 联络 如 simi 306 
8L8 ”规范 场 强 与 曲率 309 
§19 矢 从 上 的 联络 和 协 变 导 数 319 
河 是 335 
附录 J 德 西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 窑 ……… 337 
SJ.1 -第 昌 这 守旧 Beenie 337 
§J.2 德 西 特 时 塞 …… 355 
§J.3” 德 西 特 时 空 的 Penrose 图 .pp 365 
§J.4 ”再 谈 事件 视界 和 粒子 视界 ， 和 Ne 370 
§J.5 施 瓦 西 - 德 西 特 时 室 和 372 
$J:6。 友人 德 西 特有 时 袍 none Oi 375 
参考 文献 下 382 


第 15 章 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 


$15.1 拉 氏 理论 


15.1.1 有 限 自 由 度 系统 的 拉 氏 理论 


先 对 有 限 自由 度 系统 (如 多 粒子 系统 ) 的 拉 氏 理论 作 一 复习 . N 维系 统 有 NN 个 
独立 的 广义 坐标 ,每 组 广义 坐标 
(44 ,9g>) 确定 系统 的 一 个 位 形 
(configuration), 因此 广义 坐标 又 称 位 形变 量 
(configuration variables). 所 有 可 能 位 形 的 集 
合 多 称 为 系统 的 位 形 空间 (configuration 
space), 是 个 NN 维 流 形 . ”系统 的 演化 (gq' 随 
时 间 的 变化) 对 应 于 位 形 空间 多 中 一 条 以 1 
为 参数 的 曲线 7(D) , 其 参数 式 为 q' =gq'(1). 图 15-1 系统 的 演化 可 用 位 形 空间 (图 中 
曲线 的 切 矢 代表 演化 的 速度 , 其 坐标 分 量 ”只 画 成 两 维 ) 的 曲线 (1)( 正 路) 代表. 虚 
(DO=9 (CD)/d 就 是 通常 所 称 的 广义 速度 ， 0 
设 Co =7(to)， CO =7CD) 且 二 >1, 则 7(D 介 
于 QO。 和 ,之 间 的 一 段 反映 系统 从 初始 位 形 
Qo 到 终了 位 形 9 的 演化 . 从 Cu 到 的 每 一 曲线 称 为 一 条 路 径 (path), 由 个 排 
了 序 的 一 元 函数 4 (0D 决定 , 满足 

(9 (9 (1)) =,, (q (4),*…,q (4) =0,. 
所 有 路 径 中 只 有 (zt) 才 是 演化 曲线 , 才 代表 由 动力 学 规律 决定 的 演化 过 程 . 为 陈述 
方便 , 把 溪 化 曲线 w(t) 称 为 正路 , 其 他 路 径 称 为 旁 路 (图 15-1). 一 个 最 简单 的 例子 
是 牛顿 力学 中 由 一 个 自由 质点 构成 的 系统 , 其 位 形 空间 就 是 RR’, 任 给 0。 和 9, ( 满 
足 如 < 石 ) 后 , 两 点 之 间 的 直线 [ 4:(D) 为 线性 函数 ] 便 是 正路 . 为 了 得 到 寻找 正路 的 
法 则 , 引入 拉 天 函数 和 作用 量 的 概念 . 系统 的 拉 氏 函数 (Lagrangian function, 又 称 拉 
氏 量 ) 工 是 广义 坐标 9 和 广义 速度 人 的 函数 (共有 2X 个 自 变 量 ), 即 二 = Z(92 0) ， 
对 每 一 路 径 {9 (1),…,g” (1)}, 工 又 通过 宗 量 g', gi 成 为 1 的 一 元 函数 , 其 积分 S 称 


外 在 更 一 般 的 情况 下 , 位 形 空间 未 必 能 被 一 个 坐标 域 覆 盖 . $15.3 将 简介 用 几何 语言 的 讨论 . 


> 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 
为 该 路 径 的 作用 量 (action): 
S := hia’, 02(D) dt. (15-1-1). 


正路 的 与 众 不 同 之 处 由 拉 氏 理论 中 的 险 氏 原理 (Hamilton principle, 亦 称 变 分 原理 ) 
给 出 , 它 要 求 正路 的 作用 量 取 极 值 ( 亦 称 稳定 值 ). 对 “ 极 值 ”一 词 应 作 解 释 . 决定 作 
用 量 S 的 自 变 因素 不 是 一 个 (或 几 个 ) 量 而 是 一 条 曲线 , 因此 S 不 是 普通 函数 而 是 曲 
线 的 函数 (“ 自 变量 ”是 曲线 ), 是 泛 函 (functional). 对 普通 函数 求 极 值 只 涉及 微分 运 
算 , 而 对 泛 函 求 极 值 则 涉及 变 分 运算 . 考虑 任 一 (从 2 到 0, 的 ) 单 参 路 径 族 
0 = gi(t,4) ,参数 才 4=0 给 出 正路 w(t), 4x0 给 出 旁 路 . [应 分 清 两 种 参数 :参数 1 的 
一 个 值 和 4 决定 族 中 的 一 条 曲线 gq' = gi(t, 介 ; 其 中 参数 1 的 一 个 值 ? 则 决定 该 曲线 的 
一 点 gq = gi'(f, 人 ) .] 族 中 曲线 的 作用 量 S 由 于 gi,Y' 依赖 于 而 成 为 和 4 的 函数 : 


SW= L(Y Wd, (15-1-2) 
于 是 8 在 单 参 族 内 的 求 极 值 问题 便 归 结 为 一 元 函数 (1) 的 求 导 问 题 : 


和 -六 二 a=[ Lg ,00 
d4 | JndAdlio Joua 04 86004 


1-0 
令 53S=dS(1)/d4|,,, 5g9' =8g 1)/04|, 89 =8g 1841 ,并 把 88，859: 和 
59' 分 别称 为 S$，g’' 和 g' 在 所 选单 参 族 内 的 变 分 (variation), ” 则 上 式 对 应 于 如 下 
变 分 关系 : 


5S = 区， + | dt. (15-1-3) 


其 中 3L/6q' 和 87/80 是 红 /3q'|ijo 和 3L/99' |1o 的 简写 . 因为 正路 w(t1) 有 4=0， 
哈 氏 原理 的 含义 就 是 所 有 单 参 路 径 族 的 8S =dS(4)/d41;-0 都 为 零 .下面 导出 
38S =0( 对 所 有 单 参 族 ) 的 等 价 条 件 . 由 于 对 4 求 导 与 对 #+ 求 导 可 交换 顺序 , 被 积 函 
数 的 第 二 项 可 改写 为 

Lt:_ ord 


= 一 一 (6g'), 
00 q 5 人 9 ) 


@ 通常 把 泛 函 8 的 变 分 65 定义 为 8 的 增 量 的 线性 主 部 (对 应 于 函数 的 微分 ), 我 们 [在 选 定单 参 路 径 族 
9 =9 (4) 的 情况 下 ] 更 偏爱 于 把 88 定义 为 dS(4)/d41io [ 见 Wald(1984) ], 并 称 之 为 “S 在 所 选单 参 族 内 的 变 
分 除了 8S,359 ,，… 的 含义 有 区 别 外 , 两 种 处 理 给 出 相同 结果 . 
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由 分 部 积分 法 得 


no0L.., tj dloL.., d oL | 
——00'dt = 一 | -一 89 | -| 一 -一 | 60’ |di. 
| > 4 由 六 7 8 六 "| 
因为 所 有 曲线 的 起 、 止 点 都 是 Cu 和 @ , 所 以 有 


i .1 i i i 
59 |=lim—[g (1,ND -gq(h,0)]=0 和 6q'1,=0, 


4-0 几 


因而 上 式 右边 第 一 项 积分 为 零 . 代 回 式 (15-1-3) 得 


A (15-1-4) 
to 0g" dt 0g’ 


把 上 式 右边 括号 内 的 量 记 作 4,, 则 上 式 可 简 记 为 


85 = [ " /8g'dt. (15-1-4’) 


于 是 有 如 下 命题 : 
命题 15-1-1 设 w() 是 一 条 路 径 , 则 


7(D 为 正路 全 538 =0V 含 (1) 的 单 参 路 径 族 心 (0) 的 4=0(i=1…, NN). 

证 明 第 一 个 心 号 其 实 就 是 哈 氏 原理 , 真正 待 证 的 是 第 二 个 心 号 . 由 式 
(15-1-4) 显 见 第 二 个 属 号 的 “< ”部 分 成 立 , 故 只 须 证 明 “ => ”部 分 . 用 反 证 法 . 

设 3fe(w,t) 使 4(7)z0[ 不 妨 设 4(?)>0], 则 7 有 邻 域 4[ 作 为 区 间 (4,t) 的 
真子 集 ] 使 414>0. 取 单 参 族 g' =gi(t,)[4=0 给 出 wD) ] 使 ， 5g! 在 4 内 为 正 ,在 
(10,5) 一 4 内 为 零 ( 且 从 正 到 零 为 可 微 过 渡 ); @ 6q?,…, 5g" 在 (10,4) 内 为 零 , 则 
几 45g'di >0, 与 8S=0( 对 任 一 单 参 族 ) 矛 盾 . 这 就 证 明了 A =0 . 同 理 可 证 


ps 口 
上 述 命题 表明 (1) 为 正路 的 充 要 条 件 是 它 的 拉 氏 函数 大 = KK: 满足 
i (15-1-5) 
0g’ dt 09- 


在 Z(9 ,9 ) 的 函数 形式 给 定 后 , 上 式 是 关于 N 个 待 求 函数 gi(1) 的 NN 个 2 阶 常 微分 
方程 , 称 为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 , 简称 拉 氏 方程 , 是 系统 的 演化 (运动 ) 方 程 . 在 给 定 
初始 条 件 9 (to) (初始 位 形 ) 和 G1’(t。) (初始 速度 ) 后 有 唯一 解 fg'(1)} ,9 对 应 于 多 中 


Q 此 结论 只 对 正规 情况 成 立 . 非 正规 情况 的 讨论 见 小 节 15.3.2 . 


“4 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


的 一 条 以 1 为 参数 的 曲线 (演化 曲线 , 即 正路 ). 拉 格 朗 日 在 1788 年 的 著作 中 就 曾 写 
下 这 组 方程 , 但 他 不 知道 它 等 价 于 作用 量 取 极 值 . 这 一 等 价 性 是 数 十 年 后 由 哈密 顿 
发 现 的 , 哈 氏 原理 故此 得 名 . 

拉 氏 函数 工 也 可 以 显 含 时 间 , 即 工 = L(gq', 9 7) ,这 时 工 通过 2N +1 个 宗 量 成 为 
时 间 t 的 函数 . 以 上 讨论 和 结论 仍然 适用 , 只 须 把 有 关 式 子 中 的 L=L(q, 9 ) 改 为 
L=L(qg', G0). 

对 牛顿 引力 理论 的 一 个 质点 , 如 果 取 动能 减 引 力 势 能 作为 拉 氏 函数 , 则 不 难 验 
证 拉 氏 方程 与 牛顿 第 二 定律 (其 中 的 力 等 于 势能 的 梯度 的 负 值 ) 等 价 .一般 地 说 , 所 
谓 把 某 一 物理 理论 (有 限 自由 度 ) 改 铸 为 拉 氏 形式 , 就 是 要 找 出 适当 的 拉 氏 函数 
KL=L(q',9 ) 使 得 由 哈 氏 变 分 原理 导出 的 拉 氏 方程 与 该 理论 的 演化 方程 一 致 


15.1.2 经典 场 论 的 拉 氏 形式 


读者 最 熟悉 的 经 典 场 是 闵 氏 时 空 (R%, 7 ) 的 电磁 场 , 它 可 由 对 偶 矢 量 场 (电磁 
4 势 ) 4 描述 . 无 源 电磁 场 在 洛 伦 兹 规范 下 的 演化 方程 为 


0°9,4; =0.( 其 中 9, 是 与 ws 适 配 的 导数 算 符 ) (15-1-6) 


还 有 两 种 重要 的 经 典 场 , 其 发 现 过 程 颇 为 特别 . 在 研究 量子 力学 时 , 人 们 早 就 注意 
到 蕉 定 计 方程 访 9w/9t = Hy 不 是 洛 伦 兹 协 变 的 , 因为 它 含 有 波 函 数 y 对 t 的 一 阶 
导数 和 w 对 x 的 二 阶 导 数 ( Hy 中 含 Vy ), 从 而 时 、 空 坐标 互 不 平权 . 第 一 种 修改 
方案 是 把 y 对 1 的 导数 也 改 为 二 阶 , 结果 是 


9°0.6-m2p=0，( 其 中 m 是 常数 ) (15-1-7) 


称 为 Klein -Gordon 方程 (简称 KG 方程 ). 它 虽 然 洛 伦 兹 协 变 , 但 却 有 两 大 问题 : 
存在 负 能 解 ; 概率 密度 可 以 为 负 . 这 两 者 都 在 物理 上 无 法 接受 . 第 二 种 修改 方 
案 是 把 y 对 x' 的 导数 也 改 为 一 阶 ,结果 得 到 Dirac 方程 . 这 一 方程 不 存在 负 概 率 
密度 问题 , 但 仍 存在 负 能 解 . Dirac 引入 “ 负 能 海 ? 和 空 穴 的 概念 对 此 加 以 解释 ,经 
发 展 后 就 导致 从 量子 力学 到 量子 场 论 的 过 渡 . 量子 力学 研究 粒子 数 不 变 的 量子 系 
统 , 而 在 量子 场 论 中 粒子 数 是 可 变 的 人 们 发 现 用 量子 场 论 的 观点 可 给 KG 方程 
及 Dirac 方程 以 清晰 的 解释 ， 而 且 原来 的 困难 不 复 存在 . 先 看 KG 方程 . 现在 的 乡 
不 再 被 看 作 粒 子 的 波 函 数 而 是 看 作 与 电磁 场 的 4 类 似 的 场 量 (经 典 标量 场 )， 量 子 
化 后 所 得 的 量子 是 自 旋 为 零 的 粒子 (标量 粒子 ), 例如 x 介子 , 而 KG 方程 则 被 视 为 
这 个 标量 场 $ 的 演化 方程 ,其 中 的 常数 m 代表 量子 化 后 每 一 量子 的 ( 静 ) 质 量 . 另 
一 方面 ， 量 子 场 论 中 的 Dirac 方程 则 是 自 旋 为 1/2 的 粒子 (如 电子 ) 的 演化 方程 . 以 
上 只 是 非常 粗略 的 简介 , 本章 无 意 涉及 量子 场 论 . 
下 面 把 拉 氏 理论 推广 到 经 典 场 (看 作物 理 系 统 ), 即 讨论 经 典 场 论 的 拉 氏 形式 . 
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最 简单 的 例子 是 闵 氏 时 空 的 实 标 量 场 (4 为 实数 ). 设 {x =z, x 为 (右手 ) 惯 性 坐标 
系 , 则 同时 面 ;代表 i 时 刻 的 全 空间 . 光滑 地 指定 标量 场 g 在 ,上 各 点 的 值 就 相 
当 于 指定 了 系统 在 ?时刻 的 位 形 , 因此 时 刻 的 位 形变 量 ( 广 义 坐 标 ) 可 记 作 p(x 站， 
其 中 x 代表 克 ; 的 任 一 点 . 可 以 认为 8(x, 站 与 前 面 的 gi() 对 应 , 其 中 yf 对 应 于 g ,而 
x 则 对 应 于 指标 i. 不 同 的 是 , i 只 能 从 1 取 到 N( 取 有 限 个 分 立 值 ), 而 x 则 可 取 遍 
;上 各 点 , 即 x 是 可 连续 取 值 的 指标 , 因此 标量 场 (其 实 任何 场 都 一 样 ) 是 无 限 自由 

度 系统 . 所 谓 把 标量 场 论 改 铸 为 拉 氏 形式 , 就 是 要 找到 适当 的 拉 氏 量 使 得 由 哈 氏 变 
分 原理 可 得 出 演化 方程 (15-1-7). 拉 氏 量 以 及 哈 氏 原理 在 场 论 中 的 提 法 可 仿照 其 在 
有 限 自由 度 系统 的 提 法 得 到 . 设 马 和 马 分 别 是 惯性 时 刻 f 和 如 > 加 的 同时 面 ,以 

是 介 于 两 者 之 间 的 时 空 开 域 ( 称 为 “三 明治 ” 式 开 域 ). 适当 给 定 初 始 位 形 $|; 和 终 
了 位 形 fis, (相当 于 有 限 自 由 度 系 统 的 Oo 和 点) 后 , 欲求 与 演化 方程 (15-1-7) 易 
合 的 中 间 演 化 过 程 , 亦 即 欲求 定义 于 过 (7 的 闭 包 ) 上 的 满足 如 下 条 件 的 标量 场 
9(x,?) :(a) 在 UU 的 任 一 点 满足 方程 (15-1-7); (b) 在 马 和 马上 分 别 等 于 所 指定 的 初 
始 和 终了 位 形 . 这 样 的 G(x,t) 称 为 正路 , 而 只 满足 条 件 (b) 的 p(x,7) 则 称 为 旁 路 . 正 
路 和 旁 路 统称 路 径 . 在 有 限 自由 度 理论 中 , 路 径 {gi(7)} 在 时 刻 1 的 拉 氏 量 为 
ZOD=Z( (1),9 (DD)) ,与 此 类 似 , 标量 场 b 在 时 刻 1 的 拉 氏 量 可 以 表 为 


L(t) =L[G(x,7), G(x,))], (15-1-8) 
其 中 G(x,t)=36(x,?)/9t. 应 该 注意 的 是 , 工 在 任 一 时 刻 # 的 值 依赖 于 该 时 刻 的 全 空 
间 区; 上 的 场 g(x,f) 和 G(x, 门 [而 不 再 是 有 限 个 自 变 数 gi(f) 和 gi( 站 ], 所 以 工 是 空间 
场 g 和 $ 的 泛 函 . 在 此 基础 上 就 不 难 接受 路 径 的 作用 量 的 如 下 定义 : 
$= | "Ld . (15-1-9) 
仿照 力学 中 对 连续 弹性 体 的 讨论 , 把 忆 分 成 许多 小 格 dx ,假定 g 场 对 全 空间 邦 
贡献 的 拉 氏 量 L(t) 是 其 对 每 一 小 格 的 贡献 之 和 , 即 
L() = 上 Zax, (15-1-10) 
其 中 .2 可 解释 为 单位 体积 的 拉 氏 量 , 称 为 拉 氏 密度 (Lagrangian density), ”是 场 量 
p(x,) 及 其 时 间 导 数 G(x,t) 和 空间 导数 0,6(x,t) 的 局 域 函数 : 
FZ = (G(x,7), G(x,1), OG,0) .™ (15-1-11) 
“局 域 函 数 ” 的 含义 是 恨 * 中 任 一 点 p 的 多 值 按 某 种 函数 关系 (也 记 作 . ) 取 决 于 


@ 通常 遇 到 的 几乎 所 有 场 都 满足 这 一 假定 , 即 存在 拉 氏 密度 .2 使 L(t) 可 表 为 式 (15-1-10). 
@ .多 还 可 显 含 时 空 点 , 即 更 一 般 地 有 -2 = -22( 办 办 8 办 让) . 
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p,$ 和 0,g 在 p 点 的 值 (与 这 些 场 在 p 点 以 外 的 值 无 关 ): 
Z|,=F(0l,, Gl,,006,)." (15-1-12) 
把 式 (15-1-10) 代 入 (15-1-9) 得 
s=h a 人 ee) Yd4x ，(〈(d4x 可 写 可 不 写 ) (15-1-13) 


哈 氏 原理 推广 到 场 论 后 的 提 法 自然 是 :初始 位 形 |; 与 终了 位 形 儿 > 之 间 的 正路 
的 充 要 条 件 是 其 作用 量 S 取 极 值 . 

上 面 的 讨论 默认 了 时 空 的 某 种 3+1 分 解 [涉及 某 时 刻 1 的 场 位 形 G(x,t) 以 及 某 
路 径 在 某 时 刻 的 拉 氏 量 L() ], 这 只 是 便于 初学 者 接受 的 讲法 . 事实 上 , 拉 氏 场 论 可 
改 用 不 依靠 3+1 分 解 的 (时 空 协 变 的 ) 语 言 表述 . 哈 氏 原理 的 功用 是 寻求 场 量 的 演 
化 方程 , 这 是 时 空 流 形 玉 "上 的 微分 方程 , 只 涉及 每 一 时 空 点 p 及 其 任意 “小 ” 邻 域 
因此 可 把 “三 明治 ” 式 的 U 改 为 任意 开 域 UcR* (还 要 求 U 的 闭 包 U 紧 致 ) 把 作 
用 量 直 接 定义 为 乡 在 U 上 的 4 维 积 


S:= [A (15-1-14) 


把 儿 看 作 场 量 g 及 其 时 空 导数 909 (不 再 分 为 8 和 0,6 ) 的 局 域 函数 : 
ZF = 2(6,0,0), (15-1-15) 


并 把 问题 的 提 法 相应 改 为 :给 定 $ 场 在 U 的 边界 U 上 的 适当 值 g |, 后 , 欲求 定义 在 
U 上 的 、 满 足 如 下 两 个 条 件 的 标量 场 g (正路 ): (a) 在 U 内 满足 演化 方程 (15-1-7); 

(b) 在 U 的 值 等 于 所 给 边界 值 几 ly . 哈 氏 变 分 原理 仍 可 表述 为 “正路 的 充 要 条 件 是 
作用 量 取 极 值 ”. 这 样 就 摆脱 了 对 3+1 分 解 的 依赖 . 我 们 将 逐渐 看 到 拉 氏 理论 本 质 
上 是 直接 与 时 空 (而 不 是 其 3+1 分 解 ) 打 交道 的 理论 (与 此 相反 , 后 面 介绍 的 哈 氏 理 
论 则 是 “天 生 ” 就 依赖 于 3+1 分 解 的 . ) 同 拉 氏 密度 .2 相 较 , 拉 氏 量 L(7) 在 拉 氏 场 
论 中 退 居 到 可 有 可 无 的 地 位 . RR 上 的 一 个 标量 场 $ 称 为 一 个 4 维 场 位 形 . 给 定 一 
个 4 维 场 位 形 $ 后 , 每 一 时 空 点 的 .多 值 便 由 式 (15-1-15) 确 定 , 代入 式 (15-1-14) 便 得 
一 个 S 值 ,所 以 8 是 4 维 场 位 形 乡 的 泛 函 , 记 作 SIb].” 以 F 代表 所 有 (满足 适当 条 
件 的 ) 4 维 场 位 形 的 集合 , 便 有 S : 8 -> 尺 . 为 了 考虑 变 分 , 也 要 引入 参数 和, 不 过 
现在 4 的 用 处 不 是 区 分 从 2u 到 Oi 的 不 同 曲线 而 是 区 分 不 同 的 4 维 场 位 形 , 因此 以 


Q@ 此 处 的 “局 域 函 数 ” 与 微分 几何 中 的 通常 含义 不 同 . 按照 通常 含义 , 流 形 M 上 的 局 域 函 数 f 是 定义 在 某 个 
开 子 集 U (二 M) 上 的 函数 , 即 f :U 一 民 . 
@ 儿 = Z(G,0,6) 是 fp 和 0,6 的 局 域 函数 , 即 -2 在任 一 点 pp 的 值 取决 于 Gp|, 和 09|,. 反之, S 则 依赖 于 整 


个 $ 场 ,只 有 给 定 民 “(至 少 U) 上 的 f 场 才 可 确定 S 的 值 . 因为 自 变 的 G 不 是 数 而 是 场 ,所 以 S 是 f 的 泛 函 . 
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前 的 单 参 曲线 族 g% (4 人) 现在 应 为 单 参 4 维 场 位 形 族 内 4) (也 可 看 作 8 中 的 曲 
线 ”). fg 在 族 中 的 变 分 566 定义 为 


A ah A PLL 


15-1-16 
1->0 几 d4 ( ) 


请 注意 5 也 是 及 "上 的 标量 场 . 给 定单 参 族 凡 1 后 , 把 映射 S$ : 9 -》 恨 限 制 在 族 
内 便 诱 导出 一 元 函数 S[G(4)] [ 简 记 为 S(4)], S(4) 在 和 4=0 的 导数 值 就 称 为 5 在 该 
族 内 的 变 分 : 
_ dsS(4) 
“A 
哈 氏 原理 可 以 表 为 : $e Fg 在 U 内 满足 演化 方程 的 充 要 条 件 是 .多 中 所 有 满足 下 面 
两 个 条 件 的 单 参 族 j(4) 对 应 的 65 为 零 . 这 两 个 条 件 是 

(a) $(0)=G; (b) GM) l= 660), v4. (15-1-18) 
由 此 便 可 推出 闵 氏 时 空中 标量 场 f 的 演化 方程 [ 亦 称 拉 氏 方 程 , 试 与 式 (15-1-5) 对 
比 ] 


0S : 


(15-1-17) 


99 .82 0 
0 0(0.6) 


推导 如 下 . 作用 量 S(4)= | .ZZ(4) 的 变 分 


5 = 时 -| 4 
4=0 


(15-1-19) 


d4 d4 


由 .2(?)=-Z(f(00),3.%(4)) 得 
d2| _3% dg 


dil|i, 98 dh 


0% d(0.$(1)) 
+0 006) 4 


4=0 


0 0 
Wy 5 人 + B00 0) 0(0 7 066+ B60) 0.(69), 


8S = 上 (OZ/00) 86+ 人 [axy8(8 内 ]8 (5 作 . 


a az | az 
上 式 右边 第 二 项 = [ 9. 3 | hla |, 


QD 本 书 不 讲 无 限 维 流 形 , 本 章 涉及 的 无 限 维 流 形 的 若干 概念 (如 曲线 及 其 切 矢 , 光滑 性 ……) 只 好 借 有 限 维 流 
形 作 直 观 想 象 . 
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取 积分 域 U 使 其 边界 面 0 处 处 非 类 光 , 则 上 式 右 边 第 一 项 可 用 高 斯 定理 化 为 
JonlaZ/0(0.6)]56=0( 因 861,=0). 所 以 


[| 
li % 3 0. 


于 是 有 式 (15-1-19). 由 此 可 知 闵 氏 时 空中 标量 场 $ 的 拉 氏 密度 可 取 如 下 形式 : 
人 本 [7 (0.6)0,6+m’g’], (15-1-20) 


因为 它 与 式 (15-1-19) 结 合 给 出 标量 场 g 的 演化 方程 (15-1-7). 

下 面 介 绍 上 述 讨论 的 推广 . 设 系 统 由 平 直 或 弯曲 时 空 (M,g,,) 的 一 个 或 一 组 
张 量 场 组 成 (原则 上 还 可 讨论 其 他 场 , 但 我 们 只 讨论 张 量 场 . ) 略 去 抽象 指标 , 以 wy 
代表 这 组 场 . M 上 一 组 指定 的 yw 场 叫做 一 个 4 维 场 位 形 . 我 们 只 讨论 所 谓 的 “局 
域 ” 理 论 (许多 重要 物理 系统 都 可 纳入 这 一 范畴 ), 其 中 拉 氏 密度 .图 是 场 量 w 及 其 
一 、 二 阶 直到 大 阶 导数 的 局 域 函 数 : 


了 =ZY,VYy,… Viy)，(Viy 是 V。…V。y 的 简写 ) (15-1-21) 


以 上 关于 标量 场 $ 的 讨论 可 以 自然 地 推广 到 现在 的 张 量 场 组 wy , 只 须 以 y 代替 力 ， 
用 上 式 代替 .=.Z(4,0,9) 以 及 用 MM 代替 RR“. 
例 1 把 闵 氏 时 空 的 无 源 麦 氏 电 磁场 论 改 铸 为 拉 氏 形式 . 


今 


F=— FF, = (4")0.4,. (15-1-22) 
167 4 


把 4, 看 作 场 量 ( 即 y = 4,), 设 44(4) 是 满足 式 (15-1-18)( 其 中 的 G 改 为 4) 的 任 一 单 
参 族 , 则 | 
d% 


d4 10 
略 去 “(0)” 并 代入 6S = |dz/d41;.。 得 


La 
= 一 元 @ A*1(0))0 ,84, . 


2 5S = 人 (540)8 54 =— 上 人 (8_[(6c40)54 ]-(9 40)54 } 
1 1 
全 二 [a 42] 全 a dt Ap a 和 a /4b 
[AG 40)84]+3 [ (0,0°4 ~0:0,4°)84, = [ (0.0°4:)84, . 


(最 末 一 步 用 到 高 斯 定理 、564; | =0 及 洛 伦 兹 条 件 9,4” =0) 于 是 由 哈 氏 原理 便 知 
演化 方程 为 8.6“4” = 0 . 这 正 是 无 源 麦 氏 方程 用 (满足 洛 伦 兹 条 件 的 )4 势 的 表达 式 
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[ 式 (6-6-32)], 所 以 式 (15-1-22) 的 .多 可 用 作 无 源 电磁 场 的 拉 氏 密度 . 
15.1.3 ”广义 相对 论 的 拉 氏 形式 


式 (15-1-14) 的 积分 | 多 没有 写 出 体 元 , 按照 约定 ( 见 $5.5), 它 是 [Ze 的 简写 ， 
其 中 & = sopoy 是 与 度 规 适 配 的 体 元 , 满足 a*g”g“g”s,yss, =-4!. 这 意味 着 体 
元 Epod 依赖 于 度 规 . 这 是 度 规 作 为 时 空 背景 的 描述 者 的 结果 . 然而 在 广义 相对 论 
的 拉 氏 形式 中 , 度 规 gj 又 扮演 着 引力 场 的 场 量 (动力 学 量 )w 的 角色 , 计算 时 要 对 
它 作 变 分 . 既然 = 依赖 于 gj, ,对 gj 变 分 时 就 必须 考虑 & 的 相应 变 分 , 从 而 给 计算 
带 来 麻烦 . 处 理 这 一 问题 的 一 个 方法 是 在 定义 积分 时 改 用 与 g， 无 关 的 4 形式 场 
ezpod (例如 任 一 局 部 对 偶 右 手 基底 场 {(e*),} 的 体 元 ese" 和 ^e! 入 e* 入 ei ) 作 体 元 . 
适 配 体 元 & 与 体 元 e 的 关系 为 [ 见 式 (5-4-4)] 

€=\-ge, (15-1-23) 
其 中 g 是 gj 在 该 基底 的 分 量 的 行列 式 . 在 这 种 做 法 中 , 真空 引力 场 作用 量 定义 为 
S = | -Ye .因为 65 为 零 对 应 于 运动 方程 , 而 运动 方程 不 应 依赖 于 基底 , 所 以 作用 量 
5 不 应 依赖 于 基底 . 由 式 (15-1-23) 可 知 e 对 基底 的 依赖 源 于 V-g 对 基底 的 依赖 , 为 
使 S 不 依赖 于 基底 可 令 .2 以 如 下 方式 依赖 于 基底 : 


2 =\/g 丈 ， (15-1-24) 


其 中 多 是 不 依赖 于 基底 的 标量 场 . 请 注意 本 小 节 第 一 行 的 .Ze 与 式 (15-1-23) 后 
第 2 行 的 8S= | Ye 中 的 - 罗 有 不 同 含义 . 为 与 式 (15-1-24) 统 一 , 前 者 应 改 为 | Ze , 即 
引力 场 作用 量 应 为 


> 1 
二 | 2 Ze= | Ze. 
[a er 
用 $= | Ye 的 好 处 在 于 把 对 度 规 的 依赖 全 部 转 入 .2 中 , 变 分 度 规 时 e 不 随 之 而 
变 . 

本 章 后 面 多 处 用 到 按 式 (15-1-24) 的 方式 依赖 于 \ 广 g 的 标量 场 . 和 张 量 场 ， 
因此 有 必要 介绍 如 下 定义 :在 时 空 (M, gw ) 的 某 开 域 中 体 元 e , 与 e 有 关 的 张 量 
T% tp..b 叫做 张 量 密度 (tensor density), 若 存 在 与 e 无 关 的 张 量 T7”“, ,使 

ee ES 人 ， (15-1-25) 


其 中 V-g 与 e 的 关系 为 式 (15-1-23). 按照 这 一 定义 , 引力 场 的 拉 氏 密度 .> 是 标量 
密度 \/-8g 也 是 标量 密度 [ 因 它 可 表 为 Vy-g =V-g 1, 而 1 是 与 e 无 关 的 标量 .] 
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为 V-g 取决 于 基底 , 所 以 张 量 密度 7T”“*4.…s 是 基底 依赖 的 张 量 (是 小 节 12.6.3 所 
讲 的 帮 张 量 的 一 种 ). 应 该 注意 , 与 基底 无 关 的 张 量 的 分 量 在 基底 变换 时 遵从 张 量 
分 量变 换 律 , 而 基底 依赖 的 张 量 的 分 量 在 基底 变换 时 遵从 另 一 变换 律 , 因为 基底 变 
换 时 张 量 自 身 也 变 . 为 了 对 张 量 密度 有 较 好 理解 并 避免 可 能 误解 , 需要 更 严格 的 定 
义 和 讨 论 , 详 见 $15.6 . 

命题 15-1-2 设 R 为 gj 的 标量 曲率 , 则 .=V-gR=V-gg”R, 与 真空 引力 
场 的 拉 氏 密度 只 差 一 个 边界 项 . 

注 1 与 多 =V-gg”R, 相应 的 作用 量 称 为 Hilbert 作用 量 . 

证 明 ”为 方便 起 见 , 以 g” 代替 gw 作为 场 量 , 即 取 多 = 8 至 . 设 g 光 (12) 是 满足 
式 (15-1-18) (其 中 bf 改 为 g“) 的 任 一 单 参 族 , 则 


» dR , (A dV/—g(4 ob 
-as dD) Ra :FE ee 


dy 
d4 


d4 


A=0 
=\-g(0)g” (0)8R,, + R(0) SV-g + V-g(0)R,, (0)8g” 
=V-g8"6R, +RV-g +V-gRodg" =B +B,+V-gRydg", (15-1-26) 
其 中 第 三 步 只 是 为 了 简写 而 略 去 (0), 最 后 一 步 无 非 是 把 = 号 前 的 第 一 、 二 项 依次 
记 作 B 和 B,. 首先 计算 B. 设 Vs 和 ,分别 与 g,.(4) 和 g, =g,.(0) 适 配 , 即 
Vs gp.()=0 和 Vg,。 -0. 令 ceo0D 代 表 交 和 V 的 “差别 ”, 即 
(YYVa) 四 =CcoCDa 
分 别 以 R “(4) 和 RR“ 代表 Vs 和 VV 的 黎 曼 张 量 , 即 
R 2 (14), = 2 Va @,, Rs y=2Vi Vt,, VO,, 
则 由 式 (12-1-8) 得 
Re (4)= Raye” —2V1aC pe (A) + 2C°aa (W)C se(h), 
故 
Ra (ND= Ri (NW= Ras -2V1aC ?oe (NW +2C°aa(A)C ?ae (4). (15-1-27) 


以 C*ww 简 记 C*ca(0), 则 Cwsws=(V。 一 V,)@s =0Vw，, 故 C?o =0, 由 此 易 证 式 
(15-1-27) 右 边 第 三 项 的 变 分 为 零 , 所 以 
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SR =—2V1a8C pe = V6C?a — VdC ?be. (15-1-28) 


Ceie(C) 反映 V。 与 Ye 的 差别 , 分 别 相应 于 上 册 定理 3-2.3 证 明 中 的 Cox ,总 和 
V。 因此 由 式 (3-2-10) 得 CY? (2)=g”* (NW)[Vogoa(D+V, g(t) -Vig CD]/12， 
故 


sc = 中 加 | [yg (+ v.80) Vig GD] 


Fam Dv, de |，y gu yy dg 名 | | 
d4 d4 d4 


4=0 
六 79" (V88, +V,6g,, -Vsg )， (15-1-29) 
其 中 第 二 步 用 到 Vg (0)=0. 由 此 又 得 


1 
5C = 78 (Vs6g + V68s4 — Vadg,.) 


1 1 
三 5 (V6gs4 +2V1,684) = 78 Vdgo ， (15-1-30) 
将 式 (15-1-29) 及 (15-1-30) 代 入 式 (15-1-28) 得 


oR ze" (Vi,V ,dg 下 VisV O80 VyV adgo 5 VV .684a) ? 


从 而 
8“5R = YY'ag。 +V“V“8g -8”V’V,d8,, — g”V°V.6g,,) 
二 VV?6g,, > gH VV, gp 一 V"(V’6g,, > goV dg,.) 。 
令 
V, 三 V“5gw 8“V。5gr。 三 g” (Vdgo Ex V ,dgpe) 》 (15-1-31) 
则 
B=V-g g”5R,=V-g Vv,. , (15-1-32) 


ee a lA) 人 


4=0 
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1 d[-g(4)] R 
sR Sb 15-1-33 
6 二 | 2 8 ( ) 
最 右 端的 Vg 照例 是 /-g(0) 的 简写 . 仿照 式 (3-4-24) 的 证 明 不 难 证 得 
3g = gg8” 880 (15-1-34) 
代入 式 (15-1-33) 得 
R 
B es ab _1 
2 区 60gw (15-1-35) 


因为 场 变量 是 g 光 而 非 8 ,我 们 想 用 6g 而 非 gg 表示 B,. 这 似乎 很 容易 :只 须 
把 gw%8g,s 换 为 gas6g”. 然 而 这 不 正确 . 由 5 = 8“%8gw 得 0=8“%5g + gosdg”， 
与 aa 缩 并 得 


3gw = -gadgopdg”™," (15-1-36) 
再 与 8 缩 并 便 给 出 z 
g" 68a =-gapdg® . (15-1-37) 
代入 式 (15-1-35) 得 
B, = -V8 Re,,dg” . (15-1-38) 


把 式 (15-1-38) 和 (15-1-32) 代 入 式 (15-1-26) 得 


a NN re (15-1-39) 
da| 2 
因而 
ds dg 
ed -| 村 =-|e Vg Vv +V-g G,68*], (15-1-40 
dl, aal,, bets atN-g Gaog ], ( ) 


其 中 G， 是 爱 氏 张 量 . 如 果 上 式 右 边 第 一 项 可 化 成 为 零 的 边界 项 , 则 56S = 0 [对 任 一 
满足 式 (15-1-18) 的 单 参 族 ] 便 等 价 于 真空 爱 氏 方程 Gs =0, 从 而 =V-g 8g”R, 
和 S=|.Ze 便 可 分 别 用 作 真空 引力 场 的 拉 氏 密度 和 作用 量 . 然而 情况 与 此 略 有 歧 
离 . 假定 立 除 在 测度 为 零 的 点 外 为 非 类 光 , 其 单位 法 矢 为 n”, 则 由 高 斯 定理 可 知 


@ 这 表明 5g,, 并 非 用 度 规 g,, 对 5g” 降 指 标的 结果 .事实 上 ，8g。 和 5g” 是 独立 定义 的 [分 别 定 义 为 
dgs(0)/d4|;o。 和 dg“( 力 /d4|;.o ] 经 正文 的 推导 发 现 6g = -gwsgw6g” 而 非 去 掉 负 号 的 该 式 . 
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式 (15-1-40) 右 边 第 一 项 = 上 eV = 人 N,v”, (15-1-41) 
由 式 (15-1-31) 可 知 v, 含 6g6s 的 导数 (如 V68gs ), 式 (15-1-18b)[ 即 g”(W)ly 同 4 无 
关 ] 只 导致 6g6 |y =0 而 不 保证 V5gs l=0, 所 以 式 (15-1-40) 右 边 第 一 项 未 必 为 零 . 
可 见 .2 与 真空 引力 场 的 拉 氏 密度 差 一 个 边界 项 .” 口 
[选读 15-1-1] 
只 要 给 乡 添 补 一 项 以 抵消 655 中 的 多 余 边 界 项 fi vn” , 便 可 得 到 真空 引力 场 
的 作用 量 . 该 项 可 求 之 如 下 . 由 式 (15-1-31) 可 知 在 U 上 有 
Vn’ =n"g"(V 68 ~ V88,)=n°h"(V, dg, —VY,5g,)= ee (15-1-42) 
其 中 第 二 步 用 到 nn*n“(V。68gos -Va6gsc)=2nsn 人 nVi6gs =0, 第 三 步 是 因 
56g4|y=0 导致 h”*V。6gss =0( 请 注意 hseV ,代表 沿 UU 切 向 求 导 , 见 ne 14.4.4 小 
节 ). 式 (15-1-42) 右 边 可 用 U (作为 非 类 光 超 曲面 ) 的 外 曲率 简洁 表 出 . 外 曲率 因为 依 
赖 于 度 规 而 依赖 于 4 ,应 记 作 天.(4)， 其 迹 
1 
K(A)=heK, (N=h"s Van? =hs[V nn? + Coac(A)n’]. (15-1-43) 
上 式 中 的 je ,jp 及 了 与 无关, 因为 上 的 gw 不 依赖 于 和. 对 天 (4) 求 变 分 , 注 
意 到 式 (15-1-29), 得 


SK =h", (8C°, )n’ = Fh, gg” (V9 +V,59,, -Videg,.) 


37h, Bg . Dn, (15-1-44) 


其 中 第 三 步 用 到 ped = htca) ,最 末 一 步 用 到 式 (15-1-42). 代 回 式 (15-1-40) 和 (15-1-39) 
便 得 


A) Ja 上 eV-g G98”. (15-1-45) 
定义 新 的 作用 量 
DN s+2|, K, (15-1-46) 


则 8S'=0 便 等 价 于 真空 爱 因 斯 坦 方程 . 于 是 得 出 结论 :由 式 (15-1-46) 定 义 的 S' 可 


@ 有 些 文献 [如 Hawking and Ellis(1973)P.65 ] 把 式 (15-1-18b) 改 为 “对 M ~-U 中 任 一 点 有 w(4)=w。”, 此 新 
条 件 既 保证 6g |;=0 又 保证 V ,568sa1,=0, 于 是 .和 S 可 用 作 真 空 引力 场 的 拉 氏 密度 和 作用 量 . 


“ 14 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
习作 真空 引力 场 的 作用 量 . | [选读 15-1-1 完 ] 


$15.2 有 限 自 由 度 系统 的 哈 氏 理论 


15.2.1 有 限 自 由 度 正规 系统 的 哈 氏 理论 


拉 氏 理论 的 基本 变量 是 广义 坐标 gq' 和 广义 速度 g', 它们 的 一 组 值 代表 系统 的 
一 个 状态 . 哈 氏 理论 的 基本 变量 则 是 广义 坐标 (位 形变 量 )g' 和 广义 动量 (动量 变 
量 ) p; . 给 定 拉 氏 函 数 L(q ,9 ) 后 ,动量 变量 由 下 式 定义 : 


Wa Ld) (15-2-1) 
09 


位 形变 量 和 动量 变量 称 为 互相 共 罗 的 一 对 正则 变量 ( canonical variables ), 它们 的 
一 组 值 (9 , 疡 ) 代表 系统 的 一 个 状态 . 量 p,q' -L(gq,9) 在 哈 氏 理论 中 有 重要 地 位 , 其 
微分 为 


“i 。 2 .ii OL i OL “i oi OL i 
dlP9 ~ L(g,9)]=9 dp;+ pd9 -= 一 d9g -dg =ddp -一 d9 (15-2-2) 
0g 0g 0g 


上 式 右 边 不 含 dj', 这 意味 着 p,q' -L(gq,9) 可 用 和 和 疡 表 出 . 量 P0 -L(g,9) 表 为 
gq , P; 的 函数 后 称 为 系统 的 蛤 氏 量 (Hamiltonian ), 记 作 五 (q,p), 即 
H(g,p) := DPI -L(g,9). (15-2-3) 


以 下 的 讨论 取决 于 NN 个 9 可 否 从 式 (15-2-1) 中 被 反 解 出 , 而 这 又 取决 于 
L(q',9 ) 的 函数 形式 . 原始 的 哈 氏 理论 假设 全 部 都 可 反 解 出 , 即 每 个 多 都 可 表 为 
47 和 疡 的 函数 : 

中 =4G'(g,p), i=1,:…,N. (15-2-4) 
在 现代 理论 中 , 满足 这 一 要 求 的 拉 氏 函数 L(g',G') 称 为 正规 (regular ) 的 , 相应 的 哈 
氏 理 论 称 为 有 正规 拉 氏 量 的 哈 氏 理论 . 这 时 式 (15-2-3) 可 以 表 为 
H(g,p)= 有 9 (gq,p)- L(q,4(q,p)), (15-2-5) 
故 
2 


站 
er 


Op; Op; 党 Op; 207 op; 
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和 
其 中 第 一 式 的 第 二 步 用 到 式 (15-2-1). 利用 拉 氏 方程 (15-1-5) 可 把 上 式 的 第 二 式 改 
写 为 85/89 =--p;, 因此 有 


,p= i=l.,N. (15-2-6) 


请 注意 各 式 中 偏 导数 的 含义 . 例如 , 98/9g! 是 指 函 数 H(q'…,g”; p,…, p、) 
对 9 的 偏 导数 , 求 导 时 保持 gq?,…,g” 和 pi,…, pw 不 变 ; 而 红 /9g! 则 是 指 函 数 
L(q9 ,…,q ;9 ,…,9”) 对 gq 的 偏 导 数 , 求 导 时 保持 g?,…, gq* 和 91,…, gq 不 变 . 

式 (15-2-6) 还 有 男 一 推导 途径 :用 拉 氏 方程 把 式 (15-2-2) 改 写 为 


dH =9'dp; ~ pidg’, (15-2-2) 
注意 到 


= (15-2-7) 
0g Op; 


便 可 从 式 (15-2-2) 直 接 读 出 式 (15-2-6). 

系统 的 拉 氏 函数 L(q',j') 给 定 后 , 其 哈 氏 函数 
石 (q,p) 便 也 确定 , 式 (15-2-6) 就 成 为 关于 2N 个 待 求 7(1)=(qit?), pi(D) 
函数 9 0, PCD 的 2N 个 一 阶 常 微分 方程 , 称 为 哈 氏 正 
则 方程 (Hamiltonian canonical equations ), 是 哈 氏 形式 
中 描述 系统 演化 规律 的 方程 , 等 价 于 拉 氏 形式 中 关于 7(0)=(qi(0), pi(0)) 
N 个 待 求 函数 9 0) 的 Y 个 2 阶 常 微分 方程 ”图 15-2 在 正规 情况 下 , 相 
(15-1-5)( 拉 氏 方 程 )，( 从 拉 氏 方程 到 哈 氏 方程 的 推导 > 
已 在 上 面 给 出 , 反 向 推导 请 读者 完成 ) g' 和 p, 的 一 组 0 
值 (q',p,) 代 表 一 个 状态 , 所 有 (q',p,) 的 集合 称 为 系统 的 相 空 间 ( phase space ), 记 
作 工 ,是 个 2N 维 流 形 , 其 中 每 点 (qi,p,) 的 N 个 g' 和 NN 个 p, 可 充当 该 点 的 2N 个 
坐标 . 指定 初 态 (9 (0), p;(0)) 相当 于 指定 矿 的 一 点 , 以 此 为 初 值 就 可 确定 一 阶 常 
微分 方程 组 (15-2-6) 的 唯一 解 (q (7), pi(D) , 相应 于 本 中 过 点 (q’(0), p;(0)) 的 一 条 
以 时 间 + 为 参数 的 曲线 y(t) (图 15-2 ), 它 描写 系统 的 演化 . 

以 上 是 有 正规 拉 氏 量 的 哈 氏 理论 的 简单 复习 . 引力 场 的 拉 氏 密度 属于 非 正 规 
(奇异 ) 形 式 , 因此 本 节 的 以 下 三 个 小 节 将 讨论 有 非 正规 拉 氏 量 ( 亦 称 有 约束 ) 的 哈 氏 
理论 . 
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15.2.2 有限 自由 度 约束 系统 的 哈 氏 方程 
式 (15-2-1) 右 边 是 gq 和 g 的 函数 , 可 改写 为 
pb; = p,(q',…,q™ 中， i=1,.…,N. (15-2-1') 
把 上 式 看 作 个 未 知 量 全 ,…,9” 的 方程 组 , 并 试图 由 此 反 解 出 df,…,9”. 反 解 的 
可 能 性 取决 于 上 式 右边 关于 qi,…,9* 的 雅 可 比 行列 式 det(ap,/807) 是 否 为 零 , 也 
就 是 J =0L /909'09’/ 所 排 成 的 N x N 矩阵 的 秩 Z 是 否 等 于 . 先 看 一 个 特例 : 设 


oL 9009’ ,: .780 a 
三 一 一 = 4 | 一 一 + 2 一 一 =24, “5 15-2-8 
Pi epd NE 4 4 Og DZ ) 
.jg =pi, =1…,N， (15-2-9) 


上 式 可 看 作 个 未 知 量 g/ 的 个 非 齐 次 线性 代数 方程 . 设 W = 3, 矩阵 (.j ) 的 秩 
Z=2, 则 (J;) 中 有 两 行 线性 独立 .不 失 一 般 性 , 设 划 掉 矩阵 (Ji; ) 的 第 1 行 和 第 1 列 
后 的 2x2 和 矩阵 有 逆 , 便 可 用 第 二 三 个 方程 把 q? 和 G” 表 为 q ,gq”, 9 , p, p,, 9 的 函 
数 ( 即 和 和 可 被 “ 反 解 ”出 ), 以 此 代入 第 一 方程 .47 = pi, 则 消失 , 该 方程 
便 可 表 为 
G(q' ,9 ,9 PPP)=0. (人 代表 某 种 函数 关系 ) (15-2-10) 
这 说 明 gq', p, 并 非 互 相 独 立 , 它们 要 受 上 式 的 限制 .上 例 可 推广 至 一 般 情形 (利用 隐 
函数 存在 定理 ), 结论 是 :N 个 g' 中 只 有 Z 个 Gg' 可 (局 部 地 ) 被 反 解 出 (可 表 为 gq, P 以 
及 其 余 N -Z 个 9 的 函数 ), 式 (15-2-1') 的 其 余 信 息 将 表现 为 只 含 g 和 p 的 N-2Z 
个 独立 方程 : 
$b(q,p)=0, m=1,…,M (=#=N—2Z), (15-2-11) 
其 中 9 (9,p) 是 q 和 pp 的 某 种 函数 .这 意味 着 2N 个 g 和 pp 受到 M 个 方程 的 限制 ， 
因此 说 系统 存在 约束 (constraint ). 办 , (9, p) 称 为 约束 函数 , 加 , (9, p) = 0 称 为 约束 方 
程 (简称 约束 ). 读者 熟悉 的 是 用 方程 f(g ,…,g”)=0 或 f(g 9” ,站 =0 对 位 形 
变量 gq ,…,g” 加 以 限制 的 约束 (不 涉及 速度 9g' 或 动量 p, ), 称 为 完整 约束 
(holonomic constraint ), 例如 , 牛顿 力学 中 被 限制 于 某 曲 面 上 的 质点 所 受 的 约束 以 
及 能 把 质点 结合 为 刚体 的 约束 , 其 特点 是 (各 ) 质 点 的 笛 卡 儿 坐 标 要 满足 若干 方程 ， 
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可 通过 选择 适当 的 (数目 较 少 的 ) 非 笛 卡 儿 坐 标 (广义 坐标 ) 来 消除 约束 . Dirac 等 人 
从 20 世 纪 40 年 代 开 始 为 研究 引力 量子 化 而 提出 一 套 涉 及 动量 p, 的 非 完 整 约束 
(动力 学 约束 ) 理 论 [后 称 Dirac-Bergmann 理论 , 见 Dirac(1964) ], 理论 中 出 现 约束 的 
前 提 是 拉 氏 函数 的 形式 使 4! 不 能 全 部 被 “ 反 解 出 ”( 奇 异 拉 氏 函 数 ). ”本 书 只 讨论 
这 种 约束 . 有 约束 时 的 哈 氏 量 豆 仍 由 式 (15-2-3) 定 义 , 而 且 , 由 于 式 (15-2-2) 仍 成 
立 ,万 仍 只 是 g 和 p 的 函数 (重要 的 是 不 含 任 一 9). 

约束 的 几何 意义 是 系统 在 相 空间 六 中 的 代表 点 必须 位 于 由 约束 方程 (15-2-11) 
决定 的 约束 面 (constraint surface ) 万 一 广 上 . 如果 只 有 一 个 独立 约束 J(q,p)=0, 则 
约束 面 帮 是 矿 中 的 2N -1 维 子 流 形 ( 超 曲面 9). 如 果 有 M 个 独立 约束 , 万 便 是 M 
个 超 曲面 之 交 , 是 2N - M 维 子 流 形 . 系统 状态 的 代表 点 必须 落 在 厂 上, 描述 演化 
的 曲线 y(D 只 能 躺 在 石上 , 它 服从 的 演化 方程 不 再 像 式 (15-2-6) 这 么 简单 . 由 于 五 
表达 式 (15-2-3) 中 的 4' 不 再 能 表 为 9'(q,p), 式 (15-2-6) 的 推导 不 再 成 立 . 第 二 种 推 
导 , 即 从 式 (15-2-2) 和 (15-2-7) 直 接 读 出 式 (15-2-6) 的 做 法 也 由 于 (da ,dp;) 不 完全 独 
立 而 失效 :由 式 (1$-2-27 和 (15$-2-7) 只 能 得 到 


[ -站 | -2 + je 20 (15-2-12) 
q 


而 不 能 进一步 宣称 两 个 括号 内 的 表达 式 分 别 为 零 , 因为 状态 代表 点 必须 落 在 石上 ， 
而 万 的 独立 坐标 [因而 (dy ,dp,) 中 的 独立 微分 ] 只 有 2N - M 个 .为 了 克服 这 一 困 
难 , 可 改 而 采用 万 的 独立 坐标 . 先 讨论 只 有 一 个 约束 fp(q,p)=0 的 情况 , 这 时 约束 
面世 是 2N -1 维 超 曲面 . 设 {r*(g=1,…,2N 一 让} 是 帮 上 的 一 个 坐标 系 , 则 石上 的 
点 的 ”和 疡 都 可 看 作 r? 的 函数 , 由 式 (15-2-12) 可 知 对 y(t) 上 任 一 点 有 


.1 OH\|op, (|, OOH)0g |, a 
eR 15-2-12， 
6 和 名 1 2 ee ( , 


r* 是 石上 的 独立 坐标 保证 2N -1 个 dr* 互相 独立 , 因而 上 式 给 出 2N - 1 个 方程 : 


@ 这 种 理论 既 可 用 拉 氏 形式 也 可 用 哈 氏 形式 研究 . Dirac-Bergmann 理论 通常 是 指 用 哈 氏 形式 对 这 种 约束 系 
统 作 研 究 的 理论 .小 节 15.3.2 将 简要 介绍 笔者 用 拉 氏 形式 研究 这 种 约束 系统 的 主要 结果 . 既 用 拉 氏 形式 又 用 哈 氏 形 
式 对 这 种 系统 的 讨论 还 可 在 Sudarshan and Mukunda(1974); 李子 平 (1993) 中 找到 . 

@ 有 约束 时 玉 并 不 唯一 ( 见 小 节 15.3.1), 但 总 可 选 一 妃 使 之 只 是 入 个 g' 和 2Z(<N) 个 p, 的 函数 .Sudarshan 
and Mukunda(1974) 的 五 就 是 一 例 [还 可 参见 式 (15-3-9) 所 在 段 ]. 

@ 要 使 每 个 如.(q, p)=0 给 出 一 张 超 曲 面 还 须 dp, # 0 . 式 (15-2-11) 的 函数 办 (q, p) 的 确 满足 此 条 件 . 仍 以 正 
文 的 特例 为 例 . 式 (15-2-9) 的 第 一 方程 /947 = pi 左边 是 9',q?,q', p,,P; 的 函数 , 记 作 6 (gq, gg py, 已) , 令 


(gq',9°,9’, Pi, Py,p;)= Pi -6 (9,9 ,9 pys DP;), 则 至 少 9G/Op, =1#0. 


“ 18 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


.1 OF 160p .OH \0g 
2 =0，w=1…,2N-1. (15-2-12” 
[ 记 [2+ Bg 加 | 名 a ( ) 


用 大 写 拉 丁字 母 代表 厂 上 张 量 场 的 抽象 指标 . 娓 上 任 一 点 的 坐标 基 矢 (8/8r?)4 可 
用 坐标 系 {9',p,} 的 坐标 基 矢 (8/8g24 和 (8/ap,)4 表 出 : 


4 i A A 
[a | | (15-2-13) 
Dj 0 六 \ 09- Or” \ Op, 


(对 i 从 1 至 入 求 和 ;Q=1,…,2N 一 1.) 定义 y(1)c 帮 上 的 对 偶 矢量 场 


64 := -a + 多 ee), +9 -a en),, (15-2-14) 
4 Op, 
则 由 式 (15-2-12”) 和 (15-2-13) 可 知 对 y(z) 的 任 一 点 有 
FE =0， w=1,…,2N-1. (15-2-15) 
Or 
{(9/0r“)“} 是 超 曲 面 厂 上 的 坐标 基底 场 , 所 以 < 是 定义 在 yx(D 上 的 一 个 法 于 a 


的 余 矢 场 (对 偶 矢 量 场 ) 另 一 方面 , 厂 由 约束 方程 6(q, p)=0 定义 又 表明 V, 1 是 万 
上 的 法 余 矢 场 , 因而 y(0) 上 必 有 实 函 数 4(D) 使 


6,=AV,6= 1 让 地 Re py) (15-2-16) 
与 式 (15-2-14) 对 比 得 
0 0 ,_ oN .0G ,i).. 3 
We Ws 23， es (15-2-17) 


这 就 是 有 一 个 约束 时 的 哈 氏 正则 方程 . 以 上 手法 不 难 推广 到 有 M 个 约束 的 情况 ， 
不 同 之 处 只 在 于 约束 面 石 变 为 三 的 一 个 2N - M 维 子 流 形 . 这 时 九 上 每 点 有 M 
个 线性 独立 的 法 余 矢 Vp,…, Vs ok 而 上 作为 曲线 y(D cc 万 上 与 万 正 交 的 余 
矢 场 , [ 见 式 (15-2-15), 只 需 把 g =1,…, 2N -1 改 为 w=1…,2N-M.] 在 线 上 每 点 
总 可 由 MM 个 Vi 办 ,线性 表 出 : 


m m0 m 2 m0 m 
5 = NV = (dg je (dp),. (15-2-18) 


[对 i 从 1 至 和 N 求 和 ,对 m 从 1 至 MM 求 和 ,下 同 .] 于 是 哈 氏 正则 方程 (15-2-17) 现 在 
成 为 
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Dh 0 
其 中 (1) 是 MM 个 待定 函数 , 称 为 拉 氏 待定 乘 子 (Lagrange undetermined multiplier)， 
与 2N 个 gqQ), p(t) 一 起 合共 2N + M 个 待定 函数 , 原则 上 可 由 2N 个 演化 方程 
(15-2-19) 和 M 个 约束 方程 (15-2-11) 联 立 解 出 . 下 一 小 节 讨 论 与 解 有 关 的 一 系列 问 
题 . 


15.2.3 ”初级 约束 和 次 级 约束 


三 上 的 标量 场 上 : 厂 玫 恨 可 看 作 gq',p, 的 函数 . 设 y(1) 是 厂 中 的 一 条 演化 曲 
线 , 则 了 通过 y(1) 诱 导出 一 元 函数 Fn = f(gq'(1), p,()), 其 时 间 导 数 为 


pn A Ey 光束 [路 + | (15-2-20) 
dt Og pp, dg\%, Op; 上 op;\ 909 0g 
其 中 第 三 步 用 到 式 (15-2-19). 为 便于 简洁 地 表达 f , 可 定义 泊 松 括号 . 厂 上 两 个 函 
数 f(q,p) 和 g(q,p) 的 泊 松 括号 (Poisson brackeb {f,g} 定义 为 
af sg Of pg 
9 ey 15-2-21 
| 8 Op; Op; 89- 
请 注意 矿 上 任意 两 个 函数 的 泊 松 括号 仍 是 六 上 的 函数 . 不 难 证 明 泊 松 括号 有 以 下 
性 质 : | 
(a) 反 称 性 {f,g})=-{g,}; 


(b) 对 每 个 槽 都 有 线性 性 , 例如 

{fi + fo, 8}={f1, 8} + {fo, 8}; 
(c) 服 从 莱 布 尼 效 律 , 例如 

{fps8}= fi{f,8}+ fh{f,8}; 
(d) 满 足 雅 可 比 恒等式 , 即 


i=],*,N, (15-2-19) 


{f, {8,h}} + {h, {f,8}} + {g, {h, f}}=0. (15-2-22) 
利用 泊 松 括号 可 把 式 (15-2-20) 简 洁 地 表 为 
f={f,H}+{f ,6,}4"." (15-2-23) 


请 注意 b, 在 厂 上 为 零 不 导致 {f ,6b} 在 石上 为 零 , 因为 {f ,6,} 涉 及 导数 96, /0p; 


Q 如 果 j 只 是 演化 曲线 y() c 帮 上 的 函数 [“ 态 函数 ”f(t) ] 而 非 厂 或 夏 上 的 函数 , 则 {f, 瑟 } 和 {f,p,} 均 
无 定义 , 但 仍 可 用 式 (15-2-23) 求 广 , 为 此 只 须 把 了 任意 延 拓 为 厂 上 的 函数 , 记 作 了 . (车 演化 线 自 相交 , 则 了 只 能 
分 段 延 拓 .) 式 (15-2-23) 当 然 可 用 于 求 了 ,而 了 () = GD) 保证 六 = 广 在 y(t) 上 成 立 . 


. 20 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


和 8b /389 .为 了 防止 以 为 办 (9q,P)=0 会 导致 { 记 办 }=0 的 这 种 可 能 误解 , 仿照 
Dirac(1964) , 我 们 把 办 (q, p)=0 改写 为 8 (q,p)<0(“ 弱 等 于 ”号 = 代表 “在 约 
束 面 上 等 于 ”), ”并 强调 只 有 算出 泊 松 括号 后 才能 用 约束 方程 6, (g, 站 <0. 

式 (15-2-23) 是 厂 上 任 一 函数 了 : 一 一 尺 同 演化 曲线 yx(0 结合 而 得 的 一 元 函 
数 f(t) 的 时 间 导 数 表达 式 . 令 了 分别 为 g' 和 p,, 则 式 (15-2-23) 给 出 

d ={qg,H}+{g',9,}4”, Pp;={p;,H}+{p,,6,}4", i=1, ”9 N. (15-2-24) 
这 无 非 是 约束 系统 正则 方程 (15-2-19) 用 泊 松 括号 的 重新 表述 . 再 令 f 为 约束 函数 


= + bd, m=1,…,M . (15-2-25) 
演化 的 自治 性 要 求 演化 曲线 y(7) 躺 在 约束 面 帮 上 , 故 y(t) 上 任 一 点 的 ,应 为 零 ， 
因而 6, = 0, 相当 于 要 求 

协 ,有 + 协办 Js0， m=1,.…,M . (15-2-26) 
这 称 为 自治 性 条 件 (consistency condition ). 对 此 有 必要 详 加 讨论 . 首先 , 自治 性 条 
件 能 否 满足 取决 于 拉 氏 函数 L(gq',g) 是 否 选 得 恰当 . 例如 , 如 果 选 L=g! + (gq?)?， 
则 37/84 =1 而 7/84: =0, 于 是 拉 氏 方程 给 出 1= 0 的 不 自治 结果 . 这 一 不 自治 性 
在 哈 氏 形式 中 的 表现 就 是 自 洽 性 条 件 (15-2-26) 无 法 满足 [ 详 见 式 (15-2-54) 后 的 一 
段 ]. 可 见 拉 氏 函 数 Z9 2 ) 的 选择 并 不 完全 任意 . 下 面 讨论 拉 氏 函数 选择 得 当 ( 系 
统 不 存在 不 自 洽 性 ) 时 自 洽 性 条 件 (15-2-26) 的 后 果 [ 包 括 对 拉 氏 待定 乘 子 他 (7) 以 
及 对 演化 曲线 经 过 的 范围 所 提出 的 可 能 限制 ]. 令 B={p,,8i}, 则 ,组 成 
M x M 反 称 矩阵 (Bo) .再 令 义 =- {bp,, 恕 }, 则 式 (15-2-26) 可 表 为 

DN ch, m=1,.…, M . (15-2-26") 

这 是 关于 M 个 未 知 量 放 的 MM 个 非 齐 次 线性 方程 组 , 其 表现 因 det(@D,,, ) 是 否 为 零 

而 有 质 的 区 别 . 当 厂 上 任 一 点 的 det(@,, ) 都 非 零 时 , 每 点 的 方程 组 (15-2-26) 有 唯 
一 解 . 设 (GO )” 是 B,, 的 逆 算 阵 , 则 以 (B")” 作用 于 ,47 xh 两 边 便 可 解 得 

DH), m=L,.…,M. (15-2-27) 


注意 到 泊 松 括号 是 gq, p 的 函数 , 可知 上 式 把 4? 确定 为 记 上 的 函数 . 代入 式 
(15-2-23) 便 有 


Q 但 是 , 对 于 只 在 y(1) c 六 上 成 立 的 公式 , 我 们 仍 用 普通 等 号 . 
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f={f,H}+{f,6, (0 )"™"h,. (15-2-28) 
把 f(7) 分别 取 作 g'(t) 和 p,(t) 便 可 得 到 不 含 待定 乘 子 的 演化 方程 : 
外 = 全: 肌 + 二 由 GT 及 | 
六 全 {p,,H} 十 { 忆 办 } (G 一 ) ”及 


上 两 式 右边 都 是 4 和 p, 的 函数 , 把 函数 关系 分 别 记 作 屎 和 G , 便 可 改写 为 


g'() = Fi(dC， | 
Pi(t) = G'(q(D), p(D) 

这 是 关于 2N 个 待 求 函数 gi(1) 和 p, (1) 的 2N 个 一 阶 常 微分 方程 , 只 要 给 定 研 上任 
一 点 作为 初 态 , 便 可 求 得 唯一 解 (q'(), pi(D) ,对 应 于 唯一 的 、 躺 在 石上 的 演化 曲 
线 y(1), M 个 入 (作为 工 上 的 确定 函数 ) 限 制 在 y(t) 上 便 得 M 个 一 元 函数 加 (0 ， 
在 这 种 情况 下 , 自治 性 条 件 对 M 个 拉 氏 待定 乘 子 的 限制 作用 是 把 它们 完全 确定 ， 
而 对 石上 初 态 点 (因而 演化 所 经 历 的 范围 ) 则 毫 无 限制 . 这 是 一 个 极端 情况 . 

物理 上 更 常见 的 情况 是 det(G，) = 0 .一 个 最 简单 ( 且 常见 ) 的 例子 是 所 有 泊 松 
括号 做, 办 } 都 弱 为 零 , 即 


i=1,.,N. (15-2-29) 


A (15-2-29") 


PD ~0, m,n=1,.…,M. (15-2-30) 
这 时 自治 性 条 件 (15-2-26”) 简 化 为 
h, ~0, m=1,…,M . (15-2-31) 


如 果 MM 个 函数 (gq,p) 在 二 上 点 点 为 零 , 则 自治 性 条 件 自动 满足 , 拉 氏 乘 子 入 因 
而 不 受 任何 限制 , 求解 也 就 变 得 简单 :对 任 一 初 态 (q'(0), p;(0)) ee 并 ,任意 指定 M 
个 一 元 函数 福 (t) 代入 演化 方程 (15-2-19) 所 得 唯一 解 (q'(1), p;(?)) 必 自 动 满足 约 
束 方程 (15-2-11), 所 以 待定 乘 子 各 (0 在 此 情况 下 完全 自由 . 这 里 出 现 一 个 问题 :给 
定 初 态 (g (0), p;(0))e 帮 而 任 选 两 组 拉 氏 乘 子 {77 (1?)} 和 {4 "(1)}, 便 得 到 两 条 演 
化 曲线 y(1)= (gi(7), p;()) 和 y(t)=(q"(t)，p'()). 系统 到 底 沿 哪 条 曲线 演化 ? 答案 
是 都 可 以 . 初 态 不 能 决定 唯一 演化 线 的 这 一 现象 表明 石上 的 点 同 物理 状态 的 关系 
不 是 一 一 对 应 而 是 多 一 对 应 . 这 其 实 是 物理 系统 存在 某 种 规范 自由 性 的 反映 .为 了 
有 利于 心 存 疑虑 的 读者 理解 这 一 结论 , 这 里 举 一 个 人 为 例子 . 设 系统 的 W=2, 拉 
氏 函 数 二 = (2)? - 92?( 不 含 人 4 和信) 则 户 =0,， Pa =2 和 72， 吾 =P? /14+9 ,其 中 
Pi =0 可 看 作 约 束 方程 , 约束 函数 Gg = Pi ,代入 式 (15-2-17) 得 4 个 哈 氏 方程 : 


1 . 
人 =4(， $ =7P2 P=0,，pP,=-l. 


“22 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


任意 指定 函数 4(D 作为 拉 氏 乘 子 ,在 指定 初 态 gq1(0) =g?(0)= p,(0) =p,(0)=0 下 
便 得 唯一 解 : 


q(t)= [ A dt, F027, pi(f)=0, p(t)=-1. 


如 果 另 选 拉 氏 乘 子 4(1) , 则 qi) 改变 , 所 以 演化 曲线 也 要 改变 . 然而 , 从 物理 上 
看 , L=(9 ) 一 和 表明 这 其 实 是 个 1 维 问题 (实质 上 无 非 是 地 球 引力 场 中 自由 下 落 
质点 的 拉 氏 量 ), 把 它 说 成 2 维 问题 只 不 过 是 故弄玄虚 , 所 得 结果 中 的 另 一 维 运动 
有 任意 性 并 不 影响 物理 实质 . 

如 果 式 (15-2-30) 成 立 而 某 些 肥 不 在 石上 点 点 为 零 , 为 满足 自 洽 性 条 件 式 
(15-2-26”) 就 要 把 g 和 疡 的 取 值 范围 限制 在 厂 中 用 为 零 的 子 集 疡 < 万 上 ( 除 某 些 
所 外 荆 通常 可 看 作 工 的 维 数 较 低 的 子 流 形 ), 这 相当 于 给 出 进一步 的 约束 . 这 种 为 
保证 原 有 约束 的 自 洽 性 而 出 现 的 新 约束 称 为 次 级 约束 (secondary constraint), 而 原 
来 的 约束 办 = 0(m =1,…,M) 则 称 为 初级 约束 (primary constrainb. 初级 约束 仅 由 拉 
氏 量 Z9 ,4 ) 的 函数 形式 以 及 动量 定义 p, =3L/99' 所 导致 ,是 对 gq 和 p 的 变动 范 
围 的 限制 , 而 次 级 约束 则 只 在 用 了 演化 方程 后 才 出 现 , 其 存在 表明 初级 约束 面 三 
上 并 非 所 有 点 都 有 演化 曲线 经 过 . 次 级 约束 同样 要 满足 类 似 于 式 (15-2-26) 的 自 洽 
性 条 件 (只 是 “= ”应 理解 为 “在 好 上 等 于 ”), 这 可 能 又 给 出 对 如 的 限制 以 及 导 
致 新 的 约束 ( 仍 称 次 级 约束 ). 对 新 约束 的 自 洽 性 还 应 仿 此 再 作 讨论 . 如 此 追查 下 去 ， 
直至 所 有 约束 的 自治 性 条 件 都 得 到 满足 . 最 终 的 约束 面 由 全 部 初级 约束 ( M 个 ) 和 
全 部 次 级 约束 决定 , 记 作 芽 ( 勿 把 荆 误 作 芽 的 闭 包 ). 应 该 强调 , 无 论 有 无 次 级 约束 ， 
演化 方程 (15-2-19) 都 成 立 , 而 且 其 中 的 加 都 只 代表 初级 约束 . 

根据 Dirac 的 建议 , 厂 上 的 函数 了 称 为 第 一 类 (first class ) 的 , 若 f 与 所 有 约束 
函数 (包括 初 、 次 级 约束 ) 的 泊 松 括号 弱 为 零 (现在 的 “ 弱 ” 是 指 “ 在 五 上 ”); 否则 
称 为 第 二 类 ( second class ) 的 . 约束 函数 为 第 一 (二 ) 类 函数 的 约束 称 为 第 一 (二 ) 类 约 
束 . 把 全 部 约束 按 这 一 标准 分 为 两 大 类 后 , 就 可 证 明 关于 M 个 拉 氏 乘 子 入 (1) 的 自 
由 性 的 一 个 重要 结论 :有 多 少 个 第 一 类 初级 约束 就 有 多 少 个 自由 拉 氏 乘 子 . 详 见 选 
读 15-2-2 . 

为 了 更 好 地 理解 约束 系统 的 理论 , 笔者 曾 编 就 并 仔细 研究 过 一 批 具 体例 子 . 限 
于 篇 幅 , 只 能 挑选 其 中 有 代表 性 的 、 很 有 帮助 的 三 例 作 为 习题 (本 章 习题 1, 2 及 3)， 
[选读 15-2-1] 

式 (15-2-30) 和 (15-2-31) 都 满足 时 A?(1) 的 完全 自由 性 可 用 几何 语言 给 出 解释 . 
利用 厂 上 的 1+ M 个 函数 万 和 (m=1,…,M) 可 在 TT 上 定义 1+ M 个 和 失 量 场 : 
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1 /3Y aa ee 

> 妈 计 j- Bo 关 [ 才 |， (15-2-32) 

大 := Ea 二 将 | 计 | ， m=1,…,M . (15-2-33) 
Op; \ 0g 90g \p, 

因为 V 从 是 第 7 个 约束 办 =0 决 定 的 超 曲 面 的 法 余 失 , 而 
4 办 0 办 
Xp V a A n? 0 ， 过 1 Ad ， 
人 每 (d9 ) ,+ yp 路 惫 ,本 =0， n 


[最 末 一 步 用 到 式 (15-2-31). ] 所 以 了 XYp4 切 于 由 p=0 定 义 的 超 曲面 .上 式 对 所 有 
n (=1,…,M) 成 立 表 明 久 “|7 切 于 五 .利用 式 (15-2-30) 则 可 类 似 地 证 明 M 个 矢量 
场 钱 “也 切 于 厂 . 任意 指定 MM 个 函数 A?(g,p) (1 =1 ,MD) 作为 式 (15-2-19) 的 和 ， 
则 式 (15-2-19) 便 成 为 关于 2NN 个 待 求 函数 gq'(1)，p;(?) 的 2N 个 1 阶 常 微分 方程 ,对 
任意 指定 初 态 (9 (0), pi;(0))e 帮 便 有 唯一 解 (q'(1), Pi(D) ,对 应 于 厂 上 的 一 条 曲线 
XY(?) ,其 在 任 一 时 刻 1 的 切 矢 为 


> Ee 全 | 
Og + 局 Og 


w4 由 于 满足 式 (15-2-19) 而 满足 矢量 场 等 式 
w =Xp 4 +A 4, (15-2-34) 


见 y(1) 是 矢量 场 + 和 四 4 过 点 (qi(0), p,(0)e 帮 的 积分 曲线 . 
0 + 和 ao ) 人 是 石上 切 于 万 的 矢量 场 , 积分 曲线 的 存在 唯一 性 定理 保证 对 
万 的 任 一 点 有 从 它 出 发 并 躺 在 厂 上 的 唯一 积分 曲线 , 所 以 y(t) 自动 满足 约束 方程 
pm(q;P)=0. 可 见 任 意 指 定 的 MM 个 函数 人 8(g,p) 通 过 y(1) 诱 导 的 MM 个 函数 A (1) 
都 可 充当 拉 氏 乘 子 , 这 说 明 在 式 (15-2-30) 和 (15-2-31) 成 立时 拉 氏 乘 子 入 (1) 有 很 大 
程度 的 任意 性 .为 了 证 明 入 (人 有 完全 的 任意 性 ， 即 任意 指定 的 M 个 一 元 函数 
Mr(D [而 不 是 先 指定 入 (g,p)] 及 初 态 点 (9 (0), pi(0))e 万 所 决定 的 方程 组 
(15-2-19) 的 唯一 解 曲 线 y(1)=(q' (1), Pi(D) 也 一 定 躺 在 站 上 , 可 以 借用 “ 增 广 相 空 
间 ” 取 x 六 (以 代替 三 ) 为 背景 流 形 并 仿照 上 面 的 做 法 [把 和 (站 看 作 到 x 大 上 的 函数 ] 
证 明 ( 练 习 ) 以 月 x 刀 的 任 一 点 为 初 态 点 、 满 足 方程 组 


dg (9) OH  ，n 0f, dp(s) __OH jn 0 加 dit(s) 
ND 


i 了 


=] 
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的 演化 曲线 7(s)=(1(s),q9(s), p(s)) 必 躺 在 了 极 x 记 上 . [选读 1S-2-1 完 ] 
[选读 1S-2-2] 

正文 中 对 det(G)s0 的 情况 只 讨论 了 最 简单 的 特例 , 即 DB,, ~ 0 .现在 讨论 
一 般 情形 . 设 矩 阵 (@，) 的 秩 为 z,” 则 det(G，)=0 要 求 z< M, 故 奋 入 = 太 对 
应 的 齐 次 方程 组 DD,NW <0 有 M-z 个 线性 独立 解 , 即 存在 M - z 个 线性 独立 的 行 
向 量 1/" (5 =1,…,M 一 z) 使 


ly D,, ~0, n=1,.…,M, s=1,.…,M -2z. (15-2-35) 


与 式 (15-2-26') 结 合 得 
lh ~0, $=],…,M—2z. (15-2-36) 


的 hn 
为 行文 方便 , 把 1 " 称 为 (Gu) 的 消灭 行 向 量 . 因 石上 每 点 有 一 个 矩阵 (G，) , 故 
每 点 有 M 一 z 个 线性 独立 的 消灭 行 向 量 , 把 它们 任意 地 延 拓 为 厂 上 的 行 向 量 , 则 
1)"h 成 为 q9， 的 函数 ,其 函数 形式 归根 结 底 取决 于 拉 氏 量 L(gi, 儿 ) 的 函数 形式 . 
如 果 M 一 z 个 函数 1 "hh, 中 有 若干 个 在 厂 上 不 点 点 为 零 , 式 (15-2-36) 便 对 gq, p 的 
取 值 范围 提出 了 进一步 的 限制 , 即 出 现 次 级 约束 . 正文 中 由 满足 式 (15-2-30) 而 不 满 
足 式 (15-2-31) 所 导致 的 次 级 约束 可 看 作 z=0 的 特例 . 设 不 弱 为 零 的 1 共有 
U(< M 一 z) 个 ,以 YW,(q,p)(u=1,…,U) 代表 这 些 函 数 1(,"h,,, 便 有 如 下 U 个 次 级 约 
来: 
多 , (9g,P)=0， u=1,…,U. (15-2-37) 

次 级 约束 使 约束 面 从 厂 缩 到 维 数 较 低 的 子 流 形 卫 .现在 的 弱 等 于 号 是 指 “ 在 七 上 
等 于 ”. (一 般 习 惯 是 :讨论 涉及 哪个 约束 面 时 , 就 指 “ 在 该 约束 面 上 等 于 ”. 但 含 
入 的 公式 例外 , 它们 只 在 最 终 约 束 面 厂 上 成 立 . ) 次 级 约束 同 初级 约束 一 样 必 须 
满足 自 洽 性 条 件 凡 ,= 0 (u=1…,U), 因此 应 把 初 、 次 级 约束 的 自 洽 性 条 件 

协 , 厅 二 协 ,办 } ~0, m=1,.…,M, 

{WH}+{y,, bd ~0, u=l,,U 
作为 一 个 整体 仿照 前 面 对 式 (15-2-26) 的 讨论 方式 进行 讨论 , 不 同 之 处 在 于 现在 涉 
及 的 矩阵 不 是 方 阵 而 是 M+D 行 、.M 列 给 阵 . 讨论 中 还 有 可 能 出 现 新 的 次 级 约束 ， 
每 个 新 约束 还 要 满足 自己 的 自 洽 性 条 件 , 从 而 又 可 能 添加 新 的 、 关 于 入 的 线性 方 


(15-2-38) 


QD 我 们 只 关心 z 在 约束 面 上 点 点 相同 的 情况 . 这 其 实 不 失 一 般 性 , 因为 对 不 满足 此 条 件 的 情况 可 以 分 区 处 理 ， 
参见 Gotay, Nester, and Hinds(1978) 及 其 所 引 有 关 文 献 . 


第 15 章 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 “25 ， 


程 或 者 给 出 更 新 的 约束 . 如 此 下 去 , 经 过 有 限 次 类 似 操 作 后 得 到 的 最 终 约束 面 ( 记 
作 厂 ,不 代表 栈 的 闭 包 ) 原 则 上 有 两 种 可 能 :O 厂 = 名 ,表明 系统 的 拉 氏 函数 选择 
不 当 而 导致 不 自 洽 性 , 以 下 不 讨论 这 种 情况 ; @ 厂 由 M 个 初级 约束 条 个 次 级 约 
束 决 定 , 即 


办 (9q,P)=0， Vy,(q,p)~0, m=1,:…,M, u=1,.…,U, (15-2-39) 
而 且 M 个 拉 氏 乘 子 妨 必须 上 且 只 须 满足 如 下 方程 :9 
,五 十 spn 4 ~0, =1,.…,M, 
(hs H}+ (hth) m te 


WW H+ ,pb}N ~0,， u=1,.…,U. 
上 式 可 看 作 关 于 M 个 未 知 量 妇 的 M+U 个 线性 方程 ,其 系数 矩阵 


= 9D 
历 二 mn 
(Si) bn 


是 M+U 行 、MM 列 矩阵 .如 果 (Bis) 在 厂 上 的 秩 为 最 大 值 , 即 等 于 MM , 式 (15-2-40) 
便 含 有 关于 入 的 1 个 线性 独立 方程 , 从 而 可 把 M 个 如 作为 9 PP 的 函数 解 出 .全 
部 待定 乘 子 便 一 一 确定 . 反之 , 设 (Gziz) 的 秩 为 5< M ,这 时 只 有 三 个 由 加 构成 的 
线性 组 合 可 被 作为 gq, p 的 函数 解 出 , 而 其 余 M -z 个 线性 组 合 则 完全 任意 . 这 些 线 
性 组 合 可 用 下 法 构造 . 因为 矩阵 的 行 秩 等 于 列 秩 (并 称 为 矩阵 的 秩 ), 所 以 (B-;) 的 
线性 独立 的 行 数 和 列 数 都 是 z, 于 是 M 个 列 向 量 之 间 存 在 M-z 个 独立 关系 , 即 
存在 Mz 个 独立 的 消灭 列 向 量 &,"(Q =1,…,M -Zz) ,使 下 式 成 立 : 


DE,” S20, m=1,.…,M, 
Qa =1,…,M-z. (15-2-41) 


{Wp}, =0， u =1,.…,U, 

万 是 由 M 个 初级 约束 铭 =0 决 定 的 . 令 网 = Cn" 甸 [其 中 矩阵 (Cw") 有 非 零 行列 
式 ], 则 Gi =0 (mw =1 …，M) 当 且 仅 当 办 =0 (n=1,…, M), 故 p=0 与 p=0 决 
定 同一 约束 面 .现在 先 用 式 (15-2-41) 的 5” 作为 组 合 系 数 生成 前 M -z 个 独立 组 合 
内， 印 

ba = E60 办 ， 0=1,.…,M 一 三， (15-2-42) 
(Gi 不 再 写作 Gi ,其 与 8 的 区 别 体 现在 下 标 a 上 .) 再 用 其 他 适当 系数 从 
{91,…, Gu} 生成 其 他 z 个 独立 组 合 ( 记 作 9), 即 


(DW 原本 是 在 厂 上 定义 的 .为 使 会 W 的 泊 松 括号 有 意义 ,应 将 W, 的 定义 域 延 拓 至 厂 的 一 个 邻 域 . 我 们 关 
心 的 结果 与 延 丘 方式 无 关 . 
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pp =71p 9,, B=M-z+1,.…, M, (15-2-43) 
则 6” 和 pg” 构成 的 Mx M 欠 阵 非 奇 异 , 从 式 (15-2-42) 和 (15-2-43) 可 反 解 出 : 
=n Ga + vs gp, (15-2-44) 
其 中 ”和 《构成 的 矩阵 与 如 ”和 yg" 构成 的 矩阵 互 送 , 初级 约束 面 厂 可 用 
pa =pp =0 作 等 价 描述 . 这 样 构造 的 M-z 个 go。 有 一 大 优点 : 式 (15-2-41) 保 证 每 
个 8 同 所 有 约束 函数 (包括 初 、 次 级 ) 的 泊 松 括号 在 厂 上 为 零 : 
{$a, $a} ~ {po, Gp} ~ {po, ws0. (15-2-45) 
证 明 上 式 时 应 注意 56”( 和 7g") 也 是 q, pp 的 函数 ,但 由 泊 松 括号 的 性 质 可 知 凡 以 它 
为 一 个 因子 的 泊 松 括号 都 与 8, 相 梯 (例如 {Es”, Wi} ), 借助 于 ~0 便 可 使 这 
些 项 全 部 消失 ,从 而 使 6” 和 71g” 在 计算 式 (15-2-45) 的 泊 松 括号 时 可 像 常数 一 样 从 
括号 中 提出 . 
式 (15-2-45) 表 明 上 述 M -z 个 初级 约束 函数 ,都 是 第 一 类 的 . 反之 , py 及 其 


线性 组 合 则 必 为 第 二 类 的 , 因为 如 果 它 们 属于 第 一 类 , 则 除 式 (15-2-41) 外 还 会 存在 
(Bi5) 的 列 之 间 的 其 他 独立 关系 . 如 果 一 开始 就 用 M 个 如 ,9 代替 MM 个 描述 


帮 , 则 自 洽 性 条 件 中 的 拉 氏 乘 子 也 将 不 是 入 而 是 它们 的 菜 种 线性 组 合 . 事实 上 ， 
若 以 式 (15-2-44) 中 的 J“ 和 vA 作为 组 合 系数 按 下 式 构 造 M-z 个 从 和 z 个 6: 

A = , A =v NM", a=l,, M-z, B=(M-z)+1,.…, M, (15-2-46) 
则 利用 p 为 第 一 类 约束 的 性 质 可 把 式 (15-2-40) 的 第 一 式 重新 表 为 

Um’ {bas H}+v, (bp H}+ {pg, Gp}1e )~0. (15-2-47) 

把 {po, 玉 } 和 {py,H}+{8y,Gr}4 合 起 来 看 作 M 个 未 知 量 , 则 上 式 是 关于 它们 的 
MM 个 齐 次 线性 代数 方程 , J,” 和 v6 构 成 的 M x M 矩阵 的 非 奇 异性 导致 这 一 方程 
组 没有 非 零 解 , 所 以 式 (15-2-40) 的 第 一 式 又 可 重新 表 为 


{fH}~0, {fs,H}+{gy,Gy} A ~0. (15-2-48a) 
类 似 地 , 式 (15-2-40) 的 第 二 式 可 重新 表 为 
{ys H} + {ys}As ~0. (15-2-48b) 


式 (15-2-48) 便 是 以 G, Gi 代 蔡 M 个 8 描述 帮 时 的 自 洽 性 条 件 表达 式 , 其 中 本 应 存 
在 的 菜 些 项 , 例如 {8y,p}4” 和 {yw,,p}4” ,由 于 Yi 为 第 一 类 而 自动 消失 . 拉 氏 夹子 
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所 应 受到 的 限制 体现 在 自 洽 性 条 件 之 中 , 而 这 一 条 件 重 新 表述 为 式 (15-2-48) 表 明 
拉 氏 夹子 以 不 受 任何 限制 . 注意 到 和 2 的 个 数 与 内 的 个 数 一 样 , 便 可 得 出 结论 :有 
多 少 个 (独立 的 ) 第 一 类 初级 约束 就 有 多 少 个 自由 的 拉 民 乘 子 . 

此 处 有 必要 说 明 一 点 . 因为 同一 初级 约束 面 厂 既 可 用 这 样 M 个 初级 约束 刻 
画 , 也 可 用 那样 M 个 初级 约束 刻画 , 我 们 说 初级 约束 甩 数 组 的 选择 具有 规范 自由 
性 . 上面 的 1m=1,…,M} 和 全 gp1xc=1M-5 P=(M-z)+1,.…, M} 
就 是 两 种 不 同 的 规范 (描述 同一 约束 面 厂 ). 每 种 规范 中 的 第 一 类 初级 约束 的 个 数 
可 以 不 同 , 就 是 说 , 第 一 类 初级 约束 的 个 数 不 具 有 规范 不 变性 . 不 妨 把 第 一 类 初级 
约束 个 数 最 多 的 规范 称 为 最 大 规范 . 这 样 , 上 段 末 的 结论 准确 地 应 理解 为 : 自由 拉 
{pm} 出 发 用 式 (15-2-42) 和 (15$-2-43) 所 作 变 换 ( 重 组 ) 的 结果 : 

{Gopp lo=1,.…, M-z, B=(M-z)+1,.…, M} 


正 是 一 个 最 大 规范 . 证明 分 作 两 步 . 第 一 步 ,证 明和 矩阵 (B;;) 的 秩 Z 有 规范 不 变性 . 
设 {p|m=1…,M} 和 {J!1i=1,…, M)} 是 任意 两 个 规范 . p!|j. =0 表 明 V4! 是 荆 
的 法 余 拓 , 故 可 用 基 矢 Vi yp, 线性 表 出 : 


x A" Vp. (41” 为 展开 系数 ，“ ”代表 在 “在 矿 上 等 于 ”) 


令 Q4 =(3/840)4(6/8p;)2 -(3/ap;)4(3/8g0)2 ,， 则 不 难 验 证 厂 上 函数 上 和 g 的 泊 
松 括 号 可 表 为 {f,8} = 人 (V4f)Vgpg, 因此 


{G6} = 2 (VG WA" A QI (Vb) Vb = 4" {pb} A, 


其 中 4 是 4 的 转 置 矩阵 ，“s ”号 指 “在 厂 上 等 于 ”. 设 刀 ,|x=1…,D 和 
{WV |v=1…,U} 分 别 是 与 {J,,} 和 {9!'} 相应 的 次 级 约束 函数 组 , 则 类 似 地 有 


iB) TB" (fsb) A + {yd} 全 


{$$}|_ 14" 0 be [加] 
Wp) |B” Cr yb} 


M+0 行 M 列 


所 以 有 短 阵 等 式 : 


上 式 右 方 第 一 、 三 个 方 阵 满 秩 ， 所 以 短 阵 | (97 与 "| 同 多 第 = , 设 
{Wo, 9;} {Ws Bn} 


已 通过 某 种 途径 找到 一 个 最 大 规范 , 记 作 {4,p5|a=1,…, 4; B=A4+1,…,M)}， 
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0 0 


其 中 第 一 类 初级 约束 共 4 个 . 配 以 全 部 次 级 约束 fy' v=1,…,U} , 则 所 关心 的 
{fp, $p'} 
{wv gp } 


M+U 行 、M 列 和 矩阵 为 
” | 
{6} 
4 列 M-4 列 


由 于 有 4 列 为 零 , 其 秩 z<M-4, 或 4<M-z. 另 一 方面 ,用 前 面 式 (15-2-42) 和 
(15-2-43) 的 做 法 求 得 的 约束 通 数 组 中 至 少 有 人 MM-z 个 第 一 类 初级 约束 , 表明 
4>M-Z5. 与 4&<M-Z5 结 合 得 4=M-5. 于 是 可 得 结论 :@ 最 大 规范 中 的 第 一 
类 初级 约束 共有 M -三 个 ; 加 自由 拉 氏 乘 子 的 个 数 等 于 M -三 . [选读 1S-2-2 完 ] 


15.2.4 上 不 含 Y 的 特别 情况 


本 小 节 讨 论 一 种 特殊 情况 , 对 后 面 关 于 电磁 场 和 引力 场 的 讨论 大 有 帮助 . 设 
N 个 位 形变 量 9 中 有 这 人 么 一 个 ( 记 作 9 ), 其 广义 速度 不 出 现 于 拉 氏 量 工 的 表达 
式 中 , 即 


© 


{o 


L=L(q 9 ;9"), k=2,.…,N. (15-2-49) 


则 与 9! 共 思 的 动量 变量 p, =3Z/801 = 0, 所 有 动量 表达 式 p, = 3L/99' 都 不 含 0， 
因此 4q! 不 能 被 反 解 出 , 即 G41 无 法 表 为 q', p，( 及 4“) 的 函数 . 令 G(q, p)= p1, 便 得 初 
级 约束 

$(q, p)= p1 =0. (15-2-50) 
进一步 假定 4(k = 2,…,N) 都 可 从 py =6L/99* 反 解 出 , 即 除 式 (15-2-50) 外 再 无 初 
级 约束 , 因此 只 有 一 个 拉 氏 乘 子 4. 这 时 哈 氏 量 


N 
H=>p9:-L (15-2-51) 


不 是 pi 的 函数 , 即 万 = H(q!,…, g”, ps，,…, py).” 哈 氏 演 化 方程 (15-2-19) 现 在 
取 如 下 形式 : 


让 a (15-2-52) 


Q 小 节 15.3.1 将 证 明 , 六 上 的 两 个 哈 氏 量 石 和 五 ' 只 要 满足 五 |; = HH'|, 就 等 价 ,可见 矿 在 厂 上 有 很 大 程 
度 的 任意 性 , 式 (15-2-51) 的 五 只 是 最 简单 的 选择 . 
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二 
Oop. Op: Op: 09 0g 0g 


式 (15-2-53) 表 明 共 斩 变 量 (%,P,)(E = 2…,N) 的 演化 方程 在 外 形 上 与 N -1 维 无 约 
束 系 统一 样 . [但 其 矿 除 依赖 于 动力 学 变量 (gq*, pi)(k = 2…,N) 外 还 可 能 依赖 于 变 
量 g ,这 是 与 N -1 维 无 约束 系统 的 不 同 之 处 . ] 式 (15-2-52) 第 一 式 给 出 拉 氏 乘 子 
4 的 物理 意义 :原来 它 就 是 4: 的 广义 速度 gi. 式 (15-2-52) 第 二 式 左边 是 初级 约束 
函数 ga, p)= pi 在 演化 过 程 中 的 时 间 导 数 , 该 式 与 自治 性 条 件 G~0 相 结合 给 出 如 
下 条 件 : 

oH 

es 
上 式 左 边 是 q', ps 和 gq 的 函数 .只 要 拉 氏 函数 选择 得 当 , 则 要 么 95/8g! 在 万 上 点 
点 为 零 ， 要 么 式 (15-2-54) 成 为 次 级 约束 , 它 把 演化 限制 在 比 石 低 一 维 的 刀 < 万 内 . 
电磁 场 和 引力 场 都 可 看 作 后 一 种 情况 向 无 限 自由 度 的 推广 ( 详 见 $815.4 和 8$15.5 ). 
然而 , 如 果 拉 氏 函数 工 从 一 开始 就 选择 不 当 , 那么 式 (15-2-54) 将 根本 无 法 满足 , 即 
系统 无 自 洽 解 . 式 (15-2-26) 后 面 所 举 的 不 自 洽 拉 氏 函数 工 =gL +(9*)* 便 是 一 例 . 从 
哈 氏 观点 看 来 , 对 这 样 的 艺 有 


中 =0， 恋 = 2 人， (因而 7 可 反 解 出 : 六 = 也 Pps) 


(15-2-54) 


。 1 
H=p,9’ -= -gq ， 


从 而 8/9q! = -1, 代入 式 (15-2-54) 便 得 出 1x0 的 不 自治 结果 . 
我 们 只 关心 工 选择 得 当 且 3E/39:! 在 万 上 不 全 为 零 的 情况 . 令 

w(9 ,pig )=0H/0g", 
则 yy x0 就 是 次 级 约束 , 还 应 关心 其 自 洽 性 条 件 

Oy ={y,H}+y,D1 (15-2-55) 
是 否 得 到 满足 .上 式 中 的 fy, 办 满足 

Wp) = 

一 种 重要 的 简单 特例 是 玉 对 gi 的 依赖 关 系 为 线性 (电磁 场 和 引力 场 都 如 此 ), 这 时 
有 人 fy, 入 0. 如果 还 有 fy, 且 }~0( 电 磁场 和 引力 场 恰 恰 也 如 此 ), 则 Wx0, 于 是 约 
束 已 经 穷尽 . fy, 和 ~0 表 明 全 部 约束 (和 ww ) 为 第 一 类 ,因此 4[ 即 引 , 见 式 


(15-2-56) 
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(15-2-52)] 是 自由 乘 子 . 这 时 g1(1) 由 于 完全 任意 而 没有 什么 物理 意义 , 其 地 位 类 似 
于 自由 拉 氏 腾 子 , 不 如 索性 把 q', Pi 从 正则 变量 的 行列 中 开除 , 于 是 系统 的 相 空 间 
降 为 2(N -1) 维 , 而 且 没 有 初级 约束 . 然而 , 如 果 玉 对 gl! 的 依赖 关系 为 线性 而 
入 ,五 } 不 弱 为 零 , 则 0wy = {yy,H} 就 会 给 出 进一步 的 次 级 约束 , 对 其 自 洽 性 就 还 
应 追究 , 直至 穷尽 . 这 时 不 能 根据 fy,9} =0 就 说 G, YW 是 第 一 类 的 .反之 , 当 太 对 gq! 
的 依赖 为 非 线性 时 , 9w/6q' 非 零 导 致 fy, 非 零 , 故 G 和 w 一 定 不 是 第 一 类 的 , 这 
时 A(1) [因而 4 (1) ] 并 不 自由 ! 


$15.3 有 限 自由 度 拉 、 哈 氏 理 论 的 几何 表述 [选读 ] 


15.3.1 Legendre 变换 
拉 氏 和 哈 氏 理论 (尤其 是 约束 系统 的 哈 氏 理论 ) 存 在 若干 微妙 问题 , 例如 , 人 四 
TM L(q',9) 中 的 gq'(1) 与 49'(1) 应 被 看 作 2N 个 独立 宗 量 , 但 
pb 9 (1) 无 非 是 qi(1) 的 导数 , 何 言 独立 ?GD) 险 氏 量 末 到 底 是 相 
空间 厂 上 的 函数 (因而 是 2N 元 函 数 ) 还 是 约束 面 门 上 的 函 
数 ( 因 而 只 是 2N -MM 元 函数 )?@@ 哈 氏 量 玉 是 唯一 的 还 是 
很 多 ?如 何 从 拉 氏 角度 看 约束 系统 ?用 几何 语言 有 助 于 洪 
7 清 这 些 问题 . 先 简略 介绍 切 丛 的 概念 . 设 M 是 灵 维 流 
形 , 户 是 点 下 EM 的 切 空间 . 以 水 平 直线 代表 M ,以 斑点 
上 方 的 一 段 紧 直 线 ( 见 图 15-3) 代 表 集 合 
FF,={(m,v )|v er}, 


则 M 中 每 点 的 上 方 都 有 一 段 竖 直 线 , 所 有 竖 直 线 的 并 记 作 TM . 设 {x“} 是 MM 的 一 
个 坐标 系 (坐标 域 合 加 ), 则 m 点 对 应 于 nn 个 坐标 x!,…,x”, 且 v* 也 对 应 于 nn 个 实 
数 v* =v? (dx*), .以 (x*,v*) 作 为 点 (m,v”) 的 2n 个 坐标 便 得 TM 的 一 个 坐标 系 ， 
从 而 把 TM 定义 成 一 个 2n 维 流 形 , 称 为 流 形 M 的 切 从 (tangent bundle ), 每 一 竖 直 
线 已 , 称 为 一 条 纤维 (fiber ). 以 上 构造 表明 存在 自然 的 投影 映射 + : TM -> M , 满 
足 X((m,v"))=m .类似 地 不 难 理解 M 的 余 切 从 (cotangent bundle)T*M , 它 在 m 点 
上 方 的 纤维 可 表 为 


(m,w7) 


图 15-3 切 从 示意 


F ={(m,0%,)| weV.}. 


切 从 和 余 切 从 都 是 纤维 从 ( fiber bundle ) 的 特例 (附录 I 对 纤维 从 理论 有 详细 的 讲 
述 ). 
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现在 用 几何 语言 表述 拉 氏 和 哈 氏 理论 . 设 多 是 位 形 空间 ,T 多 是 其 切 丛 ， 
和 :TIT 多 一 多 是 投影 映射 , 则 任 一 CeTB 可 表 为 go=(O,v"), 其 中 Qe 多 ,ve8. 


拉 氏 量 卫 从 一 开始 就 被 定义 为 TB 上 的 实 函 数 ( 实 标量 场 ) 即 了 : T 多 一 到 . 设 {9 
是 多 的 一 个 坐标 系 , 坐标 域 合 O, 则 OO 有 NN 个 坐标 gq',…,g” 和 NN 个 坐标 基 舌 
(8/8g )”,…, (60/09”)”, v 有 NN 个 坐标 分 量 ,…,U” ,于 是 go=(O,v") 就 可 表 为 
0=(q',V), 拉 氏 量 LL 就 可 局 域 地 表 为 2N 元 函数 L(g',v'). 选 定 q' 后 仍 可 任意 指 
定 两 者 显然 独立 [此 时 尚 无 函数 g'(1) 可 言 ,更 谈 不 上 vi 是 gq'(1) 的 导数 gi.] 以 
OcT 多 代表 坐标 系 {qi,vi)} 的 坐标 域 , Vo eO 〇 定义 
Pi := L(g,v)/Ov', 
则 不 难 证 明 ( 习 题 ) 当 多 上 有 坐标 变换 {o hy {gq”} 时 P 按 下 式 变换 : 
p’; = (0q'/0qg"’)pi, 
故 o 点 的 入 个 实数 (pi,…, pw) 构成 点 OQ=XA(o) 的 一 个 余 和 拓 量 p= p;(dgq'), e Vo 
称 为 o 点 的 动量 , 它 与 o=(QO,v") 中 的 wv 的 缩 并 是 实数 ,所 以 T 上 有 实 标量 场 
Pav”, 它 与 实 标量 场 L 之 差 
H=p,v"-L (15-3-1) 
也 是 T 多 上 的 实 标 量 场 , 其 重要 意义 将 在 稍 后 揭示 . 
另 一 方面 , 位 形 空间 多 的 余 切 从 T* 多 构成 系统 的 相 空间 , 记 作 古 . 任 一 
Pe 栈 可 表 为 P=(O,0,), 其 中 QeB, weV' ,在 多 选 定 坐 标 系 {g'} 后 又 可 记 作 
P=(g',w%,)eT. 
在 拉 氏 量 工 选 定 后 ,可 以 自然 地 定义 映射 f : TB 一 厂 如 下 : Vo =(QO,v")eTg， 
定义 f(ao) 为 
Ja) := (QO,p,)， 其 中 ps 是 0 点 的 动量 . 
这 一 定义 也 可 用 坐标 语言 表述 : Vo = (go ,定义 f(o) 为 厂 中 满足 以 下 条 件 的 
点 (gq ,0@,): 
q ro=d le， ily)= Pilo, EN (15-3-2) 
这 样 定义 的 映射 f : T 多 一 古称 为 Legendre 变换 , 是 从 拉 氏 形式 过 渡 到 哈 氏 形式 
的 关键 , 其 表现 及 后 果 密 切 依赖 于 其 雅 可 比 答 阵 (Bo /9v’)=(02L/9viv')=(J;) 
的 秩 Z. 不 难 证 明 ( 习 题 ) J 在 坐标 变换 { }Fy {g"} 时 按 下 式 变换 : 
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9” Ogq’ 


J —— J,,， 
Ld 0g"* Og" y 


因此 构成 点 OQ=A(o) 的 一 个 (0,2) 型 张 量 , 即 J =Jj(dq')s (dq 人 ),, 由 此 可 知 Z 与 
坐标 系 无 关 . 令 J=det(J;), 若 TB 的 任 一 点 都 有 JJ 尖 0, 则 由 反 函 数 定理 [ 见 陈 省 
身 , 陈 维 桓 (1983 ) 第 一 章 定理 3.1] 可 知 f 至 少 为 局 部 一 一 映射 , 因而 有 局 部 逆 广 -1， 
所 以 有 六 上 的 函数 广 " 谨 : 太一 了 ,这 就 是 无 约束 的 情况 ( 即 卫 为 正规 的 情况 ?)， 
f 且 就 是 前 面 定义 的 哈 民 量 万 .然而 , 如 果 TEB 上 任 一 点 都 有 .JJ=0, 则 映射 
:TE 下 厂 不 是 一 一 的 , 因而 也 不 到 上 . 这 就 是 有 约束 ( 工 为 非 正规 ) 的 情 
况 . J =0 意味 着 Z<N (只 讨论 Z 在 TB 上 为 常数 的 情形 ), 由 式 (15-2-11) 前 一 段 可 
知 T 多 的 任 一 点 o 的 g' 和 万 要 满足 M(=N-Z) 个 独立 方程 : 


f(g',P;)=0, m=1,…,M ， (15-3-3) 
于 是 式 (15-3-2) 要 求 o 的 像 点 f(o) 的 2N 个 坐标 g', w, 必须 满足 
办 (9 ,0;)=0, m=1,.…,M ， (15-3-4) 


可 见 了 把 整个 2N 维 流 形 TB 映 为 厂 中 由 式 (15-3-4) 定 义 的 2N - M 维 子 流 形 万 ， 
这 正 是 初级 约束 面 . f 无 逆 使 厂 ee 厂 的 定义 变 得 微妙 , 这 时 可 以 先 借 
五: TZ 下 民 和 f : TG 一 六 给 万 定义 一 个 “ 输 氏 量 ”, 再 把 定义 域 延 拓 至 厂 . 
VPe 刀 =JIIY]，F[P]<TG 于 yz 上 0 时 了 可 
能 非 整 体 一 一 的 情形 ), 我 们 把 讨论 限制 于 /71[P] 只 含 一 个 约 连 通 分 支 的 情况 . 设 
(q',v), 9)e 广 [P]， 

则 广 [P] 的 弧 连 通 性 保证 存在 曲线 B : [0,1] -> /7[P] 使 

PB(O0)=(qg ww) ，p0D=(G ww )，6G)=(q5 (GD))，vse[0.1]. 
作为 /7 [P] 的 子 集 ,曲线 PB(s) 上 任 一 点 (qv) 的 pi 满足 pi|p(s)=0i1p, 故 

H(g,v,) -H(gq,v,) =0, |p (2 -vi ) -L(g,v,)+L(gq,v0). (15-3-5) 
另 一 方面 ， 
d 0 dr 
raw) -Lg0) = [Fra = [rT ) as 


二 人 p(B(s) dv = 中 | (> -vi) ， 


QD 工 称 为 超 正 规 的 (hyperregular), 若 f : TB 一 下 多 是 微分 同 胚 . [ 见 , 例如 , Marsden and Ratiu(1994), ] 
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代入 式 (15-3-5) 得 应 (qz )- 瑟 (gw)=0, 可 见 万 | 
然 诱 导出 万 上 的 函数 媚 : 厂 忆 民 ,其 定义 为 

H(P) := 玉 |,，vYPe 厂 ， 其 中 oeT 儿 满足 f(o)=P. (15-3-6) 
稍 后 再 介绍 如 何 把 上 H 的 定义 域 从 帮 拓 展 为 本 . 

以 上 是 数学 框架 , 现在 注入 物理 内 容 , 即 说 明 如 何 用 于 描述 物理 系统 的 动力 学 
演化 . 

先 讨论 拉 氏 形式 . 设 O 是 多 中 曲线 (1) 的 一 点 , V" 是 曲线 在 QO 点 的 切 矢 , 则 
(QO,v")eT 多 ,而 且 A(O,v")=Qe 多 .假定 1(1) 身 在 某 坐 标 系 {9'} 的 坐标 域内 , 则 
(1) 可 用 参数 式 gq'(1) 表 出 ,而 线 上 任 一 点 gi(1) 的 切 矢 的 分 量 便 是 (1), 所 以 曲线 
(1) 自然 给 出 T 多 中 的 一 条 曲线 (gq'(1),q9 (1), 不 妨 称 之 为 p(t) 的 提升 曲线 , 并 记 作 
(1) .如果 n(1) 是 多 中 描述 系统 演化 的 曲线 (简称 为 多 中 的 演化 线 , 即 正 路 ), 则 
(四 也 可 称 为 TE 中 的 演化 线 . 于 是 拉 氏 理论 的 基本 命题 可 以 表 为 : T 多 中 的 曲线 
(gq (1), v(t)) 是 演化 线 当 且 仅 当中 对 每 一 1 值 有 v'(1)=9'(1) ; @ 满 足 拉 氏 方程 : 


站 = 常数 ， 因此 万: T 多 二 民 自 


0 d 6 ed a 
Bo OD OED 1 Ns (15-3-7) 


条 件 @ 保 证 (gi(1),vi(1)) 是 多 中 某 线 71(CD 的 提升 曲线 ; 条 件 @ 保 证 11( 人 是 多 中 的 演 
化 线 ( 正 路 ) 上 述 讨论 清楚 地 表明 : 拉 氏 量 工 (g ,DZ) 的 两 组 宗 量 9 和 vw 本 来 就 是 独 
立 的 , 只 当 涉及 多 中 曲线 的 提升 曲线 时 才 有 vw'(1)=9 (1) ,而 此 时 的 vi(1) [作为 
gq (1) 的 导 通 数 ] 当 然 不 再 独立 于 qi(1). 

再 讨论 哈 氏 形式 . 设 F(1)cT 多 是 演化 线 , 则 无 论 有 无 约束 , y(1)= f(5(1)) 都 是 
站 上 的 曲线 (无 约束 时 门 = 三 ), 而 且 重 复 小 节 15.2.2 的 推导 过 程 便 可 证 明 它 服从 
哈 氏 方程 (15-2-19). 但 存在 一 个 问题 :方程 涉及 万 对 所 有 pp, 的 偏 导数 OH/Op,;, 而 
只 是 厂 上 的 函数 ,有 些 0H/9p, 并 无 意义 .解决 的 办 法 是 把 及 : 厂 一 民 任意 延 
拓 为 厂 上 的 哈 氏 量 甩 : 厂 下 民 . 然而 , 设 且 和 HH' 是 两 个 不 同 延 拓 , 则 OH /Op; | 
未 必 等 于 OH'/6pi | ， 由 哈 氏 方程 岂非 得 出 不 同 的 9'? 答案 是 否定 的 ,理由 是 : 设 
有 HH"=H'- 甩 , 则 VWH"|L 是 帮 的 法 余 矢 ,于 是 夏 上 存在 函数 4" (m=1,…,M) 使 


V.H" = Vb, 


用 对 偶 坐 标 基底 展开 并 比较 系数 便 得 
oN”_ nf ai vB 由 


9g’ ad ” op 2p， 
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所 以 
OH'_08 ,nob OH' OH ,0g 


dg 9g “9g” op Pp op 
由 此 可 知 (g'(1),p,(1),4”()) 是 方程 


1:08 1n0p > _ 67 _ m 0 人 办 
op, 0p 0g 39: 
的 解 当 且 仅 当 (9 (0D, p;(1),4'”(1)) [其 中 "(4)= 7(1)+ "(1)] 是 方程 
A pe 
Op, Op, 09 Og 


的 解 . 注意 到 一 组 (g'(1),p,(1)) 对 应 于 一 条 演化 线 , 可 知 :无 论 以 万 还 是 昌 ' 为 哈 氏 
量 , 各 种 可 能 的 演化 线 构成 的 集合 {gi(1), p,(?)} 一 样 , 唯一 区 别 只 在 于 线 上 的 函数 
各 (从 可 不 同 于 和.m(1) 
以 上 讨论 表明 哈 氏 量 甩 (作为 厂 上 的 阴 数 ) 的 定义 有 很 大 的 规范 自由 性 . 本 书 
的 做 法 是 允许 万 : 厂 收 民 为 及 : 厂 -> 民 的 任意 延 拓 [与 Dirac(1964) 实质 一 致 ] 
而 Sudarshan and Mukunda(1974) 则 对 延 拓 方 式 有 所 限制 . 该 书 的 实质 是 :首先 论述 
=pi9' -L(g,9) 仅 是 NN 个 g' 和 Z(<NN) 个 pi 的 函数 , 即 
H=H(q',…, q", 2 Dz),， (15-3-8) 
再 用 下 式 定义 一 个 2N 元 函数 万 (dp ) : 
H'(q',…, gq", pi,**, pz, pz, Dw) :二 H(q',…, g", pi,…, py), (15-3-9) 
| 无 论 取 何 值 
最 后 定义 哈 氏 量 媚 为 厂 上 满足 如 下 条 件 的 函数 : 
Hl.=H'|, BVAHI= VAH'. (15-3-10) 
可 见 它 的 哈 民 量 的 自由 范围 比 本 书 的 要 窄 . 此 外 , 该 书 对 初级 约束 函数 所 ,的 选择 
也 做 了 规范 固定 , 基本 思路 是 :由 矩阵 0?L/09'091 的 秩 为 Z<N 出 发 说 明 2N 个 
g', Pi 之 间 存 在 M (=N 一 2) 个 关系 式 : 
Qn(q 9 ,pis PN)=0, m=1,…,M, (15-3-11) 
由 此 可 把 与 “不 可 反 解 ”的 M 个 g" 对 应 的 M 个 p,, 表 为 N 个 g 和 Z 个 pp 的 函数 : 
pn =Wn(q pg， Pi, pz), (15-3-12) 
再 定义 初级 约束 函数 ,为 
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Gm := Pm— Ym(q 9 ,Pi pz), m=1,%,M. (15-3-13) 
这 种 对 初级 约束 还 数 的 特定 选 法 配 以 态 的 特定 定义 [ 式 (15-3-10)] 叶 致 一 个 后 
果 : M 个 拉 氏 乘 子 47Y(1) 恰 等 于 系统 的 M 个 不 能 被 “ 反 解 ”的 广义 速度 4g"”(1). 
借助 几何 语言 的 上 述 讨论 使 我 们 对 位 形 空 间 多 的 切 丛 T 多 和 余 切 丛 T 多 ( 即 
相 空 间 厂 ) 的 区 别 和 联系 有 了 更 为 清晰 的 了 解 .反观 式 (15-2-19) 的 推导 , 发 现存 在 
某 些 含糊 之 处 有 待 澄清 . 该 段 先 从 式 (15-2-2) 与 (15-2-7) 的 比较 出 发 得 出 下 式 [ 原 编 
号 为 (15-2-12)]: 


CA a =0. (15-3-14) 
q 


现在 要 提出 两 点 质疑 . 首先 , 式 (15-2-2) 来 自 式 (15-2-2), 后 者 中 的 有 H( 即 p,q -上 L) 
其 实 是 态 ,， 所 以 式 (15-2-2') 是 TB 上 的 (对 偶 失 量 场 ) 等 式 ; 然而 式 (15-2-7) 却 是 
矿 =T* 多 上 的 等 式 ( 式 中 的 pj; 按 本 节 的 符号 应 改 为 w;). 从 这 两 个 在 不 同 流 形 上 成 
立 的 等 式 如 何 得 出 厂 上 的 等 式 (15-2-12)( 式 中 的 Pi; 也 应 改 为 wj)? 其 次 , 式 (15-2-12) 
中 的 9g' 应 如 何 理解 (须知 9' 并 非 厂 或 厂 上 的 肖 数 ?回答 这 些 质 疑 的 关键 是 
Legendre 变换 式 (15-3-2). 注意 到 p, := 0L(g,v)/9v', 由 太 := pv' -L(g,v) 得 

dF =vi'dp, ea , (15-3-15) 

Og 

另 一 方面 , 由 万 与 本 的 关系 式 万 = f*H 又 得 dE = "(dH). 而 及 是 厂 上 的 标量 场 ， 
可 表 为 gq'，…,g”; 01,…, QON 的 2N 元 浮 数 HH(q,@m) ,于 是 


df 名 jw + 团 加 = 图 df'g)+f 国 dam) 
q O00%, 0g 0w, 


= 三 各 jw eels Ea , (15-3-16) 
0g O00, 
其 中 最 末 一 步 是 因为 式 (15-3-2) 导 至 
f'q=g 和 f*@w,=p,. (15-3-17) 
对 比 式 (15-3-15) 和 (15-3-16) 得 
C -时 | -名 + 名 jar = (15-3-18) 
O06, 0g 89 


把 讨论 限制 在 演化 线 (1) C 多 ,FnDcTB 和 7y0= f[5(1)]c 帮 上 , 则 9 (1) 有 意义 ， 
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而 且 由 式 (15-3-6) 后 面 “ 注 入 物理 内 容 ” 一 段 可知 Vo ejj(1) 有 vi(1)=9'(1) 以 及 


2 - 电 - 户 ， [来 自 拉 氏 方程 (15-3.7] 
0g df 


故 由 式 (15-3-18) 得 
(ra | =0, voen(t). (15-3-19) 
00， 0g 


由 式 (15-3-17) 又 可 求 得 dg’'=d(f*q')=f"dg' 及 dp;=d(f*@,)=f*dw,. 因为 
(f*dq')|, 和 (f*dw;)|, 都 是 o 点 的 对 偶 矢量 ,所 以 式 (15-3-19) 在 补 上 抽象 指标 4 
后 可 表 为 


of 中 oH 下 . 让 H 不 i 
[5 拓 ]v ao) [+f (da ,| =0. (15-3-20) 
0, 0g 
上 式 左边 是 0 点 的 零 对 偶 矢 量 , 它 作用 于 任 一 u4 < 得 零 : 
of 米 HH 让 。 水 * i 
此 = 浊 jw dw)， -2 十 上 电 jw dg ;| 00 =0. (15-3-21) 
0, 09 


由 式 (15-3-2) 及 7Y(D= iD 可 知 信 je= 全 ro 应 |e=oilro， 再 由 函数 的 拉 回 
映射 f°" 的 定义 得 (f*9H/6q')|,= (58/89g01ro 和 (f°0H /06)|,=(0H/90%,) jo» 
于 是 式 (15-3-21) 又 可 改写 为 (从 而 把 TG 上 的 等 式 变 成 九 上 的 等 式 ) 
[@ -总 Jao -a :Ja (fu)’ =0. (15-3-22) 
2 09 f(0) 
以 到 jo) 代表 ro 中 切 于 万 的 元 素 构成 的 子 空间 , 则 zx4 跑 遍 卫 导致 (/z)4 跑 遍 
于 rm， 故 上 式 表明 方 括号 内 的 对 偶 失 量 是 刀 在 点 f(a) 的 法 余 失 , 因而 习 .4"(D) 合 


这 其 实 就 是 式 (15-2-18) 中 & = 4”V 4 的 准确 化 ,于 是 就 有 式 (15-2-19). 
15.3.2 ”从 拉 氏 角度 看 约束 


本 小 节 简要 介绍 笔者 用 几何 语言 从 拉 氏 角度 研究 约束 的 某 些 结果 . 
无 论 从 哈 民 角度 看 来 是 否 存 在 约束 ,只 要 NN 个 位 形变 量 g!,…,g* 完全 独立 
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(就 是 说 没有 完整 约束 ), 由 小 节 15.1.1 便 知 系统 的 演化 必定 服从 拉 氏 方程 (15-1-5). 
或 者 说 , 演化 可 由 T 多 中 的 演化 曲线 分 (1)=(g'(1),vi(1)) 描述 , 它 满足 拉 氏 方程 
(15-3-7), 其 中 vv (1)=G'(1) .再 令 Ai(1)=V'(1)( 加 速度 ), 则 拉 氏 方程 可 重新 表述 为 
2 2 
i i 
Ov'OvU! Ov'0g’ 069- 


i=l,.,N. (15-3-23) 


注意 到 J; =0L/0v'9v/, 令 C=0L/0q' -vi90?L/0vi9g’i, 则 拉 氏 方程 又 可 表 为 
JyA’=C, i=1,.…,N. (15-3-24) 
如 前 所 述 , 系统 存在 哈 氏 初级 约束 当 且 仅 当 J=det(J;)=0. 虽然 初 级 约束 在 
矿 =T" 多 中 划 出 了 维 数 较 低 的 子 流 形 帮 ,在 TB 中 却 并 不 划 出 与 万 对 应 的 “初级 
约束 面 ”. 事实 上 , Legendre 变换 把 整个 TE 变 为 厂 . 约束 的 存在 当然 也 会 使 系统 
在 IT 多 中 的 表现 与 正规 系统 不 同 , 现在 探讨 这 些 表 现 . 设 jj(1) 是 起 自 oeT 多 的 一 
条 演化 线 [“ 起 自 o ”是 指 六 0) = a], 把 方程 (15-3-24) 用 于 1=0 得 


J lo Ai [= li (15-3-25) 
车。z#0, 则 借用 (Jy)]s 的 这 矩阵 (J-1)? |, 可 求 得 4 | 的 唯一 角 
AL= Bl Cl i=b,N. (15-3-26) 


如 果 TB 上 处 处 J 关 0( 无 约 东 情况 ), 则 坐标 域 O CT 多 内 的 每 点 o 有 确定 的 4i, 故 
TS 上 局 域 存在 N 个 函数 在 (=1…,N), 借 此 可 在 T 多 上 定义 一 个 演化 矢量 场 


4 4 
a +4( 放 | (15-3-27) 
Og Ov 


其 积分 曲线 族 就 是 演化 曲线 族 . 然而 , 如 果 T 上 处 处 了 =0( 有 约束 情况 ), 则 
Z<N (只 讨论 Z 在 TE 上 为 常数 的 情形 ), 故 与 式 (15-3-25) 相 应 的 齐 次 方程 组 
Jyls 4'|;=0 有 S=N -2Z 个 线性 独立 解 , 即 存在 N 一 Z 个 非 零 的 B(,) le 使 
(BJ,) ,=0, $=1,.…,N-—2, 
与 式 (15-3-25) 结 合 给 出 B,C, =0, s=1,…,N-Z. 此 式 左边 是 OCCT 上 的 浮 数 ， 
令 jL(q,0)= B,C,, 则 
Hs(g0)=0, s=L,…,N-2. (15-3-28) 


T 多 中 不 满足 上 式 的 点 不 会 有 演化 曲线 经 过 (因为 演化 曲线 经 过 的 点 都 满足 
上 式 ), 可 见 T 多 中 存在 约束 [除非 上 (g,z) 处 处 自动 为 震 ( 对 所 有 8)]. 从 输 氏 角度 看 ， 
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这 有 既 可 能 对 应 于 哈 氏 次 级 约束 (如 习题 1 和 2), 也 可 能 对 应 于 其 他 情况 (例如 习题 
3). 事实 上 , 哈 氏 次 级 约束 一 定 表现 为 T 多 中 的 约束 . 然而 , 即使 系统 从 哈 氏 角度 看 
来 只 有 初级 约束 而 无 次 级 约束 ( 即 厂 = 站 ), 从 拉 氏 角度 看 来 在 TB 中 也 一 定 存在 
约束 (例如 习题 3), 可 见 TG 中 的 约束 未 必 与 哈 氏 次 级 约束 对 应 .与 厂 中 的 约束 类 
似 , T 多 中 的 约束 也 应 满足 自 洽 性 条 件 , 即 放 (q(1),v(1)) 必须 为 零 [ju(q(1),v(1)) 是 
函数 J.(q,0) 与 演化 线 有 (1)=(g (1),vi(1)) 结合 而 得 的 一 元 函数 ]. 1,( 以 下 简 记 作 ]4) 
不 伟 v' 的 约束 1(q)=0 称 为 A 型 约束 , 否则 称 为 B 型 . 线性 独立 解 B,) 的 选择 有 
相当 的 自由 性 ,不同 选 法 可 以 导致 A 型 约束 的 数目 不 同 , 我 们 约定 取 这 样 的 选择 ， 
使 A 型 约束 的 数目 最 大 . A 型 约束 函数 1(q) 的 时 间 导 数 ji(q,v) 仍 是 T 多 上 的 通 
数 ,因而 由 (qv)=0 给 出 进一步 的 约束 . 了 型 约束 函数 (gq,v) 的 时 间 导 数 
庆 (g4) 爹 有 和, 故 g, 思 和 =0 不 是 约束 而 是 关于 在 的 方程 , 应 该 与 拉 氏 方程 
(15-3-24) 联 立 求解 . 新 约束 也 应 满足 自 洽 性 条 件 , 因而 还 可 能 导致 进一步 的 约束 . 
以 SCTGB 代 表 最 终 约束 面 , 则 人 8 是 TB 的 某 个 子 集 ;加 oeT 多 有 演化 线 经 过 当 
且 仅 当 o es; @f[IS]=T. 

前 已 述 及 , 无 约束 时 过 任 一 g eT 的 演化 线 不 但 存在 而 且 唯 一 , 它 无 非 是 演 
化 矢量 场 Y 过 Go 的 积分 曲线 . 然而 , 约束 的 存在 不 仅 使 T 多 的 某 些 点 没有 演化 线 
经 过 ,而且 导致 过 oe5 的 演化 线 可 能 不 止 一 条 . 设 F(1) 和 W(t) 都 是 起 自 ge5 的 
演化 线 , 它们 在 oa 点 的 加 速度 分 别 是 4 |; 和 4” |,;, 则 由 式 (15-3-25) 得 


[Jy(A" -A)] [=0, 7=1,.…,N. (15-3-29) 


当 J|,=0 时 (4 A 人 )|;=0 可 以 有 非 零 解 ,于 是 S 上 可 能 存在 无 数 个 演化 矢量 场 . 

约束 系统 哈 氏 理论 的 一 个 重要 概念 是 拉 氏 夹子 AY(1). 它 一 开始 就 是 作为 1 的 
函数 引入 的 , 一 般 不 是 门 上 的 函数 . 如 果 指 定 Pe 厂 , 则 在 菜 些 情况 下 忆 点 的 和 
被 完全 确定 , 在 某 些 情况 下 它 ( 们 ) 又 完全 自由 , 此 外 还 有 更 多 更 复杂 的 居中 情况 . 
这 些 提 朔 迷离 的 表现 使 入 不 容易 被 把 握 . 然而 , 如 果 从 T 多 与 厂 的 关系 的 角度 考 
察 , 这 些 表现 就 较为 容易 理解 . 这 里 的 一 个 关键 结论 是 : 各 可 被 视 为 SCTG 上 的 
函数 . 讨论 如 下 . 

由 f[S]= 栈 可 知 VPe 卫 ,JoeS 使 f(o)=P. 设 YA4 是 TE 上 的 一 个 演化 舌 
量 场 , 则 .把 74|, 交 为 f(o) 点 的 矢量 Z4=f.(74|,), 而 且 


A 2 4A 
Z =v | 2 二 | AIJ ,+v’ Se es 
dg / 【aa 


0970r 
为 证 明 上 式 ,只 须 验 证 两 边 作 用 于 (dq )4 rm 及 (dowi)4 ro 分别 给 出 相同 结果 . 


(15-3-30) 


Jo) Jo) 
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以 了 Y' 《代表 Tg 上 的 另 一 演化 失 量 场 ，Z'4= 太 (7'4| ) ， 则 由 式 (15-3-30) 及 
(15-3-29) 得 


2 -2Z4=[C47-407 加 


i 


f(0) 

可 见 过 Gg 的 所 有 演化 线 的 切 矢 Y“ 在 f, 下 有 相同 的 像 Z4. 注意 到 y(t)= f[P(1)] 是 
厂 上 与 y(t) = f[5(1)] 相应 的 、 过 f(a) 的 演化 线 , 便 知 Z4 是 y(1) 在 f(o) 点 的 切 
矢 . C 点 的 所 有 了 4 的 像 Z4 相 同 并 不 意味 着 厂 上 过 f(o) 的 演化 线 只 有 一 条 , 因为 
有 约束 时 起 自己 的 、 以 Z4 为 切 拓 的 演化 线 未 必 唯 一 , 而且 Fa) (作为 大 的 独 点 子 
集 ) 的 逆 像 [1[f(o)] 未 必 是 5 的 独 点 子 集 . 设 3GeS 使 f(56)= f(ao), 则 过 5 点 的 
所 有 演化 线 在 GG 的 切 矢 Y4|; 的 像 为 

| 
a \0% 


3 


2 
2 =v | Ed + J | 
q 


j i 

ee 0q’OU 
只 要 zo ,就 不 会 有 v'|;=v'|, (i=1,…,NN), 故 2Z4 产 Z4. 为 了 弄 清 有 关 问 题 ， 
应 当 弄 清 Pe 栈 (作为 独 点 子 集 ) 的 逆 像 [71[P] 是 个 怎样 的 子 集 . 设 oef-![P], 6 
是 与 og“ 无 限 令 近 ” 的 点 , 则 

Gef [IP] SO 9 1s=9 1s 和 p,l|s= pil,. 

如 果 DD《 是 从 go“ 指向 ”6 的 矢量 , 则 上 式 右边 两 条 件 可 分 别 表 为 D4V 4g! =0 和 
DV yp;=0. 把 D4 写成 坐标 分 量 展 开 式 : 


4 4 
| 2 | 十 万 ; 0 , 
Ov Og’ 


则 条 件 D“V 4q' =0 等 价 于 万 =0, 于 是 条 件 D4V4Pi =0 等 价 于 


f(0) 


2 , 
0=Di| -二 | v=JD. 15-3-31 
Ea Ow 人 ) 
现在 把 上 述 直 观 思 考 准确 化 . Vo eT 多, 用 下 式 定义 Go 的 切 空间 VV 的 一 个 子 空间 : 
% := {DA eV,|D4=Di(0/0v7)4, J;D’ =0)},° (15-3-32) 


(D 虽然 此 定义 借用 了 坐标 系 , 但 不 难 证 明 (习题 ) 定 义 出 的 统 与 坐标 系 无 关 . 
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则 2N 维 流 形 TZY 上 有 一 个 W-Z 维 的 子 空间 场 , 亦 称 NN -2Z 维 分 布 ( 见 中 册 附 录 
F ), 记 作  . 不 难 验 证 多 满足 命题 F-1] 的 条 件 , 因而 可 积 ,就 是 说 , Vo eT ,有 
TIT 多 的 一 个 合 G 的 NN 一 Z 维 子 流 形 .9 ,其 任 一 点 p 的 、 切 于 .% 的 切 空 间 与 2 重 
合 . .5 称 为 儿 的 一 个 积分 子 流 形 ,其 重要 性 在 于 VoeT 儿 有 fi[f(o)]=.% .于 
是 我 们 弄 清 了 任 一 Pe 栈 的 逆 像 [11[P] 是 个 怎样 的 子 集 : 它 无 非 是 久 的 、 过 某 点 
0 [满足 f(o)=P] 的 那个 积分 子 流 形 .9 ( 即 f71[P]=.9% ), 原 则 上 可 由 儿 的 定义 
出 发 计算 . 
VoeS, 有 Jf(o)e 厂 .起 自 o 的 所 有 演化 曲线 在 oa 的 切 和 失 7Y4|, 在 f, 下 的 像 
是 同一 矢量 Z《. 设 y(1) 是 起 自 f(o) 的 任 一 演化 曲线 , 其 在 点 f(o) 的 切 失 为 Z4. 
上 小 节 末 已 证 明 存 在 M 个 一 元 函数 和 (人 使 yz 人 (0 的 方程 可 表 为 式 (15-2-19), 该 式 
在 !=0 取 值 后 也 可 改写 为 点 f(o) 的 一 个 矢量 等 式 : 
A ed 0 Dd (15-3-33) 


其 中 Yj “和 了 Y, “的 定义 见 式 (15-2-32) 和 (15-2-33). 设 y'() 是 起 自 f(a) 的 另 一 演 
化 曲线 , 在 点 f(g) 的 切 和 拓也 是 ZL . 由 于 式 (15-3-22) 中 的 (g' -898/901)|jco) 以 及 
(@; 一 0H/10q')|jy(o)y 对 两 线 一 样 [只 取决 于 点 f(a)], 由 该 式 便 知 两 线 的 加 (0) 相同 . 
所 以 , 指定 egS 后 就 可 通过 

了 4 攻 无 ; 74 (15—3—33) ) A™ (0) ( 简 记 作 A 


获得 一 组 如 ,于 是 可 视 徊 为 8$ 上 的 M 个 函数 (标量 场 ), 请 注意 徊 不 能 看 作 到 上 
的 函数 , 因为 任 一 已 = f(a) 虽 可 通过 “继承 ”og 点 的 人 8 值 而 获得 一 组 A”, 但 
/1[P] 未 必 是 独 点 子 集 , 其 不 同 点 不 会 有 全 同 的 v', 再 由 式 (15-3-30) 及 (15-3-33) 
便 知 不 会 有 全 同 的 入 8. 由 于 只 关心 SCT 和 厂 cC 厂 ,所 以 可 把 了 的 定义 域 限 制 
于 S .等 式 f[S]= 厂 表明 映射 f : 5 下 厂 是 到 上 的 , 但 却 未 必 一 一 , 因为 现在 有 
/7[P]=.% 门 $ .这 正 是 哈 氏 理论 中 人 8 问 题 复 杂 性 的 重要 根源 . 我 们 不 拟 深 入 探 
讨 全 部 细节 ,只 想 对 两 种 重要 又 较 简 单 的 情况 用 拉 氏 观点 (强调 各 是 8$ 上 的 函数 ) 
作出 解释 . 第 一 种 是 det(@G@，)=0 的 情况 ,这 时 矿 上 每 点 已 有 一 组 确定 的 税 , 因 此 
有 唯一 的 演化 线 y( 上 经 过 已 点 ( 哈 氏 理论 的 已 有 结论 ). 从 拉 氏 角度 看 , 这 是 因为 在 
这 种 情况 下 / : 5 全 厂 是 一 一 映射 , 每 点 PE 大 由 于 继承 了 它 的 唯一 逆 像 点 
/I[P] 的 入 而 获得 确定 的 A? 值 (见习 题 2 和 3). 第 二 种 情况 是 所 有 ( M 个 ) 初 级 约 
束 都 属于 第 一 类 , 这 时 厂 的 每 点 书 的 全 部 (M 个) 他 完全 自由 .从 拉 氏 角度 看 , 这 
是 因为 在 这 种 情况 下 : $ 一 厂 并 非 一 一 映射 , 而 且 子 集 六 ![P] 的 所 有 点 的 和 
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构成 一 个 M 维 仿 射 空间 [每 点 的 (44,…,MY) 是 此 空间 的 一 个 元 素 ]( 例 如 习题 1)( 念 
射 空间 与 线性 空间 在 定义 上 的 唯一 区 别 就 是 它 没有 特定 的 零 元 ). 总 之 , 拉 氏 理论 
强调 入 是 9$ 上 的 浮 数 , A?" 在 哈 氏 理论 中 的 复杂 性 在 相当 程度 上 来 自 Ff 
的 非 一 一 性 . 

本 节 用 几何 语言 对 拉 氏 和 哈 氏 理论 作 了 一 定 程度 的 重新 表述 , 主要 目的 之 一 
是 澄清 本 节 开 头 提出 的 几 个 问题 . 我 们 只 限于 讨论 有 限 维 位 形 空间 和 相 空 间 . 然而 ， 
只 要 涉及 经 典 场 (本 章 实际 关心 的 正 是 电磁 场 和 引力 场 ), 就 必然 遇 到 无 限 维 位 形 
空间 和 相 空间 , 问题 就 变 得 复杂 . 仿照 Dirac , 我 们 将 把 有 限 维 的 理论 直接 用 到 电磁 
场 和 引力 场 而 不 过 多 地 涉及 可 能 存在 的 数学 严格 性 问题 . 此 处 只 想 指出 , 数 十 年 来 
借助 于 几何 语言 所 做 的 研究 已 经 (或 正在 ) 建 立 起 越 来 越 严格 (和 深入 ) 的 有 关 理论 . 
对 Dirac-Bergmann 理论 的 几何 语言 再 表述 的 早期 代表 作 也 许 要 数 Gotay, Nester, 
and Hinds(1978) 及 其 姐妹 篇 . 据 笔 者 所 知 , 这 也 许 是 有 Dirac-Bergmann 理论 以 来 首 
次 出 现 的 既 正 确 又 优雅 的 用 整体 微分 几何 语言 对 该 理论 的 再 表述 和 推广 , 从 这 一 
高 度 看 来 ,Dirac-Bergmann 理论 无 非 是 它 的 一 个 局 域 表现 . Dirac-Bergmann 理论 还 
存在 某 些 深层 次 的 理论 问题 , 例如 拉 氏 方程 与 哈 氏 方程 的 等 价 性 问题 . 这 一 等 价 性 
对 无 约束 系统 毫 无 疑问 (至 少 局 域 地 说 ), 但 对 约束 系统 则 变 得 微妙 . (本 节 的 讨论 证 
明了 拉 氏 方程 的 解 是 哈 氏 方程 的 解 , 但 对 逆 命 题 并 未 涉及 . ) 长 期 以 来 人 们 默认 这 
一 等 价 性 成 立 , 但 似乎 无 人 给 出 过 严格 证 明 . Gotay 等 .(1998) 首 次 对 这 一 问题 (以 及 
一 系列 相关 问题 ) 做 了 深入 探讨 , 明确 指出 并 证 明了 如 下 结论 : 只 要 系统 满足 某 些 
正规 性 条 件 [物理 上 有 兴趣 的 许多 系统 (包括 电磁 场 和 引力 场 ) 都 满足 这 些 条 件 ], 则 
拉 氏 方程 与 哈 氏 方程 等 价 , 即 : 拉 氏 方程 的 解 对 应 于 哈 氏 方程 的 解 ,反之 亦 然 . 该 文 
对 带 约束 的 经 典 场 论 的 拉 氏 和 哈 氏 结构 做 了 空前 深入 的 研究 , 提出 了 能 动量 映射 
(energy-momentum map ) 这 一 重要 概念 , 从 而 在 有 关 领 域 中 带 来 重大 进展 . 


§15.4 经 典 场 论 的 哈 氏 形式 


15.4.1” 哈 氏 理 论 离 不 开 3+1I 分 解 


由 815.1 可知 拉 氏 理 论 是 明显 的 4 维 协 变 理论 , 不 必 对 时 空 作 3+1 分 解 . 反之， 
哈 氏 理论 从 一 开始 就 把 时 间 t 放 在 特殊 地 位 ( 见 §15.2 ), 而 相对 论 中 不 存在 绝对 时 
间 , 所 以 要 把 4 维 时 空 的 场 论 改 铸 成 哈 氏 形式 必须 先 选择 一 个 对 时 空 的 3+1 分 解 . 
中 册 814.4 已 为 此 打下 基础 , 而 本 章 对 哈 氏 场 论 的 讨论 则 反 过 来 为 814.4 展 示 一 个 
重要 的 应 用 实例 . 对 闵 氏 时 空 ,通常 采用 最 简单 、 物 理 意 义 最 明晰 的 标准 3+1 分 解 . 
对 整体 双 曲 的 穹 曲 时 空 ,通常 选择 单 参 类 空 柯 西 面 族 { 巴 } 为 分 层面 ,并 任意 选择 
一 个 类 时 矢量 场 加 ,其 积分 曲线 与 各 吕 的 交点 被 视 为 “同一 空间 点 ”. 时 空 度 规 场 
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gw 在 每 一 马上 诱导 出 空间 度 规 场 h, ,用 以 描述 空间 几何 . 哈 氏 场 论 涉及 许多 函 
数 的 积分 , 为 此 应 事先 指定 体 元 . 按照 习惯 , 计算 函数 在 M 上 的 积分 时 通常 都 用 与 
ga 适 配 的 体 元 ss， 计算 函数 在 马上 的 积分 时 则 用 与 hs 适 配 的 体 元 
3 =12Ewsl( 其 中 友 是 马 的 单位 法 矢 ). 然而 现在 出 现 这 样 一 个 问题 : 名 6jyo4 和 
名 ip 未必 为 零 . 例 如, 对 空间 平 直 的 RW 时 空 有 
£=ai(t)dtAdxA^dy 和 dz 和 Ee=ai(t) dx 人 dy 人 人 dz, 
选 1” = (8/07)”, 则 
BE=3aad 和 dr 和 dy 和 dzz0 和 多 2=3a2adxz 和 dy 入 dz:=0. 


由 于 空间 张 量 场 7% 沿 1 的 李 导 数 ( 的 投影 , 即 肥 T" ) 可 解释 为 7% 的 时 间 导 数 
7 ( 见 小 节 14.4.5 ), .多 =0 (更 准确 地 是 多 0) 表明 观 者 测 得 的 3 维 体 元 随时 
间 而 变 , 这 给 讨论 带 来 不 便 . 克服 这 一 困难 的 办 法 之 一 是 在 计算 M 及 上 的 积分 
时 分 别 使 用 坐标 体 元 
e=dtAdx! dx 和 dr 

| 

t" (df), A(dx'), 入 (dx2)。 和 (dx3)y =dx! 和 人 dx? 和 dr. 
这 里 的 {x,y,z} 是 所 选 3+1 分 解 的 共 动 坐标 系 ($14.4), 所 以 自然 有 . 空 e=0 和 
多 (dx' 和 dx* 入 dx’)=0 .然而 还 要 注意 在 非 正 交 分解 中 dx" 和 ^ dx” 和 dx 并 非 空间 
张 量 场 . (读者 不 妨 以 2 维 闵 氏 时 空 的 非 正 交 分 解 为 例 验证 , 也 可 参阅 选读 14-4-5 . ) 
因此 , 准确 地 说 , 应 选 dx! ^ dx? ^ dx3 在 马 的 投影 作为 3 维 坐 标 体 元 :e , 即 定义 

ie := (le )> =(dx 和 dx? 入 dx;)”. (~ 代表 取 投 影 ) (15-4-1) 
今后 不 加 声明 时 了 和 友子 将 分 别 代表 hfe 和 fs fe. ”由 命题 5-4-1 可 知 
3g =Vh se . 此 式 还 有 助 于 证 明 如 下 有 用 关系 (习题 ): 设 g 和 分 别 是 gw 和 思 在 
共 动 系 的 行列 式 , N 为 时 移 , 则 

V-g =NVh. (15-4-2) 

提示 : 


@ 但 是 , 为 保证 结果 与 坐标 系 无 关 ， hy 和 上 人 7 中 的 了 应 为 标量 密度 场 . 例如 稍 后 出 现 的 式 (15-4-6) 中 的 多 
就 是 标量 密度 场 . 
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a 1 a a a 
{ Cpog = Te” Eaped ed néed tN Egog), 
注意 到 ( 试 证 ) N “ej, 的 投影 为 零 , 便 得 


——N 6,. 


oe Cpea) = 大 iv- > 
4 
15.4.2 ”从 拉 氏 场 论 到 哈 氏 场 论 


拉 氏 场 论 的 场 位 形变 量 w 是 时 空中 的 一 组 张 量 场 (我 们 不 讨论 其 他 场 ) 哈 氏 
场 论 关心 的 则 是 w 场 在 每 一 时 刻 1 的 表现 , 记 作 gq(7) , 称 为 空间 场 位 形变 量 , 代表 
yz 在 3+1 分 解 后 的 各 分 量 (都 是 空间 张 量 场 ). 我 们 关心 的 是 g(t) 的 演化 . 满足 
适当 边界 条 件 的 所 有 空间 场 位 形 q(t) 的 集合 记 作 多 . 设 所 选 3+1 分 解 的 类 时 矢量 
场 为 1*, 则 g = 名 g 称 为 广义 速度 . 下面 介绍 如 何 从 拉 氏 场 论 发 展 出 哈 氏 场 论 . 对 
拉 氏 场 论 中 的 拉 氏 密度 . 乡 有 两 种 处 理 方式 , 其 一 是 把 罗 看 作 标 量 场 , 其 二 是 把 
也 看 作 标量 密度 场 , 我 们 约定 采用 后 者 , 即 是 从 一 开始 就 把 式 (15-1-21) 的 .2 理解 
为 标量 密度 场 (“密度 场 ”一 词 中 的 密度 与 “ 拉 氏 密度 ”中 的 密度 是 两 回 事 ). 正如 
该 式 所 表明 的 那样 , 拉 氏 场 论 中 的 多 是 场 量 w 及 其 导数 Vwy,…, Vy 的 局 域 函数 . 
然而 , 哈 氏 场 论 的 特点 是 把 时 间 和 空间 分 开 , 因此 建立 哈 氏 场 论 的 第 一 步 就 是 要 把 
VYw,，…Y“w 分 解 为 9 的 各 种 时 、 空 导数 . 我 们 只 讨论 这 样 的 情况 , 其 中 2 所 含 的 
4 的 时 间 导 数 只 允许 到 一 阶 , 而 且 不 含 时 、 空 混合 导数 , 即 


= (gq, 9， Dg, …, D“9) . (15-4-3) 
请 注意 上 式 右边 的 多 与 式 (15-1-21) 右 边 的 代表 不 同 的 函数 关系 (甚至 自 变量 也 
不 同 ). 用 下 式 定 义 与 位 形变 量 g 共 罗 的 动量 密度 zx : 


。 K 
A := 0 0 (15-4-4) 
g 


( 偏 导 数 x=0.Z/99 的 准确 定义 见 选读 15-4-1.) 则 地 是 马上 的 空间 张 量 密度 场 ( 因 
了 是 标量 密度 场 ). 若 g( 因 而) 是 (k,7) 型 , 则 x =0.Z/0g 是 (1,k) 型 .例如 , 设 g 是 
对 偶 天 量 场 , 记 作 gq, 则 zz 是 矢量 密度 场 , 记 作 zx", 其 含义 可 用 分 量 作 如 下 定义 : 
设 g; 和 zx 分 别 为 qs 和 zx? 在 共 动 系 的 分 量 , 则 有 


Re i=1,2,3. (15-4-5) 
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满足 适当 边界 条 件 的 全 体 (gq,7z) 的 集合 就 是 系统 的 相 空 间 栈 . 定义 哈 氏 密度 多 和 
哈 氏 量 互 如 下 : 


多 := 码 - 允 (其 中 zg 代表 xz 与 9 的 缩 并 ) ，H:= ,Ye (15-4-6) 


请 注意 多 是 标量 密度 场 . 同 有 限 自由 度 系 统一 样 , 经 典 场 的 互 也 是 相 空 间 上 的 函 

数 , 即 万 : 厂 玉民 ,不 过 现在 厂 的 每 点 (9,7) 由 马上 的 张 量 场 9 和 张 量 密度 场 

决定 , 五 所 依赖 的 不 是 自 变数 而 是 世上 的 ( 自 变 ) 场 , 因此 五 是 g 和 zz 的 泛 函 , 记 作 
HH[g,7z]. 因为 要 决定 一 个 g 场 (或 x 场 ) 需 要 知道 区 上 每 点 的 g 值 , 所 以 经 典 场 的 相 

空间 是 无 限 维 流 形 . 我 们 将 不 加 证 明 地 把 有 限 自 由 度 系 统 的 哈 氏 演化 方程 推广 到 
场 系统 , 关键 是 把 有 限 元 函数 万 (q,p) 的 偏 导数 38/6g' 和 35/8p; 改 为 "无限 多 元 函 

数 ” 玉 的 泛 函 导 数 88/5g' 和 5H/5p;. 泛 函 导 数 可 直观 地 看 作 偏 导数 概念 向 无 限 元 
函数 的 推广 . 设 石 是 有 限 维 相 空 间 厂 上 的 函数 , (9 (4), pi;(4 人 0)) 是 工 中 的 一 条 曲线 ， 
则 把 五 的 定义 域 限制 在 曲线 上 便 得 一 元 函数 有 H(4)= 矿 (9'(4), pi(4) ,其 在 14=0 

的 导数 值 为 


上 | -| 和 dg ,08 dp (15.4-D) 
a | a Ne i Dp A pl 
即 
6 万 = [Ea 十 加 je (15-4-7’) 
i|I\0g Og 


推广 至 无 限 维 相 空 间 芽 的 情况 (把 求 和 换 为 积分 ) 便 有 如 下 定义 : V(g,7)e 厂 ,考虑 
三 中 满足 如 下 条 件 (及 适当 边界 条 件 ) 的 单 参 族 (9(4), zx(40)) : 

(a) 9(0)=4，z(0) = 和 ; 人 b) d5(4)/d414-0 存 在 ， 
如 果 忆 上 存在 空间 张 量 (密度 ) 场 Y, 和 x 使 得 对 每 个 满足 上 述 条 件 的 单 参 族 有 


3H=W 
dA | 


则 称 五 是 在 (9,z) 点 泛 函 可 微 的 (functionally differentiable), 称 zy 和 XYz 为 五 在 
(g,7) 点 的 泛 函 导数 (functional derivative), 记 作 


eH 0 (15-4-9) 
0A 


注 1 Q@ 与 59 的 张 量 型 号 应 互相 “对 偶 ”, 就 是 说 , 设 g (因而 6g ) 为 (k,7) 型 ， 


上 p(y,6g + Xs), (15-4-8) 
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则 x 应 为 (0 型 .类似 说 法 也 适用 于 x 和 567. @ 式 (15-4-8) 中 积分 的 体 元 是 3e， 
所 以 zs8g 和 xr67 都 应 为 标量 密度 场 . 又 因 84 是 (k,7) 型 张 量 场 , 所 以 x 应 为 
(4, 有 ) 型 张 量 密度 场 . 反之 , 6x 是 (1,k) 型 张 量 密度 场 , 为 保证 zz8z 为 标量 密度 场 ， 
应 为 (k,7) 型 张 量 场 . 
经 典 场 论 的 哈 氏 形式 也 分 为 无 约束 和 有 约束 两 种 . 车 Gg 可 从 式 (15-4-4) 反 解 出 ， 
即 4 可 表 为 9(q, x, Dg,…, D*g), 则 系统 无 约束 , 哈 氏 演化 方程 便 为 
6H o 
6g : 
作为 无 约束 经 典 场 的 例子 , 下 面 讨论 闵 氏 时 空 KG 标量 场 论 的 哈 氏 形式 . 
选用 与 惯性 系 {t,x } 相应 的 标准 3+1 分 解 . 设 yoy 是 与 7 适 配 的 体 元 ,e，， 
是 坐标 体 元 , 则 e=e=d 和 dr ^dxr? 入 dx’. 选 场 量 gp 在 区 上 的 值 为 位 形变 量 g， 
则 拉 氏 密度 .可 表 为 [ 见 式 (15-1-20)] 


we, NN=.LNA=— 


15-4-10 
> ( ) 


T= 0b0G +t mp) = 0b Op + OG OG + mG) 
= 106 0G+ mp), 
与 共 思 的 动量 变量 则 为 
了 = 一 = 人 办， (15-4-11) 
故 $ 可 由 上 式 反 解 出 , 即 p=G(p,7) = 哈 氏 密度 按 定义 为 
Y=- =7 4- +0G0'G+ mG’) -+ 0.60'¢+mg’), 
险 氏 量 按 定义 为 
HGm]= | z=3| (+0p0p+ mg). 


由 式 (15-4-10) 可 知 为 得 哈 氏 演化 方程 应 先 求 泛 函 导数 68H/5xz 和 658/18 . 考虑 相 空 
间 荆 中 从 某 点 (8,7) 出 发 的 任 一 光滑 曲线 (ba), z(0)) [满足 8(0)=$, x(0) = 元 ], 则 
变 分 可 化 为 对 参数 4 的 微分 : 


w= 
dA 


= [ [X57 +0,6 0 (56)+ mg8g], (15-4-12) 


名 


@ 式 中 的 .94 (及 .x ) 其 实 是 .Bq (及 .Bx ) 的 空间 投影 的 简写 , 见 式 (14-4-27) 及 其 下 一 段 
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右边 第 二 项 可 化 为 

J.0%0'80) = |, 90 50)- [, (9.00) 59, (15-4-13) 
上 式 右边 第 一 项 又 可 用 高 斯 定理 化 为 lim [sm (06)56 ,其 中 S 是 马上 半径 为 + 的 
球面 , n' 是 5 的 单位 外 向 法 矢 . 通常 要 求 $ 场 满足 适当 的 边界 条 件 以 保证 这 一 面积 
分 的 极限 为 零 . 代 回 式 (15-4-12) 得 88 =[; [x87z +(-0'0,6+m #) 859]. 由 泛 函 导数 
定义 便 有 5H/5x =x 和 5H/ =-0'0,6+m?b，, 故 哈 氏 方程 (15-4-10) 给 出 

$=7A, A=006-my. (15-4-14) 
上 式 第 一 式 与 动量 x 的 定义 式 (15-4-11) 一 致 ,第 二 式 则 给 出 
0'0;6 -mg=006=-000"G, 即 Klein-Gordon 方程 9040,6-mp=0. 


可 见 标量 场 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 给 出 同样 的 演化 方程 . 
15.4.3 ”约束 系统 的 例子 一 一 麦 氏 理论 的 哈 氏 形式 


如 果 g 不 能 从 式 (15-4-4) 反 解 出 , 则 系统 存在 初级 约束 . 这 时 可 仿照 有 限 自 由 
度 约束 系统 的 讨论 处 理 . 本 书 最 关心 的 是 引力 场 , 它 虽 然 也 是 约束 系统 , 但 其 初级 
约束 仅 源 于 拉 氏 密度 .不 含 某 些 广义 速度 , 因此 不 拟 涉及 约束 系统 的 一 般 理 论 . 
电磁 场 也 是 初级 约束 仅 源 于 空 不 含 某 些 广义 速度 的 约束 系统 , 与 引力 场 有 不 少 共 
性 , 却 又 比 引 力 场 简单 得 多 , 因此 本 小 节 先 对 它 作 一 介绍 . 只 讨论 闵 氏 时 空 的 无 源 
电磁 场 . 

借 惯 性 系 {t,x } 作 标准 3+1 分 解 . 选 电 磁 4 势 4 为 时 空 场 位 形变 量 w , 则 其 
在 时 刻 1 的 表现 4, |; 在 3+1 分 解 后 的 分 量 4, = (4,4) 就 是 空间 场 位 形变 量 9， 
其 中 4 = 4,(0/97)* 等 于 标 势 V 的 负 值 ( 即 4, =- 入) 4 = 4,(9/9x')* 是 3 矢 势 4 
的 i 分 量 , 即 4; = aj . 拉 氏 密度 [ 见 式 (15-1-22)] 可 表 为 


1 1 | 1 有 _ 
-2 = 一 FF = FF PIF)=— [2 +ON NG +8 -FIF], (15-4-15 
TG hy a 0i 7 el (a +OV)(a, +0,V) |, ( ) 


其 中 最 后 一 步 用 到 

FR,=(0"a -0 A000 -894)=-(G+DT)(a +0.7). 
由 于 儿 不 合 广 , 与共 圈 的 动量 zj =90.Z/190V =0. 这 zy =0 就 是 初级 约 东 .与 a . 
共 圈 的 动量 则 为 . 
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和 /一 过 -元 a 97) l ps +OV)6’ a +0). (15-4-16) 
Oa, 4 
4) 显然 可 由 上 式 反 解 出 : 


a(V,7)=4nz, -0V, 即 4=4nz-VV, (15-4-17) 
(请 注意 正体 x 代表 圆周 率 而 斜体 的 x, 和 元 代表 动量 .) 可 见 初级 约束 只 有 zj =0 
一 个 . 另 一 方面 , 电场 的 j 分 量 
E,=-h,=-(004, -0,4)=-(a,+0,7), 


即 -EE=5+VV ,与 式 (15-4-17) 对 比 可 知 4x 元 =- 瑟 ,说 明 与 & 共 思 的 动量 元 正比 于 
电场 五 . 把 式 (15-4-17) 代 入 (15-4-15) 得 


2 (15-4-18) 
16x “ 


和 = (zyV +A0) -Y= 2T 克 元 + 一 和 0 矿 5 (15-4-19) 
元 


H[V,a; nn]= rn +t BP’ +V on -8 (rp]， (15-4-20) 


由 右边 可 知 厂 实际 上 不 依赖 于 xy . 上 式 右边 最 后 一 项 可 用 高 斯 定理 化 为 边界 项 
-lim; oj TV, 通常 电动 力学 对 VV 和 EE 所 要 求 的 边界 条 件 保证 此 项 为 零 , 故 


Ha m0]=| [2rzr 7 th +V0,x]. (15-4-21) 


由 以 上 讨论 可 知 电 磁场 类 似 于 工 不 含 g! 的 有 限 自由 度 系 统 (其 路 起 到 gq! 的 作 
用 ), 仿照 式 (15-2-52) 和 (15-2-53) 便 可 写 出 电磁 场 的 哈 氏 方程 


(a) 赤 =4( 拉 氏 乘 子 ，(b) 记 = -如 (15-4-22) 
= (15-4-23) 
dX’ 6a 


先 计 算 8H/6V, 8H/8x' 和 5H/5a;. 考虑 厂 中 从 某 点 出 发 、 以久 4 为 参数 的 任 一 光滑 
曲线 , 则 石 的 变 分 


“48 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


i | | 
du = | [rraz ta dF, + (0 )6V +VOia’] 


/=0 


=| [4rzr Sr 下 二 人 +(9 关 )8 玉 + 8S 产 ] 
忆 Ix J I i 
= | {4nA,67'+ [0 (ra 1)5a) —(0,0!an)5a 中 
忆 元 
+(ONX' )8V +0,(V67’) (0)6n7} 
= | [(4rzr —0.V)8x — = O'all)Sa, + (0.x')8rV], 
已 i i 2 元 i J i 


其 中 最 后 一 步 是 由 于 倒数 第 二 行 中 的 第 二 、 五 项 可 用 高 斯 定理 化 为 边界 项 , 而 且 通 
常 的 边界 条 件 保证 它们 为 零 . 由 上 式 得 


一 =0,N 二 六. 元， (15-4-24) 
8V 
ee 即 2 (15-4-25) 
6 
Ol i (15-4-26) 
6a, 2T ” 8a 4 


从 式 (15-4-26) 第 一 式 到 第 二 式 是 由 于 
(VxB)' =[Vx(Vxa)] =[V(V.d) -Va] =0'0 ,a/ — 0 0/a' =-20 ,Uad!. 
把 式 (15-4-24)~(15-4-26) 代 入 式 (15-4-22)、(15-4-23) 得 
(a)V =4, (b) 讽 , = 一 VY .元 ， (15-4-27) 
(a)5=4Nn 元 -VV， (b) 元 -x ; (15-4-28) 
A 


注意 到 4n 元 =-E, B=Vxa 和 Vx(VV)=0, 式 (15-4-28) 便 可 改写 为 常见 的 麦 氏 
演化 方程 

a 
01 
男 一 方面 , 初级 约束 zy =0 的 自 洽 性 六 = 0 与 式 (15-4-27b) 结 合 给 出 次 级 约束 


(=-0xE, (b)——=YxB. (15-4-29) 


V. 元 =0 即 V.:E=0. (15-4-30) 
这 正 是 在 中 册 $14.5 已 经 见 过 的 约束 . 由 于 现在 的 正则 变量 是 a 和 元 , 引入 3 矢 势 
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a (定义 为 x5=B ) 本 身 已 使 了 .六 =0 成 为 恒等式 , 因此 在 这 种 理论 框架 中 不 再 
把 .=0 看 作 约 束 . 
任 一 物理 态 (a, 元 ) 都 应 满足 约束 方程 .元 =0, 所 以 由 式 (15-4-21) 得 


n=| [2xr'z, + 已 0]= | 1 (pg? +B’), 
2 16nx “ 8A 


可 见 作为 麦 氏 方程 的 解 的 电磁 场 的 哈 氏 量 在 数值 上 等 于 电磁 场 的 总 能 量 . 
间 有 限 自 由 度 系统 一 样 , 无 限 自由 度 系统 的 约束 函数 也 应 是 三 上 的 函数 (也 
就 是 泛 函 ), 即 从 三 到 民 的 映射 . 然而 电磁 场 的 约束 立 .元 = 0 却 不 符合 这 一 要 
求 : 元 给 定 后 Y .元 是 马上 的 标量 场 , 故 V. 元 是 从 丁 到 集合 {5, 上 标量 场 }( 而 不 
是 慌 ) 的 映射 , 这 一 问题 可 通过 改变 约束 的 表达 式 来 解决 . 事实 上 , 由 马上 的 标量 
场 V. 元 可 产生 厂 上 的 一 系列 (无 限 个 ) 函 数 . 为 此 , 令 Y 为 马上 任 一 满足 适当 边界 

条 件 (而 且 与 1 无 关 ) 的 标量 场 ( 称 为 试验 标量 场 ), 定义 
C, := 上 X 立 .元 ，( 积 分 的 收敛 性 由 Y 的 适当 边界 条 件 保证 ) (15-4-31) 


则 C; 是 六 上 的 函数 , 即 C, : 厂 下 恨 . [任意 给 定 (V,a;zy,z)e 矿 后 便 有 石上 的 

矢量 场 元 , 其 散 度 V. 与 标量 场 x 乘 积 的 积分 (一 个 实数 ) 便 是 C,.] 因此 可 以 写 

成 C,[V,a ;zy, 到 ]. 叉 因为 px 场 有 无 限 多 个 ,所 以 有 无 限 多 个 泛 函 C,. 由 式 (15-4-31) 
可 知 

马上 标量 场 立 .元 =0 估 C=0, Vx ( 指 对 任 一 满足 适当 边界 条 件 的 +)，(15-4-32) 


可 见 一 个 方程 V. 元 =0 对 应 于 无 限 多 个 约束 方程 C, =0. 当 我 们 说 V. 元 =0 是 “一 
个 约束 ”时 , 其 实 是 指 一 组 (无 限 多 个 ) 约 束 C, =0. 这 也 可 以 从 另 一 个 角度 直观 理 
解 :V .元 =0 意 味 着 对 忆 的 每 点 x 都 有 怠 . 元 |,=0, 又 因为 卫 有 无 限 多 个 x 点, 所 
以 V .元 = 0 代表 无 限 多 个 约束 . 由 于 邢 是 3 维 流 形 , 直观 上 也 说 立 .元 =0 代 表 “oo3 
个 ”约束 . _ 

对 次 级 约束 V .元 =0 也 应 进行 自治 性 检验 , 即 检 查 它 在 演化 中 能 否 自动 保持 . 
为 此 只 须 检查 Cy = dC; /dt 是否 自动 为 零 . 给 定 % 后 , Cy[V,a;zy, 妈 的 值 依赖 于 
了 ,上 的 8 个 场 a, oa x ,X", XT ,VX ,其 中 每 个 在 对 上 的 每 点 x 都 可 “ 自 变 ”， 
因此 可 直观 地 认为 C, 是 “8xo ”个 “ 自 变量 ”的 函数 , 每 个 自 变 量 随 i 而 变 , 都 
对 dC /dt 提供 贡献 , 总 贡献 既 要 对 8 类 自 变量 求 和 , 又 要 对 每 类 自 变量 在 马上 的 
每 点 求 积 分 , 于 是 


,50 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


一 5C 8C, 8C,. sc 
Ce -= | 2 一 人 让 二 二 六 二 一 仙 |， 和 
5 6a, 6 dV SN 


V 


(重复 指标 已 代表 对 各 类 自 变 量 求 和 . ) 由 式 (15-4-31) 得 


C， S| [YA) 一 ( 吕 ) -二 = -| (9 三 ， (15-4-34) 
故 
5C 5C 5C 5C 
t=ON, =0 t=0 T=0. (15-4-35) 
x 6a, 6 矿 dN, 


把 上 式 及 庆 =(2x) ”0,0Val [来自 式 (15-4-23b) 和 (15-4-26)] 代 入 式 (15-4-33) 得 
es 二 | (02) 3,00a" = 元 人 BaraD-z0u8naral=0， 
(右边 第 一 项 因为 可 化 成 为 零 的 边界 项 而 为 零 .) 可 见 约束 泛 函 C, 自动 满足 自治 
性 条 件 , 因而 不 会 再 出 现 其 他 次 级 约束 . 
作为 本 节 最 后 一 个 问题 , 我 们 证 明 初 级 约束 zj = 0 和 次 级 约束 V .元 = 0 都 是 
第 一 类 的 . 为 此 , 应 注意 初级 约束 也 不 是 一 个 而 是 “oo 个”. 仿照 C,, 可 定义 与 zy 


相对 应 的 约束 泛 函 


Ce := 人 EN,, (15-4-36) 
其 中 上 是 马上 满足 适当 边界 条 件 的 任 一 (与 1 无关 的 ) 试 验 标 量 场 . 由 上 式 可 知 
56e 
sr 5 6a, 


把 泊 松 括号 定义 式 (15-2-21) 推 广 到 无 限 维 的 情况 , 可 知 任意 两 个 初级 约束 泛 函 C。 
和 Cu 的 泊 松 括号 为 零 


Ce co=| 区 8C 5C Ce 5C: 5C¢ 5C， ee] 
2 


55sm 6a 7 sr 8V dn’ io 
注意 到 8C, /5x' = -0,x，8C, /8a; =6C, /8xy =6C, /8V =0, 便 知 任意 两 个 次 级 约 
束 泛 函 Cj, 和 C,, 的 泊 松 括号 也 为 零 : 
8C, 5C， 8C, 8C, 
fC co)=| ed 
” * Js\6a sr 5r ia 
最 后 , 对 VV 的 依赖 为 线性 [ 见 式 (15-4-21)] 使 C; 中 不 含 六 ,因而 次 级 约束 泛 函 C， 
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与 初级 约束 泛 函 Cs 的 泊 松 括号 也 为 零 (参见 小 节 15.2.4 末 的 讨论 ). 可 见 电 磁场 是 
第 一 类 约束 系统 , 拉 氏 乘 子 4 有 完全 自由 性 , 与 式 (15-4-22a) 结 合 表 明志 完全 任意 ， 
这 正 是 电磁 场 的 规范 自由 性 的 部 分 表现 . 为 简单 起 见 不 妨 选 1=0 以 使 六 不 随 z 而 
变 . 人 们 甚至 常 把 (V,z) 开 除 出 正则 变量 的 行列 , 使 系统 的 自由 度 从 “8xoco ” 减 
为 “6xo ”. 在 这 种 处 理 中 , 谈 到 相 空 间 时 是 指 初级 约束 面 研 , 谈 到 约束 时 则 只 指 . 
次 级 约束 V .元 =0. 
[选读 15-4-1] 

OF 


、 Pe 8.2 、 
EB 到 示 量 的 拉 氏 演 旦 ) 一 -8 一 一 _=0 涉 及 
式 (15-1-19)( 标 量 场 8 的 拉 氏 演化 方程 ) 55 0 00 7 0 涉及 偏 导 数 


0.Z10(0.9), 由 于 6G 不 是 自 变 数 而 是 自 变 张 量 场 , 儿 对 906 的 “ 偏 导数 ”的 含义 
其 实 并 不 清楚 . 类 似 地 , 式 (15-4-4)( 简 写 为 =9.Z/99) 中 的 9 也 是 自 变 张 量 场 , 故 
0.Z/109 的 含义 也 不 清楚 .本 选读 旨 在 给 出 张 量 场 对 其 所 依赖 的 张 量 场 的 偏 导数 的 
准确 定义 . 

先 从 最 简单 的 情况 入 手 . 设 J 是 阅 氏 时 空 ( 民 1,w,,) 的 标量 场 , 则 其 拉 氏 密度 只 
是 8 和 0,9 的 局 域 函 数 , 即 . 儿 =Z(G,0,9)[ 式 (15-1-15)]. 如 前 所 述 ,“ 局 域 函数 ”一 
词 中 的 “局 域 ”体现 为 .多 在 每 点 pe 展 ' 的 值 只 取决 于 Gp 及 AG 在 p 点 的 值 而 与 这 
两 个 场 在 p 点 以 外 的 值 无 关 , 即 

Z|,= 2(61,,06|,), vpeR’. (15-4-37) 


这 就 区 别 于 泛 函 S=|.Z(G, 60.9) ,后 者 依赖 于 场 g 在 全 恨 * 上 的 值 . 再 谈 对 “ 偏 导数 ” 
0.Z/0(0.9) 的 理解 . 在 分 量 语言 中 这 是 清楚 的 : 因 Y 是 标量 场 , 故 OG 是 余 矢 场 , 选 
定 基 底 后 有 4 个 分 量 0.6 ,于 是 可 表 为 =.Z(Gp,0,9) .给 定 pe 展 后, 办 (是 
,的 简写 ) 和 (96), 都 是 数 , 故 . 多 =.Z(p,,(3,9),) 是 5 元 函数 ,其 中 每 一 个 元 [ 包 
括 Gp 和 4 个 (9),] 都 可 独立 地 变 ( 充 当 独 立 自 变数 ,但 若 去 掉 下 标 p, 则 OG 被 

场 完 全 确定 , 不 能 独立 地 变 ), 因而 偏 导 数 0 多 /10(0,9), 就 是 普通 多 元 函数 的 偏 导数 . 
然而 , 在 几何 语言 中 (0), 是 点 的 张 量 而 不 是 数 , 于 是 OZ/10(0.96), 就 远 不 如 
OZ/10(0,9), 含义 清晰 ,现在 给 它 下 一 个 明确 定义 .首先 把 偏 导 数 0.Z/10(0,9) 定义 
为 恨 上 的 矢量 场 (我 们 仍 借用 偏 导数 一 词 而 不 愿 杜 撰 出 “ 偏 导 张 量 ”和 “ 偏 导 张 
量 场 ”一 美军 见 术语 ), 记 作 A”, 然后 只 须 对 每 一 pe 民 * 定义 A*|, 的 值 . .多 可 看 作 
一 部 有 两 个 构 的 机 器 .2(.，) ,定义 偏 导数 时 自然 要 强调 每 个 构 的 变量 可 以 独立 地 
变 . 给 定 8 场 后 OG 场 也 就 确定 , 因此 , 为 强调 独立 性 , 最 好 把 两 槽 的 变量 改 记 作 c 

和 (分 别 是 民 上 的 标量 场 和 余 矢 场 ), 而 为 表达 它们 自 变 的 方式 则 应 对 万 点 引入 
单 参 族 {a( 人 ,5.(4)} .为 了 定义 恬 | 这些 单 参 族 应 满足 三 个 条 件 : 
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- (a) a(0) 从 pb.(0) = GM ， 

G)c(1 与 2 无 关 , 即 - 宏 的 两 楼 中 只 有 第 二 构 (4)| (是 pp 点 的 余 矢 ) 随 4 
而 变 (从 而 体现 “ 偏 ” 字 ); 

(@) 对 每 一 人 4, 标量 场 w(2) 和 余 矢 场 B,(4) 都 是 光滑 的 , 而且 5p 及 62Z|, 存 
在 ,其 中 6p, = dp,(4)/d4lio, 8 =dZ(a(), PCD))/d4l 

我 们 称 满足 上 述 条 件 的 单 参 族 为 A， 类 单 参 族 . 请 注意 :QD 每 点 pe 及 ' 都 有 无 
效 个 不 同 的 A， 类 单 参 族 ; 加 车 p'z p, 则 A, 类 单 参 族 很 可 以 不 是 A, 类 单 参 族 . 

定义 1 满足 下 式 的 人 称 为 多 对 0, 的 偏 导数 : 


(62)|,=(4"6p,)|,，Vpe 民 ', YA, 类 单 参 族 . (15-4-38) 
就 是 说 ,我们 把 偏 导 数 人 2Z10(90,9) 定义 为 满足 式 (15-4-38) 的 4 : 
0 (15-4-39) 
0(0,9) 


注 2 可 以 证 明 A"|, 在 任 一 基底 的 分量 AL|, 等 于 98. 多 /19(0,9), ,所 以 定义 
1 合理 . 

定义 1 还 可 在 以 下 三 方面 做 推广 :四 ( 民 *,7,,) 推 广 为 任 意 4 维 时 空 (M,g,,); 
@ 多 可 以 是 有 限 多 个 自 变 场 ( M 上 的 张 量 场 ) 的 局 域 函 数 , 例如 , 弯曲 时 空 
(M,gw) 的 电磁 场 已 ,的 


1 ab 1 [a 45] 
Ss =—— (VA’)V.4 
167 “wa 村 a 
就 是 3 个 自 变 场 4,,V,4, ,gs 的 局 域 函 数 , 即 .ZZ =.Z(4,,V,4,,g,,)) 而且 可 定义 
对 任 一 自 变 场 [而 不 像 式 (15-4-39) 那 样 只 对 0,6 ] 的 偏 导 数 ; 加 还 可 定义 4 维 张 量 场 
(而 不 限于 标量 场 2 ) 对 张 量 场 的 偏 导数 . 
在 以 上 讨论 中 , .Z 所 依赖 的 自 变 场 都 是 MH 上 的 (4 维 ) 张 量 场 , 丝毫 不 涉及 时 
空 的 3+1 分 解 ,适用 于 拉 氏 (而 不 是 哈 氏 ) 形 式 . 然而 在 哈 氏 形式 中 会 出 现 更 多 的 
“空间 张 量 场 对 空间 张 量 场 的 偏 导数 ”, 如 式 (15-4-4) 就 含 偏 导 数 8.2"/85: 
7 -9,Dg,…, D'g) 


[ 原 式 (15-4-4)] (15-4-40) 
0 


由 于 事先 已 对 时 空 及 其 上 的 张 量 场 做 了 3+1 分 解 ，.2 已 被 看 作 空 间 位 形变 量 
4 (空间 张 量 场 ) 及 其 时 间 和 空间 导数 g; 9; Dg,…,D*g (每 个 都 是 空间 张 量 场 ) 的 局 
域 函 数 ,定义 1( 及 其 推广 ) 不 适用 于 定义 .多 对 任 一 自 变 场 的 偏 导数 (如 DO.Z/0g). 更 
有 其 者 , 后 面 还 将 遇 到 除 -22 外 的 其 他 型 空间 张 量 场 对 自 变 场 的 偏 导数 (如 815.5 的 
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BK. /0h ), 因此 有 必要 对 这 类 偏 导数 给 出 一 个 较为 一 般 的 定义 . 

设 了 是 M 上 的 任意 型 空间 张 量 场 ( 略 去 抽象 指标 ), 它 局 域 地 依赖 于 空间 位 形 
变量 9 及 其 时 间 导 数 和 和 空间 导数 Dqg, …, D 乌 , 即 

Y=Y(g; 0 Dg,…, D’'g). (15-4-41) 

所 谓 局 域 地 “依赖 于 ”, 是 指 了 在 每 点 pe M 的 值 只 取决 于 gq;g; Dg,…,D 儿 在 p 点 
的 值 , 即 

7 了 |,=Y(g|,;91,;Dg|,,…,D"g (显然 是 “局 域 函数 ”的 推广 ) (15-4-42) 
例如 ,对 闵 民 时 空 的 电磁 场 有 .ZZ =.Z(V,a; ;0,7,0ia,)[ 式 (15-4-15)], 把 .2 看 作 了 ， 


便 可 说 .是 局 域 依 冲 于 V,a, 如 ,9,V,0ia, 的 标量 场 .其实 此 式 的 .Z 所 依赖 的 场 也 
可 改 用 抽象 指标 表述 , 即 改 为 =.Z(V,a; ;0.V,0,a,).§15.5 还 有 更 多 的 例子 . 

虽然 式 (15-4-41) 右 边 的 自 变 量 可 分 为 空间 位 形变 量 、 其 时 间 导 数 和 空间 导数 
等 三 类 , 但 了 对 每 一 自 变 量 都 可 求 偏 导数 , 各 个 自 变 量 在 这 个 意义 上 平权 . 把 它们 
依次 记 作 团 ,…, XX , 则 式 (15-4-41) 又 可 表 为 

了 = 了 (已 和 )， (其 中 只 有 前 C 个 是 位 形变 量 ) (15-4-41") 

现在 给 了 对 任 一 自 变 场 克 的 偏 导数 BF7/8X 下 定义 .仿照 定义 1 前 的 做 法 , 为 了 强 
调 每 点 pe M 的 了 |, 所 依赖 的 各 个 自 变 张 量 可 以 独立 地 变 , 我们 对 pp 点 引入 单 参 
空间 张 量 场 族 {Qi(41),…, Qn (人)}, 并 要 求 它 满足 三 个 条 件 : 

(a) 2(0)= A, ……, Qn(0)= Xy; 

(b) (4)|,,…, Qn(4)|, 中 除 Q()|, 外 都 与 无关, 即 p 点 的 NN 个 空间 张 量 场 
中 只 有 Q,( 人 0)|, 随 而 变 (从 而 体现 “ 偏 ” 字 ); 

(@O) 对 每 一 24， 空间 张 量 场 a(4),…,Qn() 都 是 光滑 的 ,而且 (57)|, 及 
(6X,)|,=da,(4)/d41io 存在. 

我 们 称 满足 上 述 条 件 的 单 参 族 为 B, 类 单 参 族 . 

定义 2 若 M 上 存在 空间 张 量 场 4 使 得 Vpe M 以 及 对 每 一 B, 类 单 参 族 有 


(67)|,=(46X,)|,， 其 中 A6X, 代表 A 与 6X, 的 缩 并 ， (15-4-43) 


则 称 4 为 了 对 已 的 偏 导 数 , 即 


37 ,- 
af 


把 式 (15-4-40) 的 - 和 分别 看 作 了 和 总 ， 则 该 式 右边 (作为 标量 密度 场 .2 对 


(15-4-44) 
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张 量 场 g 的 偏 导 数 ) 就 有 准确 含义 . 

一 个 微妙 问题 出 现在 X, 是 对 称 张 量 场 的 情况 . 先 讨论 最 简单 的 例子 :了 是 标 
量 场 且 自 变 场 只 有 XX, ,满足 义 , = Xs). 这 时 应 要 求 所 选 的 B, 类 单 参 族 也 对 称 ， 
村 是 式 (15-4-43) 具 体 化 为 67|,= A”6X,, |,. 因 6X,s =6X), 故 由 67|,=A” 6X,,|, 
定义 的 42 不 唯一 (可 差 到 任 一 反对 称 张 量 G2% = DI%1), 为 使 之 唯一 , 自然 规定 4 
为 对 称 张 量 , 即 规定 A”= A .推广 至 一 般 便 知 对 定义 2 还 应 补充 一 身 : 

定义 2 补充 规定 当成 有 对 称 (或 反 称 ) 指 标 时 4 的 相应 指标 应 有 对 称 (或 反 
称 ) 性 , 即 4 关于 这 些 指标 是 对 称 (或 反 称 ) 的 . 

在 不 含 对 称 (或 反 称 ) 指 标 时 , 可 以 证 明定 义 2 所 定义 的 偏 导数 97/8X 与 用 分 
量 语言 定义 的 偏 导 数 一 致 :后 者 是 前 者 的 分 量 . 然而 , 一 旦 涉及 对 称 (或 反 称 ) 指 标 ， 
用 分 量 语言 表达 的 偏 导 数 公 式 却 容易 出 现 伴 廖 . 例如 , 设 几 ,是 3+1 分 解 后 的 空间 
度 规 场 (自然 有 有 = 有 hs ), 则 由 定义 2 及 其 补充 规定 得 


0h, 
=6 6, 15-4-45 
Oh,, > | ) 
例如 下 节 推 导 式 (15-5-10) 时 就 用 到 一 个 类 似 公 式 
Oh, 
-二 六， 15-4-46 
Oh, Ca 
然而 有 人 对 此 提出 质疑 :把 此 式 的 抽象 指标 改 为 具体 指标 便 有 分 量 等 式 
oh 8 a 
pp SD S02 s+6",6*,), (15-4-47) 


从 而 导致 Oh,/6h,=1/2 ,与 他 们 认为 的 正确 答案 6h,/0h,=1 相 悖 .下面 介 绍 我 们 
对 这 一 “ 悖 论 ” 的 看 法 . 

如 果 说 加 对 加 的 导数 等 于 1， 那 是 指 一 元 函数 加 (加 ) 的 导数 
dh,(h,)/dh =1. 而 只 要 写成 偏 导数 Oh,/0h,, 就 意味 着 办, 不 是 一 元 函数 . 注意 到 
hh,=hb1, 自然 想到 可 把 有 看 作 二 元 函数 


ha = (ho) = + )， (15-4-48) 
于 是 6h,/6h, 自然 是 指 f(h,, 甩 |) 对 第 一 自 变数 户 ; 的 偏 导 数 , 因而 
Ohs _ 
Cs + ha) |= im, RL/ (nat Aha, ho) = (has ha) 


pn (hs+ Ah,+ bo) -3 (hot h, 用 |- 


= lim 
ps Ah, 
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由 此 看 来 应 有 6h,/6h, =1/2z1. 然而 上 式 又 可 改写 为 


OR, _ 1 0h, 
Oh, -| Wt hn) |- 2 8h, +0,( 因 为 加 | 应 被 视 为 独立 于 hh,) (15-4-49) 


从 而 导致 9h,/0h,=0 的 矛盾 结果 . i =1/2 者 可 能 会 争辩 说 式 (15-4-49) 
右 端的 了 Cha/Bj) 实 为 (dha/dha) = ， 故 仍 得 Oh,/6h, =1/2 .但 为 什么 可 以 这 


样 看 ?须知 在 把 hh, 和 有 看 作 独 立 变量 时 O(h,+s1)/0h, 确实 就 是 0h,/0h,. 再 看 
Bhi /Oh 因 且 ,= 有 有 ,=( 有 + 如 1)/2, 故 


oh _ 10hs ,1 Oh 1h, a 
到 3 (h,+ hh) |- 2 6h, + 204, +0, ( 仍 是 因为 有 独立 于 及 ,) 


于 是 , 无论 认为 6h,/6h, 等 于 1/2 还 是 1, 上 式 都 给 出 Bh/6h, 关 0 , 而 上 式 末 步 分 明 
用 到 Oh1/0h,=0. 类似 的 “两 难 等 式 ” 不 胜 枚 举 .也许 有 人 还 能 找到 “理由 ”逐一 
争辩 , “排除 ” 悖 论 , 但 这 终究 不 是 办 法 . 其 实 , 造成 所 有 这 些 两 难 问题 的 总 祸根 都 
是 : 先 用 有 ,= 有 ,得 出 式 (15-4-48), 再 用 该 式 求 (pm ,万 ) 对 一 个 自 变 数 的 偏 导数 , 而 
这 个 “ 偏 ” 宇 偏偏 要求 你 把 及 和 有 看 作 独 立 变数 从 而 有 悖 于 用 = 万 ; (因而 互 不 
独立 ) 的 初衷. 这 一 总 祸根 导致 对 偏 导数 6h,/0h, 等 无 法 给 出 一 个 明确 而 且 自 洽 的 
定义 ,因而 从 根本 上 就 不 应 (也 无 法 ) 提 出 “06h,/9h, 到 底 等 于 几 ?” 一 类 的 问题 . 试 
问 : 如 果 一 个 “二 元 ”函数 f(x,y) 的 两 个 自 变 数 互 不 独立 , 它 对 任 一 自 变数 的 偏 导 
还 能 有 意义 吗 ? 不 过 , 读者 对 这 个 看 似 十 分 消极 的 结论 大 可 不 必 温 丧 . 首先 , 只 要 
用 抽象 指标 按 定义 1, 2 (及 其 补充 规定 ) 行 事 , 一 切 都 很 清晰 正确 (抽象 指标 的 优越 
0 斑 ). 其 次 , 虽然 大 量 文献 都 用 具体 指标 , 但 都 只 停留 在 带 着 指标 
… (而 不 是 取 j 为 1 或 2) 的 公式 上 (对 “具体 指标 ”并 未 具体 取 值 ). 事实 上 , 文 
A 分 别 默认 以 下 两 类 不 同 公式 : 


2 “=6",6', +6",6",, (b) Oh 2 6" +6" .64 ).， (15-4-50) 
h,, Bh 和 

但 是 , 只 要 不 把 指标 具体 到 取 1,2,…, 而 且 坚持 按 同 一 体系 写 出 其 他 公式 , 最 后 结 
果 仍 然 一 致 (殊途同归 ). 据 笔 者 所 见 , 在 用 具体 指标 的 大 量 文献 中 的 所 有 计算 过 程 
都 处 于 地 下 状态 [甚至 明确 写 出 式 (15-4-50a) 或 (15-4-50b) 者 也 少见 ], 但 只 要 始终 坚 
持 一 个 体系 ， we 如 果 一 定 要 把 Lv 取 具 体 数值 , 例如 问 Oh,/0h, 为何 值 ， 
两 个 体系 给 出 的 答案 当然 不 同 . 不 过 , 据 笔者 经 验 , 在 实际 应 用 中 这 种 问题 出 现 的 
不作 人 至 于 纯 理论 探讨 中 专 为 举 反 例 而 问 及 0h,/9h, 为 何 值 ,我 们 的 回 
答 不 是 给 出 数字 答案 而 是 要 指出 : 承认 办 ,= 甩 | 就 是 承认 两 者 互 不 独立 , 偏 导 数 
0h, /0h, fe 除非 你 能 先 给 出 确切 而 且 自 洽 的 定义 , 然而 (就 我 们 所 知 而 言 ) 
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又 给 不 出 . 结论 :对 “Oh,/6h, 到底 等 于 几 ?” 一 类 的 问题 的 最 好 回答 是 “这 个 问题 
无 意义 ,因为 其 中 的 关键 概念 6h,/0h, 并 未 (也 无 法 ) 定 义 .” 
最 后 还 想 说 明 一 点 :只 要 把 由 式 (15-4-47) 引 起 的 上 述 “ 悖 论 ” 拿 出 来 认真 讨论 ， 
就 难免 出 现 “仁者 见 仁 , 智者 见 智 ”的 情况 . 以 上 只 是 我 们 的 看 法 , 权 作 引 玉 之 砖 . 
[选读 15-4-1 完 ] 


§15.5 广义 相对 论 的 哈 氏 形式 


把 广义 相对 论 重 铸 为 哈 氏 形式 有 一 系列 重要 意义 . 例如 , 在 经 典 物理 方面 , 它 
有 助 于 更 好 地 从 动力 学 演化 (几何 动力 学 ) 角 度 理解 广义 相对 论 , 有 助 于 ADM 能 量 
概念 的 提出 ; 在 量子 物理 方面 , 它 为 引力 的 正则 量子 化 程序 打下 不 可 或 缺 的 基础 . 

爱 因 斯 坦 方程 并 不 涉及 时 空 流 形 的 整体 拓扑 性 质 和 边界 条 件 , 而 哈 氏 形式 则 
对 这 两 方面 都 提出 一 定 要 求 . 我 们 只 讨论 整体 双 曲 ( 见 $11.5 ) 真 空 时 空 的 哈 氏 形式 ， 
至 于 整体 拓扑 和 边界 条 件 , 将 在 适当 地 方 (选读 15-5-1 开 头 ) 提 及 . 

设 三 是 某 一 3 维 流 形 ，M 是 这 样 一 个 4 维 定向 流 形 M ,其 上 有 光滑 函数 1 使 
每 一 等 1 面 玫 都 是 微分 同 胚 于 区 的 超 曲 面 . 在 M 上 定义 光滑 矢量 场 1 使 
1°V,t=1. 至 此 尚未 涉及 M 上 的 度 规 . 如 果 给 M 指定 洛 伦 兹 度 规 g， 使 每 一 等 / 
面 马 为 类 空 超 曲面 , 且 12 为 指向 未 来 的 类 时 矢量 场 , 则 { 允 } 和 1" 构成 时 空 
(Mgw) 的 一 个 3+1 分 解 ( 见 $14.4), 1 便 可 表 为 

tf" =Nn” +N’”, (15-5-1) 

其 中 mn 是 巴 的 指向 未 来 单位 法 矢 ,NW 和 WN。 分 别 为 时 移 和 位 移 . 因为 g 史 是 拉 氏 形 
式 中 的 场 位 形变 量 , 所 以 g |; 在 3+1 分 解 后 的 各 分 量 就 构成 哈 氏 形式 中 的 空间 
场 位 形变 量 , 统一 记 作 g(t) . 设 hs 是 go 在 劝 上 的 诱导 度 规 , 即 hh = gs + nn,， 
我 们 来 说 明 , 在 + 和 1* 已 知 的 前 提 下 只 用 (N,N,,h,) ls 就 能 决定 gw |s ,因而 
(N,N,,hs)]; 可 充当 4(D) . 令 


j (15-5-2) 
则 
gg” =h nn =j2 -Ne -Ne -No (15-5-3) 
先 说 明 由 As 如 何 决定 jie . 首先 , 式 (15-5-2) 的 1 满足 
(hoc)w =w” VYw eW,; (但 满足 此 式 的 ji 很 多 ) (15-5-4) 
其 次 , h” 还 应 是 空间 张 量 , 即 h%V st =0. 这 一 要 求 从 满足 式 (15-5-4) 的 众多 hh 中 
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挑 出 了 唯一 的 一 个 . 有 了 /12 又 可 从 N, 求 得 N"(=h~%N,), 代 入 式 (15-5-3) 便 得 
g”. 可 见 (N,N,,h,) ls 的 确 可 充当 空间 场 位 形变 量 . 
把 引力 理论 重 铸 为 哈 氏 形式 的 第 一 步 是 把 Hilbert 拉 氏 密度 罗 = (-8g)72R 用 
位 形变 量 N, N。 hs 及 其 时 、 空 导数 表 出 .由 Gs = Rs -Rsgw/2 得 
R=2(G,nn — Ronn’)=(R-K,K® +K’)-2R,nn, (15-5-5) 


其 中 第 二 步 用 到 中 册 命 题 14-5-1. 上 式 右 边 第 二 项 可 求 之 如 下 : 
n°Rpn =n’ Rs ne =—n" (VV, — VV,) ne 
=—V,(n Vn )+(Vn Vn +V (nV on’)-(Vn’)V on 
=—V,(n Vn)+K +V (nV,n)— KK®, 


其 中 最 末 一 步 用 到 K”=K”. 代 入 式 (15-5-5) 再 代入 .=V-g R 并 利用 式 (15-4-2) 
便 得 

ZF=VhN (以 + 天天 一 天 2)+2 广 g[V (nv.n’) -Vn Vn). (15-5-6) 
在 对 多 积分 时 , 上 式 右 边 后 两 项 可 用 高 斯 定理 化 为 边界 积分 . 后 面 还 会 多 次 出 现 
边界 项 . 为 了 突出 主线 , 暂时 略 去 所 有 边界 项 , 留待 最 后 统一 讨论 . 上 式 在 略 去 边界 
项 后 简化 为 

FL=VhNGR+K,K® 一 天 2)， (15-5-7) 

其 中 的 Ks 可 由 命题 14-4-5 (并 注意 Dj =0 过 .和 2hs =2DwN) 求 得 : 


让 5 N-' (hs -2D,N,). (15-5-8) 


代入 式 (15-5-7) 便 可 看 出 . 乡 确 是 位 形变 量 (N,N,, hs), hs 的 一 阶 时 间 导 数 记 ,以 
及 hs 和 N。 的 空间 导数 的 局 域 函数 ( 3R 中 含有 hs 的 坐标 分 量 h 对 空间 坐标 的 偏 
导数 ). 然而 .2 不 含 N 和 N,，, 故 相应 的 动量 变量 

OF OF 

Ny =——-=0, Ay 三 一 一 =(0. 

ON . 
于 是 zw =0 及 zw =0 就 给 出 两 个 初级 约束 . 另 一 方面 , 注意 到 式 (15-5-7) 中 只 有 
KisK“ 和 KK? 舍 有 ,可 知 与 hs 共 轿 的 动量 变量 


| (15-5-9) 
@ ab Oh Oh,, 


其 中 63K /0h,s 可 由 式 (15=5-8) 求 得 : 
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8 
六 二 = 一 一 0 i d)’ 
Oh, 2Noh, 2N 


(其 中 第 二 步 用 到 6h, /96h, =6%.5% ,此 式 的 来 源 见 选读 15-4-1.) 从 而 又 有 


ok OU KS) jal ge 6 a 
oh, oh, p77 
故 
HZ42 =Vh(K®— Kh®). (15-5-10) 
由 此 得 
NA 
K=- 一 一 ， (其 中 zx=h%x 15-5-11 
D7 ( 5 ) ( ) 
从 而 天 可 用 Nop 表 出 。 
K, = 了 rp)， (15-5-12) 


因而 刀 可 由 位 形 和 动量 变量 表 出 ( 即 h, 相应 的 速度 变量 记 , 可 被 反 解 出 ): 
hs =2NK,, +2D,,N, 9 =2N (2 Ahs)+2D,N,, (15-5-13) 


可 见 除 rw =0 和 xy =0 外 没有 其 他 初级 约束 . 
把 式 (15-5-12)、(15-5-11) 代 入 (15-5-7) 得 


ZF= | 以 em -如 (15-5-14) 
与 Hilbert 拉 氏 密度 相应 的 哈 氏 密度 在 忽略 边界 项 时 可 表 为 
YH =A, F= ViN| -i 于 于 em -2 +2x2D,N,. (15-5-15) 
因而 与 Hilbert 作用 量 相应 的 哈 氏 量 在 忽略 边界 项 时 可 表 为 
| vin- Rr en, | 
-2 上 VinD, 7 必 ]+2[ ip,| 广 Ne" | (15-5-16) 


积分 号 下 没有 写 出 的 体 元 按 小 节 15.4.1 的 约定 一 律 为 3e 而 非 3e . 注意 到 
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eh “= , 便 知 最 后 一 个 积分 实 为 2 | js 2D。( 六 “Niz”)， 可 用 高 斯 定理 化 为 马 边 
界 上 的 积分 并 留待 最 后 一 并 讨论 ( 见 选读 15-5-1). 暂时 忽略 这 一 积分 , 则 


HI[N,N,;h,,x™*]= 上 VANI-IR+ hI (Aen, 一 237 -2 人 VDp,( 矿 大 
或 
靶 琶 [VRNC+N,C), (15-5-17) 
其 中 
C=—R+ih (rn, 37) ， C=-2D, (hx®). (15-5-18) 


仿照 小 节 15.2.4 及 15.4.3, 只 要 8H/6N 和 6H/6N, 不 在 整个 初级 约束 面 六 上 为 零 
则 要 求 它们 为 零 便 给 出 次 级 约束 . 由 式 (15-5-17) 易 得 
8H/SN =h ?°C, SHISN, = hh 2C?, 
所 以 次 级 约束 为 
C=—R+h (zen, -7) =0 (15-5-19) 


和 
C=-2D,(h xr®)=0. (15-5-20) 
利用 xs 同 Ks 的 关系 式 (15-5-12) 不 难 验 证 式 (15-5-19)、(15-5-20) 与 $14.5 曾 推 出 的 
约束 方程 (14-5-9)、(14-5-10) 一 致 . 
真空 爱 因 斯 坦 方程 Gw = 0 当然 满足 约束 方程 (15-5-19)、(15-5-20), 于 是 由 式 
(15-5-17) 有 五 =0. 这 是 否 表明 相应 的 引力 场 的 总 能 量 为 零 ? 问题 在 于 式 (15-5-17) 
是 忽略 边界 项 的 结果 . 考虑 边界 项 后 的 答案 见 选 读 15-5-1. 
仿照 小 节 15.2.4 (及 小 节 15.4.3 ) 还 可 知道 
hh 二 ， t= 一 0 (15-5-21) 
ON 6h, 
代表 演化 方程 . 所 以 和 欲 得 演化 方程 应 先 计 算 泛 函 导数 SF/5r% 和 6H/8h, .为 此 ， 
把 式 (15-5-15) 改 写 为 


谊 = 六 ++ 衣 + 谣 ， (15-5-22) 
其 中 


FH=NVNR, Y= Fs, -3 坊 =2rzaeD_N (15-5-23) 
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先 考虑 和 N,N,, hss,X” 中 只 有 8xr” =#0 的 情况 . 这 时 


6 | ab =0， 0 入 | 


GD 
S72z0 =2(D,Ni )07 》 


6x7 "#0 
N ab N 
86% re TdT — X67) -Ee — Ahs) on gE 》 
其 中 第 二 步 用 到 xz =x”“h, 之 Sr = 有 ,657 .于 是 
N ab 
6H |.0= | 坟 —Xh,;) +2D,N, | Sr”， 


从 而 
和 2N 
57z Vh 
上 式 最 末 一 项 加 圆 括号 是 出 于 如 下 考虑 : 设 68 = [zs8z% ,在 zw =x(% 的 情况 
下 , 若 7wm 满 足 上 式 , 则 Yu + Aos (其 中 Ass = Aissl) 也 满足 .为 消除 泛 函 导数 的 这 一 
不 确定 性 , 我 们 约定 在 x”=x(” 的 情况 下 把 6H/8x” 定 义 为 x(wo,- 
再 考虑 只 有 56h, #0 的 情况 . 这 时 式 (15-5-23) 最 好 明确 表 为 


区 -rh +2DoN, (15-5-24) 


H(A)=-NVh(A) RA), 0 Ee pnb t(D) -7 :|， P(N=27" DN,. 
(15-5-237) 
仿照 式 (15- 1.40) 的 推导 可 推 得 (当时 用 到 5g = gg“6g,,, 现在 要 用 56h = hh“%6h,,) 
SH ls0=—NVh Dv, — NVh | 2R -5 Rh ne, (15-5-25) 
其 中 
v, =D’6h,, ~ h“D,6h,. (15-5-26) 


式 (15-5-25) 右 边 第 一 项 =- Vh[D*(Nv,)-vD’N]=Vhv_D’N 
=Vh(D’N)D’Sh, -VA(DN)n®D, oh, 


=—Vh(D’D’N) Sh, +Vh h” (DD N)Sh, 


=(—_VhD’D’N + Vhh*D.D’N) 5h,, (15-5-27) 
其 中 第 二 、 四 步 都 略 去 了 边界 项 . 仿照 (15-1-36) 的 推导 可 得 6h = 一 h“h”*?6h,, 故 
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式 (15-5-25) 右 边 第 二 项 =NVh a(R, -3 Rh ja 


=NVh | Rs 5 Rh jn, | 
代入 式 (15-5-25) 得 


3 用 lw = -iD —h*DDN)+NVh | Re 一 5 3Rh® ] 5h,. (15-5-28) 


由 式 (15-5-23) 第 二 式 得 (再 次 用 6h = hh。6h,,) 


8 2 6h+ El rah ho -hy | 


二 二 [zx 37 | 
0 2 a 7 万 


a [rm 5 “Jan, + Oatnh Bh, — mao8h,) 


| 5 _l a Ca 
-| 3 [7 Tog yt 站 区 亲人 jls. (15-5-29) 
此 外 , 由 式 (15-5-23") 第 三 式 得 


14 
2 | 0=27" (Da N,)=27"6[D,N, — °C°,, (WN.,] 
=—2A" (6°C°,)N.=— A*N’"(2D, 56h, —D,6h,) 


=2x*(D,N’")6h, -MVhD, | 


rN hs, -_VhD, 加 mv Bl 


1 
Vh 
cb a _ 1 ab Arc 

-| DN vip.| 志 N J en (15-5-30) 


TAN | 5h, 


其 中 第 四 步 用 到 56°C =h* (D5h,y +D;,6hy 一 Dy6h,,)/2 [其 推导 类 似 于 式 
(15-1-29) 关 于 6C?w 的 推导 ], 第 五 步 略 去 了 两 个 边界 项 , 第 六 步 用 到 分 部 积分 及 约 
束 方程 (15-5-20). 于 是 由 式 (15-5-28)、(15-5-29) 和 (15-5-30) 得 
dH 
5h, 


=—Vh (DD’N—n*D DN)+NVA | oe -5 ij 
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[mm 三 57 | 十 A 一 ym" | 
+27zeeD .NO —VhD. rad (15-5-31) 
由 式 (15-5-21) 和 (15-5-24)、(15-5-31) 得 演化 方程 
,= 2 -区 | 二 -3 +2D,,N, (15-5-32) 
及 
2 3 


1 N 1 
=Vh(D’D'N—h*D DN)-NVh| R®*- ~ Rh® |+ he) rn 一 一 | 
Vh( DN) | 5 | > [ A 让 


一 er -ja2repm +VhD. Gad . (15-5-33) 
利用 ru 同 Ks 的 关系 (15-5-10) 便 可 验证 以 及 , 庆 4。 表 出 的 演化 方程 (15-5-32)、 
(15-5-33) 同 以 h, ,怀表 出 的 演化 方程 (14-5-11)、(14-5-12) 一 致 . 由 此 可 知 约束 方 
程 (15-5-19)、(15-5-20) 和 演化 方程 (15-5-32)、(15-5-33) 等 价 于 真空 爱 因 斯 坦 方程 
G,, =0. 

第 14 章 末 已 经 指出 , 计算 表明 约束 在 演化 中 自动 保持 , 即 

宇 ( 及 -天 0K2 +K2)=0， (DK. -DK)=0, 

用 本 章 的 符号 表示 也 就 是 C=0 和 C2 =0, 即 次 级 约束 C=0 和 C?* =0 满 足 自 洽 性 
条 件 , 因此 不 会 再 有 进一步 的 次 级 约束 , 终极 约束 面 厂 就 是 由 初级 约束 x = 0， 
zw =0 和 次 级 约束 C=0, C”=0 所 决定 的 子 流 形 .还 可 证 明 ( 见 小 节 15.7.4 ) 所 有 
这 些 约束 都 为 第 一 类 . 仿照 小 节 15.4.3 的 讨论 , 引力 场 的 全 部 约束 为 第 一 类 表明 NN 
和 WN 可 看 作 自 由 拉 氏 乘 子 , 因而 入 和 WN 及 其 共 思 动 量 zxy 和 zw 可 从 动力 学 变 
量 的 行列 中 开除 出 去 , 这 时 的 相 空间 往往 是 指 初级 约束 面 九 . N 和 WN, 的 自由 性 的 
物理 意义 见 小 节 15.7.4 . 
[选读 15-5-1] 

现在 讨论 一 直 被 忽略 的 边界 项 问题 . 由 于 有 3+1 分 解 ,定义 作用 量 所 用 的 开 
域 U 自然 取 “ 三 明治 ” 式 [ 见 式 (15-1-8) 前 的 一 段 ], 即 避 是 介 于 分 层面 号 和 马 的 
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时 空 区 域 . 广义 相对 论 的 哈 氏 形式 对 整体 拓扑 和 边界 条 件 提出 如 下 要 求 : 马 要 么 
是 紧 致 且 无 汝 界 的 (例如 3 维 球面 8 ), 要 么 忆 存 在 一 个 紧 致 子 集 , 其 补 集 微分 同 胚 
于 及 中 的 一 个 闭 球 的 补 集 ( 即 在 足够 远 处 有 最 简单 的 拓扑 ), 而 且 允 上 的 场 量 的 
边界 条 件 足 以 保证 它 在 空间 无 限 远 为 渐 近 平 直 . 

先 讨论 马 为 紧 致 而 且 没 有 边界 的 情况 (相应 的 时 空 称 为 封闭 宇宙 ), 这 时 
U= 己 吕 兄 .现在 对 前 面 计算 如 时 所 有 略 掉 的 边界 项 算 一 笔 总 帐 

首先 ， Hilbert 作用 量 S 比 正确 作用 量 S' [ 见 式 (15-1-46)] 少 一 附加 项 2 ,我 
们 来 证 明 它 与 式 (15-5-6) 中 被 略 去 的 2V。(n”V。n) 的 贡献 恰好 相 消 . | 天 中 的 天 
是 边界 UU 的 外 曲率 KK 的 迹 , 而 Ks 的 定义 涉及 UU 的 单位 法 矢 [ 正 因 如 此 才 可 能 
与 V,(n*V。n“) 相 消 ]. 但 法 矢 的 方向 问题 现在 比较 微妙 . 由 于 涉及 高 斯 定理 

人 eV = je ，  [ 见 式 (15-1-41)] 

而 现在 避 = 马 吕 马 的 法 和 拓 类 时 , 根据 上 册 85.5 注 2 ,定义 玉 时 要 用 了 的 内 向 法 拓 . 
然而 从 Vs(n*Von) 的 来 源 考察 , 法 矢 应 指向 未 来 , 在 马上 固然 向 内 , 但 在 品 上 却 
向 外 ,与 态 玉 对 法 拓 的 要 求 不 尽 相同 , 有 必要 用 不 同 符号 区 分 两 种 法 失 . 我 们 用 


n” 代表 指向 未 来 法 夭 , 而 用 凑 代 表 内 向 法 和 拓 , 于 是 对 也 和 思 分 别 有 °=n* 和 
je 二-n" .既然 | 涉及 的 Kos 是 用 拓 定 义 的 ,不 如 把 Ks 和 相应 改 记 为 尺 和 
天 ,后 者 又 可 表 为 
K=h*kK, = 710jeV A = gr Vi +imy Rh =V 六 . 

于 是 下 式 表 明 略 去 2V。(n”V。n) 与 略 去 2 的 效果 相 消 : 

[2v, mv,n) =2|, ("Vn ) i =2 (Vi) i = 2 = |,R, 
其 中 第 一 步 用 到 高 斯 定理 . 车 要 补 写 积分 体 元 , 则 U 上 的 积分 应 补 与 gs 和 送 配 的 &， 
而 U 上 的 积分 应 补 E 在 避 上 的 诱导 体 元 人 ,满足 Epos = JEupe， 其 中 办 是 避 的 外 
向 单位 法 夭 , 见 式 (5-5-6) 及 其 说 明 . 

其 次 , 式 (15-5-6) 中 曾 被 略 去 的 -2V,(n“V n°) 的 贡献 为 零 , 因为 

人 2V,(n°V,n’)=2 | (nV,n’)R. =2 | (jrV A) = | jeV (iin) =0. 
第 三 , 由 于 马 没 有 边界 , 式 (15-5-16) 最 末 一 项 贡献 为 零 . 因此 , 即使 计算 太 时 


Q@ 这 一 要 求 可 弱化 为 允许 忆 包含 不 止 一 个 渐 近 平 直 区 ,以 便 适 用 于 诸如 施 瓦 西 时 空 的 Kruskal 延 拓 . 
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不 略 去 任 一 可 化 为 边界 项 的 项 , 所 得 结果 仍 为 式 (15-5-17). 同 理 , 在 计算 SF/S1 
的 过 程 中 略 掉 的 各 项 也 都 因 马 没有 边界 而 可 略 去 . 

下 面 讨论 兄 为 非 紧 致 且 渐 近 平 直 的 情况 . 选读 15-1-1( 结 果 为 S=S+2 [, 天) 
是 对 任意 形状 的 U 讨论 的 , 现在 U= 世 UU 区， 关于 吕 的 边界 条 件 是 劝 和 帮 上 的 
场 要 渐 近 平 直 . 如 果 仿照 紧 致 情况 的 思路 从 作用 量 所 应 添补 的 边界 项 谈 起 , 势必 更 
加 复杂 . 但 我 们 可 直接 从 哈 氏 形式 着 手 . 把 引力 场 论 重 铸 为 哈 氏 形式 的 关键 是 找 出 
适当 的 哈 氏 量 万 ,使 由 有 ,=6H/6z 和 =-6H/5h,, 求 得 的 演化 方程 恰 为 式 
(15-5-32) 和 (15-5-33), 因为 814.5 已 经 证 明 它 们 配 以 约束 方程 (15-5-19)、(15-5-20) 
等 价 于 真空 爱 因 斯 坦 方程 . 因此 , 我 们 不 必 逐 项 追究 对 拉 氏 密度 以 及 从 它 出 发 求 得 
及 表达 式 (15-5-17) 的 过 程 中 所 作 的 添加 和 忽略, 只 须 检查 从 该 式 的 厅 出 发 通过 计 
算 泛 函 导 数 6H/56z” 和 56H/8h,, 导出 演化 方程 (15-5-32) 和 (15-5-33) 的 过 程 中 所 略 
去 的 边界 项 , 然后 考虑 如 何 修改 万 的 表达 式 以 使 在 保留 这 些 项 时 恰 能 得 出 式 
(15-5-32) 和 (15-5-33). 利用 空间 渐 近 平 直 条 件 可 在 忆 上 选择 渐 近 笛 卡 儿 系 {xi}. 令 


r= + y+), 
则 7 一 oo 代表 趋 于 空间 无 限 远 .选择 3+1 分 解 所 用 的 类 时 矢量 场 12 使 得 在 ->o% 
时 N。 一 0, N- 六 一 0( 其 中 六 为 某 常数 ), 而 且 各 量 的 分 量 (及 其 对 坐标 的 导数 ) 赵 
于 零 的 速率 满足 Regge and Teitelboim(1974) 的 潮 近 为 零 条 件 ( 例 如 N’'~r-!， 
N- 入 ~ ). 以 S 代 表 半 径 为 + 的 坐标 球面 ,把 在 58/8h,, 计算 中 略 去 的 各 项 表达 
为 S$ 上 的 面积 分 , 利用 渐 近 为 零 条 件 便 可 发 现 除 一 个 面积 分 外 都 在 r -> oo 时 趋 于 
零 . 例如 , 式 (15-5-27) 中 第 三 个 等 号 后 的 第 一 项 曾 被 表 为 
vpn(D“N)D'5 =Vh D,[(D,N)Sh®]— VA(DD’N)Sh, =_Vh(D’D’N)Sh,, 
其 中 最 后 一 步 略 去 的 一 项 在 S 面 内 ( 开 球 ) 的 积分 为 
人 2 VAD,[(D_N)Sh®]= 直 AI(D_N)Sh*] >0 当 六 ->oo， 
其 中 是 S 的 单位 法 和 失 . 上 式 第 一 步 用 到 高 斯 定理 , 第 二 步 是 由 于 N 在 ->oo 时 
足够 快 地 趋 于 常数 . 上 面 提 到 的 唯一 非 零 面积 分 来 自 式 (15-5-27) 第 一 个 等 号 后 的 
第 一 项 , 即 -VhD"(Nv,) . 它 在 S 面 内 的 积分 可 由 高 斯 定理 化 为 -人 Nuopa ,以 式 
(15-5-26) 代 入 得 
-| Nos =- 人 NFopx ID。(GGpu)-DeG6i)]， 


以 -8C 代表 上 式 在 7 一 oo 时 的 极限 , 因 7 ->oo 时 N->N( 常 数 ) hr >6”， 
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D. 一 8. (与 欧 氏 度 规 适 配 )， 


sc=nim [| [ 落 ] jE | 当 N 宙 s iw 总- a (15-5-34) 


前 面 从 式 (15-5-17) 的 万 表达 式 出 发 略 去 所 有 边界 项 得 
8H = [ (TB — S286h,), (15-5-35) 


其 中 工 , 和 SS 分 别 是 式 (15-5-32) 和 (15-5-33) 最 右边 的 长 式 的 简写 . 现在 看 到 , 如 果 
不 忽略 边界 项 , 则 上 式 不 成 立 而 应 代 之 以 下 式 : 


和 上 (T ,8a®* — S26h,) -6C. (15-5-36) 
令 
~ r/oh 87 
2 和 i 8 
H'=H+C ti | 3 F | (15-5-37) 
则 
S 上 (Ts Sr® — SL6h,,), (15-5-38) 
故 68'/6z“ ==T,,，5H'/5hs = -SS 多 . 若 选 万 ' 为 哈 氏 量 , 则 由 哈 氏 方程 
8H 8H 
有 ,= i 一 一 
” 6x” 入 由 5] 


便 得 引力 场 的 演化 方程 (15-5-32) 和 (15-5-33). 所 以 H' 可 用 作 真 空 引 力 场 的 哈 氏 
应 该 强调 , 哈 氏 量 的 必要 条 件 是 存在 张 量 场 了 ， 和 张 量 密度 场 8S 史 使 


5 ( 哈 氏 量 ) = | (T ,8x4* — S86h,). (15-5-39) 


因为 只 有 这 样 方 可 定义 泛 函 导数 6( 哈 氏 量 )/6x”” 和 6( 哈 氏 量 )/8h, ,而 只 有 这 两 
个 导数 有 意义 方 可 导出 哈 氏 演化 方程 . 然而 由 式 (15-5-17) 定 义 的 也 在 渐 近 平 直 情 
况 下 的 变 分 6 (不 忽略 边界 项 ) 并 不 满足 这 一 要 求 , 所 以 五 根本 不 是 哈 氏 量 . 反之 ， 
及 "的 变 分 6H' 不 但 可 表 为 式 (15-5-39) 的 形式 , 而 且 式 中 的 T， 和 5S2 分 别 等 于 式 
(15-5-32) 和 (15-5-33) 最 右边 的 长 式 , 因而 由 jp =8F7/8z% 和 方 % = 一 SS1 给 
出 的 演化 方程 正 是 引力 场 的 演化 方程 , 所 以 说 有 H' 才 是 真空 引力 场 的 正确 的 哈 
氏 量 . 

现在 就 可 以 回答 前 面 [ 式 (15-5-20) 后 ] 提 出 的 问题 . 对 空间 渐 近 平 直 的 情况 , 哈 
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反 量 应 为 五 ' 而 非 刀 .因为 妃 在 约束 面 上 的 值 为 震 , 所 以 万 ' 在 约束 面 上 的 值 为 
a 
C=K him), | [她 - 恕 放 | (15-5-40) 


与 式 (12-7-5) 对 比 可 知 此 值 正 比 于 渐 近 平 直 时 空 的 ADM 能 量 .只 要 把 N 所 渐 近 趋 
于 的 常数 取 作 1/16r , 则 C 正 好 等 于 ADM 能 量 . 于 是 得 到 “ 哈 氏 量 甩 ' 在 约束 面 厂 
上 的 数值 等 于 ADM 能 量 ” 这 一 满意 结论 .事实 上 , 正 是 哈 氏 形式 的 这 一 讨论 为 
ADM 能 量 的 创意 提供 了 动机 , 而 式 中 的 系数 1/16r 则 只 须 把 该 式 用 于 施 瓦 西 时 空 
并 要 求 所 得 的 ADM 能 量 已 等 于 施 瓦 西 度 规 的 参数 M 便 可 得 到 . [选读 15-5-1 完 ] 
[选读 15-5-2] 

- 考虑 到 引力 场 能 的 非 定 域 性 ( 见 小 节 12.6.3 ), 许多 相对 论 学 者 长 期 以 来 致力 于 
寻找 准 局 域 能 ( 动 ) 量 和 和 角 动 量 的 合理 定义 , 其 中 不 少 人 采用 哈 氏 方法 . 下 面 非常 简 
略 地 介绍 Nester 等 在 这 方面 的 工作 的 要 点 :既然 全 空间 忆 的 哈 氏 量 互 "的 数值 (在 
满足 引力 场 方程 的 前 提 下 ) 等 于 边界 面积 分 , 即 ADM 能 量 , 自然 可 以 认为 马 的 任 
一 有 限 3 维 区 域 o, (其 边界 9c, 为 闭合 2 维 面 ) 的 哈 氏 量 瓦 (ca, ) 的 数值 代表 该 区 域 
内 的 准 局 域 引 力 场 能 .与 乙 的 能 量 值 类 似 , 百 '(c,) 也 可 表 为 两 项 之 和 : 


H'(o,)= 人 eh + [ dB ， 


其 中 多 =NC+NiC?" [参见 式 (15-5-17)], B 是 一 个 2 形式 场 . 由 于 引力 场 满足 约束 
方程 , 上 式 右 边 第 一 个 积分 为 零 , 于 是 由 Gauss 定理 得 
Fo)= 人 B. 

因此 , 任 一 时 刻 1 的 任 一 2 维 闭 曲 面 00, 内 的 准 局 域 能 量 等 于 一 个 边界 面积 分 
a B .然而 被 积 2 形 式 B 并 不 唯一 , 事实 上 , 他 们 发 现 前 人 求 得 的 每 种 诈 张 量 都 对 
应 于 现在 的 一 个 边界 项 . 他 们 还 进一步 对 边界 项 的 唯一 性 做 了 深入 讨论 , 发 现在 满 
足 合理 条 件 的 情况 下 这 一 边界 项 ( 准 局 域 量 ) 被 确定 到 只 有 两 种 选择 的 程度 , 详 见 
Chen and Nester(2000) 和 Nester(2004) 及 其 所 引文 献 . [选读 15-5-2 完 ] 


§15.6 ” 张 量 密度 [选读 ] 


张 量 密度 在 广义 相对 论 的 拉 氏 、 哈 氏 形 式 (特别 是 §15.7 ) 以 及 许多 数学 物理 问 
题 (例如 几何 量子 化 ) 中 都 有 重要 应 用 , 本 节 对 此 作 一 比较 详细 的 介绍 . [可 参阅 
Ashtekar(1991), Woodhouse(1980), Lee and Wald(1990) . ] 

设 es.。 是 定向 流 形 M 上 与 定向 相 容 的 一 个 体 元 ( 称 为 右手 体 元 ), 则 它 依 下 
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式 决定 唯一 的 全 反 称 (n,0) 型 张 量 场 &"% : 


Ee , =n!. (15-6-1) 


我 们 称 E% "为 与 体 元 es..。 相伴 的 (右手 ) 上 标 体 元 . e。.。 和 B" 又 分 别 简 记 
为 e 和 e. 
定义 1 设 朵 是 7 维 定向 流 形 , 多 (K]) 是 M 上 全 体 光 滑 (有 站 ) 型 张 量 场 的 集 
合 ,， Diy 是 M 上 全 体 右 手 上 标 体 元 的 集合 , 即 Gir = {E=E4 2 }, 则 映射 
T : ,> FH,(k,D) 
称 为 M 上 的 权 (weight ) 为 m (e 民 ) 的 (h1) 型 张 量 密度 场 (tensor density field ), 若 
T(ge)=a"T(e), vee®,, geF(0,0), a>0. (15-6-2) 
定义 1 中 的 “ 场 ” 字 来 源 于 了 可 逐 点 定义 . 设 PEeM, 则 下 |， 定义 为 把 E|， 变 为 
也 点 的 (k,1) 型 张 量 的 映射 .而 E|, 又 可 表 为 Ee(p), 故 T(E2(p))) 就 是 pp 点 的 一 个 
(k,1) 型 张 量 . 在 这 个 意义 上 也 可 把 了 (8) 改写 为 复合 映射 To8 ,于 是 式 (15-6-2) 又 
可 表 为 
7To(wxcaj=a"rToz)，vesG， aeF(0,0), a>0. (15-6-2") 
张 量 密度 了 是 一 个 非常 特别 的 映射 :只 要 指定 其 定义 域 Bis 的 一 个 元 素 忆 的 
像 To& ,整个 映射 就 被 式 (15-6-2") 完 全 确定 (因为 Byy 的 任意 两 个 元 素 只 差 一 个 乘 
子 ). 这 一 特点 给 讨论 带 来 许多 方便 . 例如 , 为 定义 权 为 m 的 张 量 密度 只 须 指明 它 作 
用 于 某 一 Ee Dyy 的 像 , 为 证 明 某 张 量 密度 为 零 只 须 证 明 它 作用 于 某 一 Ee Dy 得 
权 相 同 的 张 量 密度 的 加 法 以 及 张 量 密度 的 数 乘 按 最 自然 的 方法 定义 . 权 为 mn 
的 (k,1) 型 张 量 密度 了 与 权 为 m' 的 (Kk',1) 型 张 量 密度 7 了 ' 的 乘积 TT'(@ 号 略 ) 也 是 张 


(TT)o€ := (To0) ® (7'o2), (15-6-3) 
易 证 TT' 是 权 为 (m+m') 的 (K+k',1+1) 型 张 量 密度 . 
设 2E 是 与 体 元 e 相伴 的 上 标 体 元 , 了 是 任 一 张 量 密度 场 , 则 
T=Tog (15-6-4) 
随 体 元 2 的 选择 而 变 ,因此 是 体 元 依赖 的 张 量 场 , 称 为 张 量 密度 场 了 在 体 元 2 上 的 
表示 . 设 {(e,)"} 是 一 个 右手 基底 场 , (一 般 只 能 局 域 定义 , 即 只 定义 在 M 的 菜 一 开 
集 上 .) {(e*),} 是 其 对 偶 基底 场 , 则 
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ea := (e)。 和 人 … 入 (e”)。 (15-6-5) 
和 
er := (el)4 和 A: 和 (es)” (15-6-6) 


便 是 由 该 基底 定义 的 局 域 体 元 及 其 相伴 的 上 标 体 元 (上 标 形式 的 ^ 积 的 定义 与 下 
标 形式 的 人 ^ 积 的 定义 相仿 ),. 用 上 式 的 E4 和 作为 式 (15-6-4) 的 E 所 得 的 了 也 可 称 为 
了 在 基底 {(ej,)*} 上 的 表示 , 是 基底 依赖 的 张 量 场 . 把 张 量 密度 与 普通 张 量 ( 指 非 基 
底 依赖 的 张 量 ) 作 一 对 比 有 助 于 加 深 理 解 . 张 量 密度 是 绝对 的 ,但 其 表示 却 基 底 依 
赖 . 这 与 张 量 的 绝对 性 及 其 分 量 的 基底 依赖 性 非常 类 似 , 在 坐标 语言 中 , 知道 了 张 
量 的 全 部 分 量 也 就 知道 了 张 量 本 身 , 而 且 对 张 量 的 所 有 陈述 都 用 分 量 来 表达 . 类 似 
地 , 对 张 量 密度 也 可 用 其 表示 来 表达 . 如 果 说 张 量 可 分 为 张 量 自身 及 其 分 量 两 个 层 
次 , 那么 张 量 密度 可 分 为 密度 自身 、 其 表示 以 及 表示 的 分 量 等 三 个 层次 , 例如 , 张 量 
密度 7 了 "的 表示 是 T= 了 T*，o8 ,表示 的 分 量 则 是 T4 =(e*),(e,)*(7T”, o2) .对 
同一 了 , 当 基 底 改 变 时 其 表示 从 一 个 张 量变 为 另 一 张 量 , 因此 表示 的 分 量 不 服从 张 
量 分 量变 换 律 .下面 给 出 (证 明 ) 表 示 在 基底 变换 时 的 变换 规律 , 由 此 易 得 表示 的 分 
量 的 变换 规律 . 
命题 15-6-1 设 两 个 右手 基底 {(e,)},{(e@,)*} 有 如 下 关系 : (ei)?= 4A"(e,)“， 
它们 的 上 标 体 元 分 别 为 E 和 &', 则 权 为 m 的 张 量 密度 T 的 表示 在 基底 变换 
{(ej)“}P {(ei,)“} 下 的 变换 规律 为 
To2'’=J”"To8, (15-6-7) 
其 中 J 为 两 基底 间 的 雅 可 比 行列 式 , 即 J =det(A”,)>0. 
证 明 先 看 n=2 的 情况 . 这 时 
e'® =(el)” 和 (es)” =[A'i(e1)* + A*i(es)’]A[A' (01) + 4’, (es)"] 
=(4"14°, -AA',)(e)" 和 (ez) =Je™. 
这 一 证 明 思 路 可 推广 至 nn 为 任意 正 整 数 的 情况 , 结论 是 
2 -Jemm 或 8'=Je. (15-6-8) 
于 是 Toe@'’=To(Je)=J"Tog. 回 
由 于 本 书 涉及 的 张 量 密度 场 大 都 与 度 规 有 关 , 我 们 对 M 上 有 度 规 g， 时 的 张 
量 密度 作 一 讨论 . 以 se.a 代表 与 gm (及 定向 ) 适 配 的 唯一 体 元 , 则 其 相伴 上 标 体 
元 5 94 满足 下 式 (右边 对 任何 号 差 的 度 规 都 不 加 负 号 ): 


Qa 


Ee (15-6-9) 
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Eu .oa 与 任 一 基底 的 体 元 e。 .。 的 关系 为 [ 见 式 (5-4-4)] 


人 (15-6-10) 


四 an 


其 中 8 是 gm 在 该 基底 的 行列 式 . 由 此 易 得 两 个 上 标 体 元 之 间 的 关系 


Em go. (15-6-11) 
Vigl 
式 (15-6-5)、(15-6-6)、(15-6-10)、(15-6-11) 又 可 分 别 简 写 为 
e=eA 人 …Ae" E=@ 和 Ae,, E=|g| ee, E= - I (15-6-12) 
8 
请 注意 ee，2 0 “依赖 于 基底 而 6。.。, 5% 与 基底 无 关 . 
用 下 式 定义 权 为 1 的 标量 密度 场 六 : 
yo8:=1, (15-6-13) 
则 由 式 (15-6-11) 易 知 
7oz=vlg|. (15-6-14) 


可 见 户 的 表示 就 是 省 g| .因为 8 是 度 规 在 所 论 基 底 的 行列 式 [由 式 (15-6-7) 可 知 
Vig'1=JVig|], 所 以 标量 密度 场 了 的 表示 式 基底 依赖 的 标量 场 . 正如 在 分 量 语言 
中 常 把 张 量 的 分 量 称 为 张 量 那样 , 人 们 也 常 把 密度 的 表示 称 为 密度 . 例如 , 人 们 党 
说 Vig| 是 权 为 1 的 标量 密度 场 . 

设 了 是 任 一 权 为 1 的 (肛门 型 张 量 密度 场 , 则 其 表示 


7T=7oz=7o(Vgl 引 =Vgl7oz. 
令 T=ToB, 则 是 一 个 与 基底 无 关 的 (k,1) 型 张 量 场 , 于 是 上 式 可 改写 为 
T=Vgl. (15-6-15) 
既然 常 把 密度 的 表示 称 为 密度 , 在 简易 讲法 中 不 妨 用 上 式 作为 权 为 1 的 张 量 密度 
的 定义 . 我们 在 小 节 15.1.3 中 正 是 这 样 做 的 [ 式 (15-1-25) 及 其 前 后 ]. 类 似 地 , 对 权 为 
m 的 张 量 密度 了 有 
T=Vg| 了 ， 其 中 =T 了 o8. (15-6-16) 


式 (15-6-15) 和 (15-6-16) 的 优点 是 把 了 的 “密度 味 ” 和 “ 张 量 味 ”分 别 体 现 于 因子 
Vig|( 或 Vig| ) 和 证 上 ,其 中 是 不 带 密度 味 的 张 量 . 因此 ,也 可 把 式 (15-6-15) 和 
(15-6-16) 的 操作 称 为 退 密度 化 (dedensitization). 


“70 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


标量 场 是 最 特殊 的 张 量 场 , 它 的 分 量 同 基底 无 关 , 因而 可 认为 分 量 等 于 了 
自身 . 类 似 地 , 设 人 是 权 为 0 的 张 量 密度 , 则 它 作用 到 任 一 Ee Diy 都 得 同一 张 量 ， 
这 表明 它 的 表示 T=To2 同 基 底 无 关 , 所 以 可 把 m=0 的 张 量 密度 认同 为 张 量 . 任 
何 张 量 T 都 可 看 作 m=0 的 同型 张 量 密度 T, 且 To8 =T Ve e Dyy .这 种 认同 的 一 
大 好 处 是 使 张 量 密度 与 张 量 的 乘积 (及 缩 并 ) 有 意义 . 

用 下 式 定义 权 为 -1 的 (0,n) 型 全 反 称 张 量 密度 场 6 : 

Eo8 :=€, (15-6-17) 
则 


1 
2zoz=Eo(Jlg| 引 = 人 (15-6-18) 
|g| 


于 是 e 也 可 看 作 6 在 上 标 体 元 2 的 表示 , 因此 常 说 es .。 是 权 为 -1 的 nn 形式 密度 场 . 
由 于 @ 和 7 的 权 分 别 为 -1 和 +1, 其 积 7E 是 权 为 零 的 张 量 密度 , 即 张 量 . 这 也 可 从 
它 的 表示 的 体 元 无 关 性 看 出 : 设 是 任 一 基底 的 上 标 体 元 , 则 


Bee eaEoa= 8 -5 (与 体 元 无 关 ) 


此 式 还 说 明 7E 正 是 与 g,, 适 配 的 体 元 & 


QI1…'Gn 》 


即 
7PE=e. (15-6-19) 


借 此 可 对 真空 引力 场 拉 氏 密 度 省 g| 尺 的 引入 加 深 理 解 . 真空 引力 场 的 Hilbert 作用 
量 定义 为 S= | Re . 由 于 积分 体 元 = 依赖 于 场 变量 g%% ,应 用 哈 民 原理 时 还 须 考虑 
2 的 变 分 ,为 免 去 这 一 麻烦 ,可 借 式 (15-6-19) 把 S= | Re 改写 为 S= |R7E . 令 
多 =R7( 把 RR 看 作 m=0 的 标量 密度 场 ), 便 有 


人 | Ze. (15-6-20) 


这 种 做 法 的 实质 是 把 E 和 .多分 别 看 作 新 的 体 元 和 拉 氏 密度 , 好 处 在 于 新 体 元 6 与 
g” 无 关 ( 不 论 g” 如何, 6 作用 到 任 一 上 标 体 元 2 都 给 出 其 相伴 的 e), 因而 不 必 参 
与 变 分 , 所 付出 的 代价 则 是 新 拉 氏 密度 .是 标量 密度 场 , 不 像 普通 标量 场 R 那 样 
简单 . 因 ZE 的 表示 为 (ZE8)oB=RYgle, 故 式 (15-6-20) 亦 可 表 为 S$= [Rigle， 
与 小 节 15.1.3 实质 一 致 . 

下 面 介绍 张 量 密度 场 的 导数 , 这 时 不 要 求 流 形 M 上 有 度 规 场 . 先 对 张 量 场 的 
导数 定义 做 一 回顾 . 设 Va 是 MH 上 任 一 协 变 导数 算 符 , 则 (10) 型 张 量 场 v 的 协 变 
导数 Vv 是 (1,1) 型 张 量 场 . 以 v" 代表 vw? 在 菜 (坐标 ) 基 底 的 分 量 , 则 它 有 两 种 导数 ， 
即 v” ,uy 和 vp. 虽然 "是 张 量 场 U* 的 分 量 (这 些 分 量 “ 组 装 ” 成 张 量 v?), vy 却 


第 15 章 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 .71 . 


不 是 任何 ( 非 基底 依赖 的 ) (1,1) 型 张 量 的 分 量 , 我 们 说 张 量 经 这 样 一 求 导 就 “ 散 架 ?” 
了 . 然而 Uy 却 有 本 质 不 同 : 它 定义 为 ( 非 基底 依赖 的 ) 张 量 Vv’ 的 分 量 , 就 是 说 它 
能 组 装 成 张 量 wy” ,因而 不 散 架 . 设 T 是 张 量 密度 场 , 了 = 下。z 是 其 表示 , 我 们 想 
借助 于 对 应 关系 了 人 ev”, 了 oB tv" 寻求 了 的 协 变 导数 V ,的 合理 定义 . VT 了 自 
然 对 应 于 Vsv”. (坐标 ) 基 底 国定 后 , v" 是 普通 标量 场 , 它 有 一 种 自然 的 导数 (对 坐 
标的 偏 导数 ) 此 即 v",j. 类似 地 , 基底 固定 后 ,了 。E 是 普通 张 量 场 , 它 也 有 一 种 自 
然 的 导数 , 即 用 Va 的 求 导 结果 , 自然 记 作 V。(。z) . 可见 V,(Po2)<> vw. 关键 问 
题 是 :与 v";y 对 应 的 是 什么 ?注意 到 v",y 是 Vv? 的 坐标 分 量 , 即 
Uv”, = (Vv )(O/Ox’)’ (dx’ ),, 

可 知 它 对 应 于 VT 了 的 表示 , 即 (V, 了 )o2 Cv. 仿照 ,=V" +",sv”,( 附 加 项 
六 mg 保证 v*;y 是 某 张 量 的 分 量 , 即 保 证 v" 求 导 后 不 散 架 .) 我 们 把 (VT)o2 定 
义 为 V,(To8) 与 一 个 适当 的 附加 项 之 和 ,请 看 如 下 定义 . 

定义 2 设 Vs 是 定向 流 形 MM 上 的 任 一 无 挠 协 变 导数 算 符 , 则 M 上 权 为 区 的 
(k,7) 型 张 量 密度 场 了 的 协 变 导数 V,T 了 是 权 为 m 的 (k,1+1) 型 张 量 密度 场 ,定义 为 


(VsT)o8 := V,(To0)-my,(e,V) Tog, Vee®,, (15-6-21) 
其 中 WwW,(e,V) 是 由 下 式 定义 的 唯一 对 偶 矢量 场 : 
VE =y (eV) eo" ”. (15-6-22) 


在 Wo 的 括号 里 写 5 和 V 旨 在 强调 yw 依赖 于 和 VV. 作为 习题 , 请 读者 验证 由 式 
(15-6-21) 定 义 的 VT 了 的 确 是 权 为 m 的 (k,1+1) 型 张 量 密度 场 ( 求 导 后 不 散 架 ), 即 验证 
(VT)o (a2)=a”"(V,T)o8, Ve,ae e Dy. (15-6-23) 
注 1 由 定义 2 可 知 :(D 张 量 密度 场 的 协 灾 导数 有 线性 性 并 满足 菜 布 尼 论 律 . 
加 把 张 量 场 T 了 看 作 权 为 0 的 张 量 密度 场 了 , 则 了 与 7 的 协 变 导 数 V,T 一致 
注 2 由 式 (15-6-22) 可 知 , 当 V, 与 E 相 适 配 ( 即 V,2%% =0) 时 yw(2,V) =0. 
式 (15-6-21) 虽 然 给 出 VT 的 定义 ,但 却 带 着 VT 的 作用 对 象 8, 不 是 V,F 了 的 
显 表达 式 , 不 便 应 用 . 为 了 思 掉 ,我 们 先 对 矢量 密度 场 5° 作 一 讨论 . 把 式 (15-6-21) 
用 于 1 得 
(VD )ee=Vo( 态 oz) (e,V)D oF. (15-6-24) 


任 选 坐标 系 {x“} ,以 Ta 代表 Va 在 该 系 的 克 氏 符 , 令 上 式 的 为 
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"==( 二 | 六 总 ] (15-6-25) 
Ox 


Ox 
ws(e,V)=7 (15-6-26) 
[提示 :用 8 和 厂 " 表 出 VE , 令 其 等 于 W,(2,V)e"“ ,再 同 e。..。 缩 并 .] 于 是 


则 可 证 明 ( 习 题 ) 


(V 下)oe=V， (Do2) -ml ca Dro2=0,(0D? o2)+T ?a Dml ‘ca Dog 


= (O05° 十 pa DV — ml “ca 0°) oe， (15-6-27) 
其 中 第 三 步 是 因为 8.E4 “=0 导 致 Wy (2,0)=0. 由 上 式 便 可 得 到 VD 的 ( 思 掉 了 
作用 对 象 E 的 ) 显 表达 式 : 
VD =00 +T?D° -mI°0°. (15-6-28) 
上 式 表明 矢量 密度 场 和 矢量 场 的 协 变 导 数 表 达 式 在 形式 上 只 差 含 一 mT“ou 的 
一 项 . 不 难看 出 这 一 规律 对 任意 型 张 量 密度 场 也 适用 . 注意 到 (Kk,1) 型 普通 张 量 场 
7…… 的 协 变 导数 表达 式 (3-1-8), 便 有 


VT …... =[8.7… +(E+1 个 金太 .的 项 ] -mr oaT. ， (15-6-29) 
与 六 遂 张 量 场 导 修 公式 形式 一 祥 
其 中 90, 是 坐标 系 {x“} 的 普通 导数 算 符 , 本 ‘pa 是 Vs 在 {x“} 系 的 克 氏 符 . 
为 了 便于 具体 计算 , 我 们 来 找 出 式 (15-6-29) 的 坐标 分 量 表 达 式 . 仍 先 以 式 
(15-6-28) 为 例 . 令 v.= Dso2 ,用 式 (15-6-28) 作 用 于 式 (15-6-25) 的 EE 并 再 次 利用 
Wa(e,0)=0 得 


(VD )o2=0v0? +T ?a Vv -ml oa v?. 


以 (0/0x4)*(dx"), 缩 并 全 式 得 


[v.09) oa 去 | (de = V+ Tv -ml v0". (15-6-30) 
上 式 左 边 是 D4 的 协 变 导数 ,Ds 的 表示 (VD)o2 的 坐标 分 量 , 记 作 v", 便 有 

UV" ;n= UV" ,+ Tyov®” -ml "ow". (15-6-31) 

这 就 是 矢量 密度 场 D” 的 协 变 导 数 的 坐标 分 量 (其 实 是 其 表示 的 坐标 分 量 ) 的 表 

达 式 ,与 普通 矢量 场 的 协 变 导数 的 坐标 分 量 表达 式 相 较 , 上 式 在 形式 上 多 出 一 项 
一 7 六 "ouD .不 难看 出 这 一 规律 适用 于 任意 (k,l) 型 张 量 密度 场 的 协 变 导数 , 即 
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(Cj =[ +(E+1 个 伟 六 .的 项 ] 一 mr 7 

与 普通 张 量 场 导数 公式 形式 一 样 

其 中 (7T…..),, 代表 (Vs。T…..)o& 的 坐标 分 量 . 
以 上 关于 协 变 导数 的 讨论 并 未 涉及 度 规 . 设 gs 是 M 上 的 度 规 场 ,V ,和 EE 分 
别 是 与 gs 适 配 的 导数 算 符 和 上 标 体 元 , 了 是 由 7 了 Fo8 :=1 定义 的 、 权 为 1 的 标量 密 
度 场 , 则 yw,(E,V)=0, 因而 (V7 了 )o5=V, (7o8)= V,(l)=0. 可见 了 的 协 妆 导数 为 


零 , 即 


(15-6-32) 


VvV,7 =0. (15-6-33) 
在 文献 中 通常 把 上 式 表 为 
Vsl,=0. (15-6-331) 
Vig| 是 了 的 表示 ,要 使 上 式 有 意义 应 先 做 如 下 补充 : 张 量 密度 的 表示 的 协 变 导数 
定义 为 张 量 密度 的 协 变 导 数 的 表示 . 据 此 便 可 由 Vs 了 =0 推 出 ig| ,=0. 还 应 注 
意 , 如 果 取 定 一 个 2, 则 Vg|,,=0=7oB 是 固定 的 标量 场 (不 能 再 充当 了 的 表示 )， 
其 协 变 导 数 Vig| ,一 般 非 零 . 
最 后 介绍 张 量 密度 场 的 李 导 数 . 
定义 3 定向 流 形 M 上 权 为 m 的 (k,1) 型 张 量 密度 场 了 关于 矢量 场 v” 的 李 导 
数 .多 TT 是 同 权 、 同 型 张 量 密度 场 , 定义 为 
(LT)o0 := LT oo0) -meé(e,v) To8., VEeG，， (15-6-34) 
其 中 . 祷 (Toz) 是 人 oz( 作 为 普通 张 量 场 ) 的 李 导 数 ，&(E,I 则 是 由 下 式 定义 的 唯一 
标量 场 : 
Ve" = E(ED)E4 am . (15-6-35) 
作为 习题 , 请 读者 验证 由 式 (15-6-34) 和 (15-6-35) 定 义 的 多 了 的 确 是 权 为 m 的 
(k,l) 型 张 量 密度 场 ( 求 导 后 不 散 架 ), 即 验证 
(CZT)o(wcz)=o"(CZP7oz， Veaee®D,. (15-6-36) 
注 3 ”由 定义 3 可 知 :中 张 量 密度 场 的 李 导 数 有 线性 性 并 满足 莱 布 尼 效 律 . 
凶 ) 把 张 量 场 了 看 作 权 为 0 的 张 量 密度 场 个, 则 .TF 与 7 的 李 导 数 .ZT 一致 
为 了 找到 式 (15-6-34) 在 甩 掉 作用 对 象 E 后 的 表达 式 , 先 看 标量 密度 场 这 一 
特例 . 我 们 来 证 明 它 的 李 导 数 可 以 表 为 
f=v0°V, f +mf Vv’. (15-6-37) 
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任意 指定 度 规 场 gg， 设 E 和 V。 分 别 是 其 适 配 体 元 和 导数 算 符 , 是 与 & 相伴 的 上 
标 体 元 [ 即 满足 式 (15-6-9)], 先 证 明 式 (15-6-37) 对 此 V， 成 立 . 该 式 左边 作用 于 互 得 

(HA) oF= Hf °F) -mts, vf °F). (15-6-38) 
由 式 (15-6-35) 可 证 (习题 ) 

E(B,0) = -VD ， (15-6-39) 

(提示 : 写 出 多 54 "的 展开 式 , 令 其 等 于 E(B,U)5”“, 再 同 6 缩 并 .) 于 是 

(Bf)o B=V Vf oF)+tm(f oo FVav’. (15-6-40) 

另 一 方面 , 由 W,(5,V)=0 可知 式 (15-6-37) 右 边 作 用 于 5 给 出 
VVa(f oF)+m(f o E)Vav”, 


与 式 (15-6-40) 对 比 便 知 式 (15-6-37) 对 满足 V ,gj。 =0 的 V, 成立. 为 证 明 它 对 任意 
V 也 成 立 , 只 须 补 证 (习题 ) 


veV' +mFv'iua =veV +PFvV oa. (15-6-41) 


式 (15-6-37) 表 明 标 量 密度 场 的 李 导 数 公式 比 标量 场 的 李 导 数 公式 多 一 含 
mVav” 的 附加 项 . 不 难 证 明 这 一 结论 也 适用 于 任意 张 量 密度 场 了 ……, 例如 


LB, =V VO, + OVV + mB VD (15-6-42) 


DFP UVP PPV PVs + mF HV. (15-6-43) 


一 般 地 有 
TV (15-6-44) 
与 普通 张 量 场 李 导数 公式 形式 一 样 
文献 中 也 常 出 现 张 量 密度 场 的 表示 的 李 导 数 [例如 式 (15-7-48) 的 .22 二 只 要 约定 


$15.7 辛 几 何 及 其 在 哈 氏 理论 的 应 用 [选读 ] 


15.7.1 辛 几 何 简介 

定义 1 2N 维 流 形 (和 N 是 正 整 数 ) 厂 上 的 非 退化 的 闭 2 形 式 场 (024s 称 为 厂 上 
的 辛 形式 (symplectic form)，( 六 ,2 ) 称 为 辛 流 形 (symplectic manifold). 

此 外 也 存在 无 限 维 的 辛 流 形 . 我 们 只 讨论 有 限 维 辛 流 形 . 
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注 1 

@ 4, B,… 是 厂 上 张 量 场 的 抽象 指标 . 

@@ 4 为 非 退化 是 指 Q2sv4u ?=0Yus 过 v4=0. 248 的 非 退化 性 保证 它 有 
唯一 逆 介 介 ,” 其 定义 为 QB0Opc =64c. 248 的 非 退 化 性 还 保证 它 在 任 一 基底 
的 分 量 排 成 的 矩阵 非 退 化 ( 逆 命 题 也 成 立 ). 后 面 的 式 (15-7-18) 就 是 一 例 . 

定义 2 ”微分 同 胚 wy : 太一 三 称 为 正则 变换 (canonical transformation), 若 

z2 = {248. (15-7-1) 

注 2 可见 正则 变换 保持 辛 几何 (体现 为 (248 ) 不 变 . 

定义 3 (TT, 人 24s) 上 的 矢量 场 v“ 称 为 无 限 小 对 称 性 (infinitesimal symmetry )， 
若 它 生出 的 单 参 微分 同 胚 族 的 每 个 微分 同 胚 都 是 正则 变换 . 等 价 地 , v“ 称 为 无 限 
小 对 称 性 , 车 

L018 =0. (15-7-2) 

注 3 广义 歼 曼 空间 (M,gw) 是 配 有 度 规 gm = gws) 的 流 形 , 辛 流 形 (T, 人 02) 
是 配 有 辛 形式 人 24 = 《324 的 流 形 ,两 者 有 类 似 之 处 , 也 有 许多 不 同 . (M,gw) 上 的 
无 限 小 对 称 性 是 指 满足 .多 gj, =0 的 舌 量 场 v”, 亦 即 Killing 矢量 场 . (M,g，) 上 的 
独立 Killing 矢量 场 最 多 只 有 n(n+1)/2 个 (n 是 M 的 维 数 ), 而 命题 15-7-1( 见 稍 后 ) 
则 表明 (六 ,2 ) 上 的 独立 无 限 小 对 称 性 有 无 限 多 个 . 

利用 .jp 的 唯一 北 @ 即 可 从 六 上 的 每 个 实 函 数 矿 : 三 一 月 生 成 厂 上 的 一 个 
矢量 场 , 定义 如 下 . 

定义 4 设 f/ 是 厂 上 的 实 函 数 , 则 矢量 场 

pe (15-7-3) 


称 为 了 的 蛤 氏 矢 量 场 (Hamiltonian vector field of f ), 其 中 Vs 是 厂 上 任 一 (无 找 ) 
导数 算 符 . 

命题 15-7-1 局 域 地 说 , 厂 上 的 矢量 场 U4 是 无 限 小 对 称 性 当 且 仅 当 它 是 某 函 
数 太 的 哈 氏 秋 量 场 . 

证 明 由 第 5 章 习题 6(a) 得 

2D = dV a) + (dQ) av =d,(v° 0,,), (15-7-4) 

其 中 第 二 步 用 到 .Qs 的 闭 性 , 即 dQ2=0. 

设 厂 上 局 域 存在 函数 /使 UC = 人 2COV pf ( 即 v4 局 域 地 是 了 的 哈 氏 矢量 场 ) 


@ 对 无 限 维 辛 流 形 ，42p 的 非 退 化 性 分 为 弱 、 强 两 个 档次 . 弱 非 退化 性 不 保证 2， 有 逆 , 见 下 小 节 林 . 
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则 由 式 (15-7-4) 可 知 对 栈 的 任 一 点 有 
SA d, (QepQ™ V7) SS -dy (dsf) =0,， 


故 04 是 无 限 小 对 称 性 .反之 , 设 D4 是 无 限 小 对 称 性 , 则 2，=0 , 故 式 (15-7-4) 导 
致 di(pcD)=0, 即 1 形式 UCO 为 闭 , 所 以 至 少 是 局 域 恰当 的 :至 少 局 域 存在 函 
数 f 使 0 "024s=dsf =Vsf .以 人 Q2 缩 并 两 边 得 v4=- 人 2BV,f ,可 见 v4 是 哈 氏 矢 
量 场 . 口 
定义 5 (六 ,2 8) 上 两 个 函数 f, g 的 泊 松 括号 (Poisson bracket) 定 义 为 
{f,8} := Q (V4 f) Vs 8. (15-7-5) 
注 4 | 
. 泊 松 括号 是 把 厂 上 的 任意 两 个 函数 变 为 厂 上 的 一 个 函数 的 映射 ; 
@ 易 见 
{f ,8}=X Vf= f=-X Vg=- Hg=—X(8). (15-7-5") 


图 式 (15-7-5) 与 (15-2-21) 定 义 的 泊 松 括号 等 价 , 见 命题 15-7-5. 
可 以 证 明 (Darboux 定理 ) VPe 丁 , 必 有 局 域 坐 标 系 
fy} (其 坐标 域 含 已) 
使 248 可 表 为 如 下 的 简单 形式 : 

Di =(dyi)4 人 (dx')g， (对 i 从 1 到 NN 取 和 ) (15-7-6) 
满足 上 式 的 坐标 x,y, 称 为 正则 坐标 . 在 这 个 意义 上 , 辛 流 形 的 辛 形式 @ jp 比 广义 
柳 受 流 形 的 度 规 gop 简单 得 多 . 这 是 辛 流 形 与 歼 曼 流 形 的 又 一 重要 不 同 

命题 15-7-2 设 w : 三 全 三 是 正则 变换 , 好 ,是 OC 太 上 的 正则 坐标 , 则 
WX ,Wy 是 Ww" IO] 上 的 正则 坐标 . 
证 明 vpeyw [0], 记 gq=w(p)eO, 则 
glp= (2),= (8 ) = {dyy)l dgx ) l= [dyy) AY [dgx’)l,] 
=[ds(y yp)], A[ds Cy xz) =[d (yy) A ds(y xz)]，， 
[第 一 步 用 到 式 (15-7-1), 第 三 步 用 到 式 (15-7-6), 第 五 步 用 到 d(w*F)=w*(dF) (其 中 
五 代表 通 数 ), 此 式 的 证 明 见 注 5.] 上 式 表 明 Wi'xi, w 是 yiI[O] 上 的 正则 坐标 . 
口 
命题 15-7-2 印证 了 本 科 理 论 力学 教程 中 的 说 法 :正则 变换 就 是 把 正则 坐标 变 
为 正则 坐标 的 坐标 变换 . 
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注 5 命题 15-7-2 证 明 中 用 到 的 结论 w'(dF)=d(w*F) 在 本 书 下 册 里 不 止 一 
处 要 用 , 此 处 补 做 证 明 . 此 结论 (定理 ) 的 准确 提 法 是 : 
定理 1 设 N, MM 是 流 形 , y : N -> M 是 光滑 映射 , 是 M 上 的 光滑 函数 , 则 
dw 'F)=w (dF). (15-7-7) 
证 了 明 VYpeN, 记 gq=W(p), f=W'F .以 UV 代表 pp 点 的 任 一 矢量 ( 略 去 抽象 指 . 
标 ), 则 由 式 (2-3-7) 得 
(df )|, (V)=v(f). (15-7-8) 


设 C(1) 是 NN 中 的 曲线 (看 作 映 射 C : 了 一 N 的 像 ), 满 足 :C(0)=p; @C(1) 在 p 
点 的 切 矢 为 vu, 则 C'=wyoC :I>M 是 M 中 的 曲线 ,满足 :@C'(0)=w(p)=g; 
@ C'(1) 在 gq 点 的 切 和 失 为 wv (曲线 切 拓 的 像 等 于 曲线 像 的 切 失 ),. 于 是 由 曲线 切 和 拓 
定义 [ 式 (2-2-6)] 得 


"CD= (foC) 及 (yD(P)= 语 (FoC). 


但 FoC'=Fo(WoC)=(Foy)oC=foC, 故 
v(f)=(w.0)(F). (15-7-9) 
再 把 式 (2-3-7) 用 于 ge MM 又 得 
(DC = (dP) =[w (dF)], (0). (15-7-10) 
上 式 两 个 等 号 之 间 的 量 代表 对 偶 矢 量 (dF)| 对 矢量 wv 的 作用 结果 . 式 (15-7-8)、 
(15-7-9) 及 (15-7-9) 联 立 给 出 
(df)|, (0)=[w (dF)], CV). 
再 由 p 和 的 任意 性 便 得 df =w'*(dF) ,此 即 待 证 等 式 (15-7-7). 口 
注 6 ”上述 命题 其 实 适用 于 M 上 的 任意 1 形式 场 , 证明 详 于 命题 16-3-1 的 证 
明 中 . 


命题 15-7-3 函数 f, g 的 泊 松 括号 的 哈 氏 矢量 场 等 于 f, g 的 哈 氏 矢量 场 的 
对 鸭 子 ( 之 负 值 ), 即 


Xe =-[X,, XY. (15-7-11) 
证 明 令 v% =X +[XYj, 六 ,了 , 则 由 .248 的 非 退 化 性 ( 见 注 1 之 回 ) 可 知 只 
须 证 明 02,sv“=0, 即 只 须 证 明 
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Qs(Xipey +[X,, XT)=0. (15-7-12) 
上 上 式 左边 第 二 项 = 024s[Xj,X,] = 家 和 
= x, (QuygX,”) ee . x, (QigX,) ， 


[其 中 末 步 用 到 哈 氏 矢量 场 是 无 限 小 对 称 性 , 满足 式 (15-7-2). ] 于 是 
式 (1 5-7-12) 左 边 = apo eo 本 Zr, (QsX”) 


= OV {f, 8} + x, (Qs Veg) =—Vs{/f,8} 一 -zx (Vsg) 


至 ds(-2,8) -4, (dsg) = ds(x,8) -ds(-A,8) =0,， 


其 中 第 二 步 用 到 哈 氏 矢量 场 的 定义 ,第 三 步 用 到 psD4 = -DoD4C =-6s5 ,第 四 
步 用 到 式 (15-7-5"), 第 五 步 用 到 外 微分 与 李 导 数 算 符 的 可 交换 性 [ 见 第 5$ 章 习题 
6(b) ]. 口 

注 7 本 命题 也 可 借用 坐标 语言 直接 证 明 : 以 正则 坐标 系 的 普通 导数 算 符 9。 
代替 输 氏 矢量 场 定义 中 的 V ,通过 直接 计算 (用 到 8064 人 2 名 =0) 就 可 证 明 式 
(15-7-11). 

下 面 介绍 辛 流 形 的 应 用 . 在 理论 力学 及 许多 其 他 应 用 中 , 哈 氏 系统 的 相 空间 
三 都 是 位 形 空 间 多 的 余 切 丛 , 即 厂 =T* 多 . 设 dim 多 =N, 则 dimT* 儿 =2N .在 
T 名 上 定义 1 形式 场 04[ 见 , 例如， Woodhouse (1980)]: VP = (2， oO)esT 安 (c 代 
表 安 上 张 量 的 抽象 指标 ), 定义 84 |p 为 


SYP Go RA 0 (15-7-13) 

其 中 历代 表 已 ET" 多 的 切 空 间 , x : T* 多 玫 多 是 从 余 切 从 T* 多 到 多 的 投影 映射 . 
于 是 T 儿 上 便 有 闭 的 2 形式 场 

2 := di0. (15-7-14) 


在 多 中 选 定 坐 标 系 {gj} 后 , T" 多 中 有 坐标 系 {gi,w,} . 由 式 (15-7-13) 可 以 证 明 ( 习 
题 )04 可 借 坐 标 系 表 为 


04=oi(dq 4 (15-7-15) 
[证 明 提示 : 令 下 4 = 总 (8/8g04 + 证 '(0/0@w,)“ 并 注意 (X,Y)* = 和 (8/8g52.] 本 书 


四 选 定 拉 氏 量 也 后 ,每 点 GeT 久 有 动量 局 ,是 点 和 (ao) 的 一 个 对 偶 矢量 . 也 可 在 TB 上 定义 对 偶 矢量 场 
P4= Pi(dq ) 4 ,而且 , 设 1: TB 一 T 儿 是 了 给 出 的 Legendre 变换 , 则 不 难看 出 Pi1=f°0,. 


第 15 章 广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 “79， 


从 815.3 起 把 T* 多 的 点 的 后 入 个 坐标 记 作 @,, 是 因为 符号 pj; 已 用 做 TB 上 的 函数 
(动量 分 量 ). 现在 只 讨论 T" 多 ,我 们 从 现在 起 按 多 数 文献 的 习惯 把 T* 多 上 的 w;( 及 
O,) 改 回 p,( 及 ps). 于 是 式 (15-7-15) 重 新 表 为 
04 = 万 (dg )4， (15-7-15") 

因而 (2448 可 表 为 

Op = (dpi)4 ^(dq')s. (15-7-16) 
由 式 (15-7-16) 的 矩阵 表达 式 [ 见 稍 后 的 式 (15-7-18)] 可 知 这 样 定义 的 (024 非 退 化 , 故 
可 充当 辛 形式 . 因此 相 空 间 T* 多 可 看 作 2N 维 辛 流 形 , 而且 qg 和 p; 是 正则 坐标 . 

下 面 介 绍 借助 正则 坐标 gi, p, 表 出 的 一 些 重 要 公式 . 由 式 (15-7-16) 刀 得 
148(0/0g')4(0/0g 1)? =0, 148(0/0p;)’ (0/0p;)” =0, 


二 人 (15-7-17) 
Op(8/8g0)4(8/8p))2 =—61i. 


先 看 N =2 的 简单 情况 . 令 z! =g!, z?=g”,z) =pi, z=ps, 则 由 式 (15-7-17) 易 见 
24 在 坐标 系 {z1'，,…, z“} 的 分 量 矩 阵 为 


00 -1 0 
0 0 0 -1 0 -I 
0 = | 
(Qo0r) 10 0 0 2 0 | 
0 1 0 0 


其 中 四 ,多 代表 有 具体 指标 , 1 代表 2x2 单 位 和 矩阵. 上 式 不 难 推广 至 T' 儿 是 2N 
维 的 情况 : 

9 -9 ; (15-7-18) 
NxN 0 


此 短 阵 非 退 化 , 可 见 (248 的确 是 非 退 化 2 形式 .[ .248 非 退 化 等 价 于 其 矩阵 (022y) 
非 退 化 , 这 类 似 于 度 规 gw 非 退 化 等 价 于 其 矩阵 (8，) 非 退化 ,证 明 也 类 似 , 可 参见 
式 (2-6-8). ] 由 式 (15-7-16) 不 难 验 证 
48 = 2 (0/0qg') 4 (60/0p,). (15-7-19) 
由 上 式 易 得 
QF (dg )s(dq)s =0, "(dpi)s(dp))s =0, 


2 (15-7-20) 
人 (d9 )j(dp))e =9 ) ， 
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故人 2 的 分 量 和 矩阵 (0 人 2O”) 同 (42pw) 差 一 负 号 , 即 
OY、 0 ZNxw 
(2 -| | (15-7-21) 


命题 15-7-4 ” 相 空 间 T* 多 上 函数 /的 哈 氏 矢量 场 可 用 坐标 基 矢 表 为 


A a a Ee 立 | - Jy ¥ (2 . (15-7-22) 
Op, \ 90g 0g' \ op, 
[4 
证 明 X=0Q42y,f- :[ 记 总 | 二 | 地 Gas+ 访 (dp, ,| 
-六 [ 阁 ]- ofay 口 
dpi\3g') 9g'\op,) 


命题 1$-7-$ 由 式 (15-7-5) 定 义 的 泊 松 括号 {f,g} 可 借 /,g 对 坐标 gi， 疡 的 偏 
导数 表 为 
of Og of Og 
Ne A 15-7-23 
Us} -0ap a (15-7-23) 
与 式 (15-2-21) 定 义 的 泊 松 括号 一 致 . 
证 明 由 式 (15-7-5) 最 末 一 个 等 号 及 式 (15-7-22) 立 即 得 证 . 口 
无 约束 系统 的 动力 学 演化 可 由 相 空间 TT* 多 上 的 一 个 函数 万 ( 哈 氏 量 ) 的 输 氏 
矢量 场 革 jj“ 描述 ,就 是 说 ,YPeT* ,XY 过 PP 的 积 分 曲线 y(t) (其 中 1 代表 时 间 ) 
可 看 作 系统 从 初 态 P 出 发 的 演化 轨迹 . 设 f:T' 多 及 是 系统 的 可 观测 量 , 则 由 ff 
与 y(1) 结合 而 得 的 函数 f(1) 的 时 间 变 率 


f = =X,(f)=%, f={f,H)}. (15-7-24) 


这 正 是 式 (15-2-23) 在 无 约束 系统 的 表现 . 
15.7.2 第 一 类 约束 系统 


物理 系统 由 相 空 间 厂 、 其 上 的 辛 形式 (248 及 哈 氏 量 万 决定 , 记 作 (T,02,,,H). 

定义 6 物理 状态 必须 落 在 相 空 间 厂 的 低 维 子 流 形 厂 上 的 物理 系统 称 为 约 
束 系统 ( constrained system ), 矿 称 为 约束 面 (constraint surface ). 我 们 只 讨论 厂 是 最 
终 约束 面 的 约束 系统 . 约束 系统 ( 厂 ,2 万, 万 ) 称 为 第 一 类 (first class) 的 , 若 厂 上 的 
每 一 法 余 和 7m4 对 应 的 矢量 n4 = .2 人 3n。 都 切 于 厂 . 
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注 8 辛 流 形 (六 ,Qip) 没 有 度 规 , 两 个 矢量 之 间 的 相互 正 交 性 并 无 定义 .( 人 
们 不 愿 用 (24pu“v ”=0 作 为 u4 与 v3 正 交 的 定义 ,因为 (2 的 反 称 性 会 使 任 一 矢 
量 都 同 自身 正 交 . ) 但 对 偶 矢 量 ( 余 矢 ) 44 同 矢量 v4 的 正 交 性 不 论 有 无 度 规 都 有 定 
义 (Jj4 同 v《 正 交 当 上 且 仅 当 jJiav4 =0), 所 以 曲面 石上 一 点 忆 的 法 余 和 ns 有 明确 
定义 [与 切 于 厂 的 所 有 矢量 正 交 的 余 矢 ( 包 括 零 余 矢 ) 称 为 法 余 矢 ”]. 第 一 类 约束 系 
统 的 要 求 是 2 人 ng 切 于 芽 . 

设 dim 厂 =2N .如 果 dim 广 =2N-1, 则 矿 可 以 局 域 地 用 方程 C=0 描述 , 其 
中 C 是 厂 上 的 函数 (还 要 求 VC 处 处 非 零 ), 称 为 约束 函数 . 推广 至 一 般 情 况 , 设 
dim 厂 =2N -及 , 则 约束 面 厂 可 局 域 地 用 玉 个 独立 的 约束 函数 C. 2 为 零 来 描述 , 即 
T={PeT|C(P)=0, r=1,…,R}, 其 中 

然而 , 给 定 矿 并 不 意味 着 约束 函数 组 被 唯一 确定 ,因为 同一 曲面 厂 既 可 看 作 
这 样 尺 个 超 曲面 之 交 , 也 可 看 作 那 样 尺 个 超 曲面 之 交 . 约束 函数 组 的 选择 有 很 大 
程度 的 规范 任意 性 . 

因为 厂 由 {C=0,…,Ck =0} 定义 ,所 以 VC, 是 厂 的 法 余 矢 . 若 以 玩 , 代表 点 
Pe 厂 的 切 于 栈 的 切 空间 , 则 不 难 证 明 己 点 的 所 有 法 余 拓 的 集合 是 V ,的 一 个 R 
维 子 空间 , 而 且 {V GC |p,…,V Co |p} 是 这 个 子 空间 的 一 个 基底 . 

定义 7 设 (TT,(248, 卫 ,站 ) 是 约束 系统 (不 限于 第 一 类 ). 厂 上 的 函数 f 称 为 第 
一 类 的 , 车工 “| 切 于 芽 . 

命题 1$-7-6 厂 上 的 函数 是 第 一 类 的 当 且 仅 当 {f,C,}|:=0, r=1,…,R. 

证 明 

j 为 第 一 类 函数 < 三 切 于 大 
全 (VC)r=0r=L RCI=0r=1…R， 


其 中 第 一 步 用 到 定义 7, 第 二 步 是 因为 VC, 是 六 的 法 余 矢 (还 用 到 余 和 拓 与 失 量 正 
交 性 的 定义 ), 第 三 步 用 到 式 (15-7-5). 口 
注 9 命题 15-7-6 表 明定 义 7 与 Dirac 关于 第 一 类 函数 的 定义 ( 见 选 读 15-2-1 
前 ) 等 价 . 
命题 15-7-7 设 约 来 面 厂 由 约束 函数 C (7 =1,…,R) 决定 , 则 
约束 系统 为 第 一 类 心 每 一 C. 都 是 第 一 类 函数 侣 {C,,C,}|li=0, r,s =1,…,R. 
(15-7-25) 


(D 各 文献 对 “法 余 失 是 否 含 零 余 拓 ”的 问题 似 未 有 一 致 约定 . 本 书 上 册 84.4 定义 3 的 法 余 矢 要 求 非 零 ,但 此 
处 为 陈述 方便 又 规定 零 余 拓也 算法 余 拓 . 总 之 , 这 一 问题 在 本 书 不 同 地 方 并 不 统一 ,只 能 请 读者 酌情 理解 . 
@ 还 要 求 各 VC, 在 每 点 都 互相 线性 独立 . 
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证 明 ”由 命题 15-7-6 显 见 第 二 个 心 成 立 , 下 面 是 第 一 个 心 的 证 明 : 
每 一 C, 都 是 第 一 类 还 数 仿 XX。4|F (= 022VsC,1) 切 于 了 Vr=1,…,R 
心 约束 系统 为 第 一 类 ， 
其 中 第 一 步 用 到 定义 7, 第 二 步 是 因为 每 一 VsC, |= 都 是 厂 的 法 余 失 . 口 
注 10 
QD 命题 15-7-7 表 明 用 几何 语言 陈述 的 第 一 类 约束 (定义 6) 同 Dirac 定义 的 第 一 
类 约束 ( 见 选读 15-2-1 前 ) 在 以 下 意义 上 实质 一 致 :约束 系统 是 第 一 类 的 ( 按 定 义 6) 
当 且 仅 当 所 有 约束 (不 论 初 、 次 级 ) 按 Dirac 定义 是 第 一 类 的 . 
四 必要 时 将 分 别 用 男 和 W, 代表 初级 和 次 级 约束 , 它们 合 起 来 就 是 Ci，…,Cr. 
于 是 命题 15-7-7 与 式 (15-2-40) 结 合 便 证 明了 如 下 命题 : 
命题 15-7-8 第 一 类 约束 系统 的 哈 氏 量 万 是 第 一 类 函数 . 
命题 15-7-9 ” 设 约 束 面 厂 由 约束 函数 C(r =1…,R) 决定 , 则 式 (15-7-25) 等 价 
于 厂 上 局 域 存在 函数 (r,s,1=1,…,R) 使 
{C,,C}=7 fC, rs=b,R. (15-7-26) 
证 明 ( 初 读 时 可 略 去 ) 令 A={C.,C,}, 则 A 是 2N 元 函数 且 
41F=0. (15-7-27) 
在 六 上 选 局 域 坐标 系 fo ，…, Xi 人 2 使 入 =C ,7=1 ,及 , 则 上 式 可 表 为 
A(0,%,0;y ,ey )=0. (15-7-27") 
) 坐标 的 每 一 组 确定 值 对 应 于 一 个 尽 元 函数 
4 x*)= A(x,…, 2 ed (15-7-28) 
一 组 确定 值 
把 A(x,…,x") 简写 作 A,(x), 则 式 (15-7-27') 等 价 于 
A,(0)=0. (15-7-27") 
数学 上 有 如 下 定理 [ 见 Wald(1984) 第 2 章 习 题 2, 有 提示 ]: 若 C” 函数 A(x!,…,x*) 
满足 A(0,…,0) =0, 则 存在 C” 通 数 @B (x!,…,x*),…, D(X!,…,x*) 使 
A(X ,7X ) = DK, XX + DX, exe. (15-7-29) 
将 此 定理 用 于 我 们 的 问题 , 得 
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R 


b= Dx 


A={C,, Cs} 依赖 于 指标 + 和 s 导致 D(x,y)x' 依赖 于 7 和 58， 以 万” 代表 
@D (x,y), 注意 到 x =C,, 便 得 


42)= > fC, ， r,s =1,.…,R. 
此 即 式 (15-7-26). 口 
第 一 类 约束 系统 的 哈 氏 量 及 及 约束 函数 C(r =1,…,R) 都 是 第 一 类 函数 导致 
Xj VC, Ia={C,,H}lz=0, r=1,…,R 


VC Ii={C,,C}|i=0, r,s=1,.…,R. 

仿照 选读 15-2-1 后 半 部 分 的 讨论 可 知 第 一 类 约束 系统 的 哈 氏 方程 (15-2-19) 中 
的 和" (0 可 为 任意 函数 , 就 是 说 , 由 任意 指定 的 M 个 一 元 函数 各 (上 以 及 初 态 点 
(9 (0), Pp;(0)) e 厂 所 决定 的 方程 组 (15-2-19) 的 唯一 解 曲线 y(1) = (qi(D,P(D) 一 定 身 
在 厂 上 , 因而 一 定 是 演化 线 . 4A?”(1) 的 任意 性 使 得 从 同一 初 态 点 出 发 的 演化 线 有 无 
限 多 条 . 这 对 应 于 物理 上 的 规范 自由 性 . 下 面 再 深入 一 步 讨 论 这 个 问题 . 

设 第 一 类 约束 系统 共有 尺 个 (独立 ) 约 束 C, = 0, =1…,R, 则 每 一 约束 函数 
C; 的 哈 氏 矢量 场 ( 称 为 约束 矢量 场 )X,《= .2 人 BV gC, 都 切 于 栈 . (248 的 非 退化 性 
保证 这 尺 个 站 “在 任意 已 E 厂 处 线性 独立 . 以 TW, 代表 Pe 的 所 有 切 于 厂 的 矢 
量 的 集合 (因而 是 2N - 尺 维 线性 空间 ), 则 以 {了 V4|,,…, 卫 ,4 |,} 为 基底 构成 的 线性 
空间 hp 是 Wi 的 RR 维 子 空间 . 由 于 描述 同一 约束 面 厂 的 约束 济 数 的 选择 存在 任意 
性 ,hp 的 任 一 非 零 元 素 都 可 以 看 作 菜 一 约束 矢量 场 在 PP 点 的 值 ,可见 4p 与 PP 点 所 
有 法 余 矢 组 成 的 空间 同 构 . 以 事 ， 代表 2， 在 关上 的 限制 , 即 

= 和， Vi neW,, pef. 

既然 系统 的 代表 点 离 不 开矿 , 搬 开 矿 而 径直 对 ( 厂 D， , 媚 )( 其 中 媚 应 理解 为 
瓦 |F) 进 行 讨论 的 想法 自然 是 诱 人 的 . 然而 ,与 (248 不同, 2 是 退化 的 , 理由 如 下 : 
设 ng 是 任 一 法 余 拓 , 则 VPe 矿 有 


一 4 一 4 CB _—A C 万 ,Cc~—4 A 
0=V m=V0 Le ns=0 On = 00n0’, VV” eW,, 


(其 中 最 末 一 步 是 因为 第 一 类 约束 系统 的 定义 保证 nc = 人 Ons eWbp.) 上 式 表明 
人 24cn” =0, 而 n° 关 0, 可 见 人 24c 退化 . 满 是 侣 1cNC =0 的 WC EeW 称 为 退化 矢量 
故 所 有 相应 于 法 余 矢 ns 的 矢量 nc =.(2C3ns 都 是 退化 拓 量 .反之 也 可 看 出 , 任 一 退 
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化 矢量 《相应 的 余 矢量 丈 , = 2pyW4 必 为 法 余 舌 .可见 忆 点 的 所 有 退化 矢量 的 集 
合 正 是 前 面 定 义 的 4p . 由 于 hp 是 RR 维 子 空间 ,我 们 就 说 024s 是 R 重 退化 的 
(R-fold degenerate ). 人 248 的 退化 性 使 它 不 能 充当 辛 形式 , 其 重要 后 果 之 一 就 是 无 
逆 ( 虽 可 定义 某 种 广义 逆 , 但 不 唯一 ). 鉴于 哈 氏 量 电 的 哈 氏 矢量 场 对 演化 的 重要 性 ， 
自然 希望 用 (248 在 厂 上 定义 及 的 “ 哈 氏 矢量 场 ”. ( 记 作 于 4, 以 区 别 于 用 .024s 定 
义 的 天 pr4.) XY 是 用 245 的 逆 定 义 的 , 3148 的 无 逆 性 给 于 4 的 定义 造成 困难 . 
克服 困难 的 办 法 是 收 从 于 j=.(248V 5 日 的 等 价 形式 QQ4pXp =V 4H 出 发 , 即 用 
下 式 定义 于 《: 

CsX =VsH.， (其 中 V ,是 厂 上 任 一 无 挠 导数 算 符 , 万 指 H|:) (15-7-30) 
然而 这 样 定义 的 无 ”并 不 唯一 , 因为 设 卫 js 满足 上 式 , 则 于 5 + 了 也 满足 ,其 
中 是 任 一 约束 矢量 场 在 厂 上 的 值 . 反之 ,任何 两 个 满足 式 (15-7-30) 的 于 ?之 
差 只 能 是 一 个 约束 矢量 场 Y (在 石上 的 值 ). 现在 来 看 革 ” 同 针 , ?|= 的 联系 . 因 
为 Xp2 | 切 于 厂 ( 第 一 类 约束 系统 的 百 是 第 一 类 函数 ), 所 以 对 任 一 切 于 大 的 拓 量 
场 《 有 

DApX DA =Q Xp V4=04VH. 
虽然 V 及 Vy, 但 
DAV IH=V4TH=0 10,pYy?, 
因而 
人 
所 以 
DS (15-7-31) 
上 式 表明 ,|- 是 众多 龙 j; 中 的 一 个 .因为 人 24s 是 尺 重 退 化 的 ,而 且 久 jj 了 满足 式 
(15-7-30), 所 以 满足 此 式 的 所 有 于 都 可 表 为 
Xi =(Xp +Q XX? )|z， (对 从 1 到 及 取 和 ) (15-7-32) 
其 中 "(r=1,…,R) 是 厂 上 的 RR 个 任意 函数 , 六, =.(234V 1C, 是 与 约束 函数 CC， 
相应 的 尺 个 约束 矢量 场 , 又 可 分 为 初级 和 次 级 , 即 
Xs =(Xp +O"X, +a"X,)|;, (15-7-32’) 


其 中 妃 = 人 QV (m= M), Xs = QMY YW (4= M+l, …,R). Xp? 的 
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积分 曲线 当然 是 演化 线 . 问题 是 : 了 ”的 积分 曲线 也 一 定 是 演化 线 吗 ? 如 果 只 考虑 
初级 约束 , 即 暂 时 把 式 (15-7-327) 缩 罕 为 
XR FO) (15-7-33) 


则 利用 拉 氏 乘 子 和 加 的 自由 性 , 把 a” 看 作 拉 吕 
氏 乘 子 便 可 证 明 克 的 积分 曲线 是 哈 氏 方 
程 (15-2-19) 的 解 , 因此 自然 是 演化 线 . 
X=(Xp +Q"X,?)|; 的 非 唯一 性 导致 从 
SO (A i 
这 表明 初级 约束 矢量 场 ,"|z 的 同一 积分 弗 一 . 初级 约束 舌 量 场 Y,“ 的 积分 曲线 上 
线 上 的 所 有 点 对 应 于 同一 物理 态 , 这 些 点 之 所 有 点 代表 同一 物理 态 
间 的 差别 纯粹 是 规范 差别 . 以 小 节 15.2.4( 工 
不 含 g 的 情况 ) 为 例 , 系统 只 有 一 个 初级 约束 pi =0 ,由 式 (15-7-3) 和 (15-7-19) 易 见 
其 哈 氏 矢量 场 六 ，“=(0/0q1)4, 因 此, Y， “的 积分 曲线 上 任意 两 点 唯一 有 区 别 的 
坐标 是 gq! ,而 qi! 的 差别 完全 是 规范 差别 .无 源 电磁 场 可 看 作 与 此 类 似 的 一 个 县 体 
实例 , 其 标 势 让 对 应 于 q' ,图 15-4 中 两 条 演化 线 的 差别 无 非 来 源 于 标 势 选择 的 不 
同 , 纯粹 是 规范 差别 ， 

注意 到 哈 氏 方程 中 含 06,, /3pi 而 不 含 8y /6p;, 以 上 论据 对 次 级 约束 矢量 场 
XY 不适 用. 不 过 这 并 不 排除 结论 仍 适 用 于 次 级 约束 的 可 能 性 , 于 是 问题 集中 表 
现 为 : 了 ,=(Xp?+Q* 了 Y,?)|; 的 积分 线 也 一 定 是 演化 线 吗 ? 这 是 一 个 颇 为 微妙 的 
问题 . 回答 问题 的 第 一 步 是 明确 演化 线 的 定义 . yp“ 在 厂 上 的 积分 线 y(1) [一 般 地 ， 
哈 氏 方程 (15-2-19) 的 解 ] 当 然 是 演化 线 . 推广 一 步 , 厂 上 任 一 曲线 y'(1) 称 为 以 y(0) 
为 初 态 的 演化 线 , 若 y"(0)=y(0) ,而 且 对 任 一 ti 值 , y'(t1) 和 y(t) 代 表 同 一 物理 
态 .[“ 同 一 物理 态 ” 的 含义 则 要 由 物理 决定 .例如 , 对 电磁 场 而 言 ，(a, 元 ) 与 
(G+VY, 雹 代表 同一 物理 态 .] 明确 定义 后 , 要 回答 上 述 问 题 还 须 用 到 如 下 结论 
(证 明 见 稍 后 的 命题 15-7-11): 设 y(t) 和 y'(1) 分别 是 了 ,4|: 和 了 ,的 积分 线 , 而 且 
XY'(0)=y(0) , 则 对 任 一 时 刻 二 ,点 y'(11) 和 y(t ) 必 位 于 某 约束 舌 量 场 的 某 条 积分 线 
上 .在 此 基础 上 , 问题 “部 2 =(X,?+Q*X,3)|; 的 积分 线 也 是 演化 线 吗 ?” 就 等 价 
于 问题 “ 任 一 次 级 约束 矢量 场 Z“ 的 积分 线 上 各 点 代表 相同 物理 态 吗 ?”. 针对 这 
一 微妙 问题 ，Dirac(1964) 第 17 页 说 :“ 不 改变 物理 态 的 那些 动力 学 变量 的 变换 是 
无 穷 小 切 变换 , 其 生成 函数 是 一 个 初级 第 一 类 约束 ,或 是 一 个 次 级 第 一 类 约 
东 .…… 我 猜想 很 可 能 全 部 第 一 类 次 级 约束 都 应 该 包括 在 那些 不 改变 物理 态 的 变 
换 中 ,但 我 尚未 能 证 明 这 一 点 . ”小 节 15.7.3 将 证 明 电 磁场 的 全 部 (初次 级 ) 约 束 都 对 


Za > 
Po (初级 约束 矢量 场 ) 
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应 于 不 改变 物理 态 的 规范 变换 , 而 小 节 15.7.4 则 将 证 明 , 引力 场 的 两 组 第 一 类 次 级 
Re 相同 , 第 一 组 (矢量 约束 ) 对 应 于 规范 变换 , 第 二 组 (标量 约束 ) 则 不 
然 . 这 似乎 应 视 为 Dirac 猜想 的 反例 . 关于 Dirac 猜想 的 其 他 可 能 反例 (不 涉及 引力 
场 ) 的 讨论 可 参阅 李子 平 (1993,1999) 及 其 所 引文 献 . 

下 面 介 绍 “ 约 化 相 空 间 ” 的 概念 . 前 面 讲 过 任 一 点 已 <E 厂 的 、 切 于 矿 的 切 空 
间 玉 pp 有 一 个 R 维 子 空间 4p ,所 以 矿 上 有 子 空间 场 4. 命 题 15-7-3 表明 任意 两 个 
约束 矢量 场 X,“， 了 ,满足 [X,， XX,] = 一 Xo cy 而 命题 15-7-9 表明 {C.,C,} 也 可 看 
作 约 束 函 数 , 故 [X,,XY] eA4, 于 是 Frobenius 定理 ( 见 附录 下 定理 F-1) 保 证 4 可 积 . 
设 .9 是 任 一 最 大 积分 子 流 形 (R 维 ), 则 可 以 证 明 .9 上 任意 两 点 P,P 总 可 用 有 限 
段 光滑 曲线 连接 , 每 段 都 是 约束 矢量 场 的 积 2 以 厂 的 每 一 最 大 积分 子 流 形 为 
元 素 构成 的 集合 记 作 广 ( 即 定义 广 为 本 /4), ”其 维 数 等 于 2(N -RR) (偶数 ), 而 且 
存在 自然 的 投影 映射 工 : 厂 下 广 , 用 它 可 给 广 依 下 式 定 义 一 个 自然 的 辛 形式 
从 :VSe 广 ,定义 从 3 为 


图 15-5 A = A#U? 《保证 7 二 了 4( 约 束 舌 量 ) 


Op ls MD := O,, |o HD, Vhs, D? < 及 ， (15-7-34) 
其 中 忆 是 .=A1(S) 的 任 一 点 ,WH4, D5 Ee Wp 满足 
NU = AD? =D3. (15-7-35) 


由 于 .9 的 点 很 多 ,每 点 满足 式 (15-7-35) 的 《和 5“ 也 很 多 , 要 保证 式 (15-7-34) 的 
定义 合法 ,还 应 补 证 《4248 |p WAD” 同 点 以 及 W4,D3 的 选择 无 关 , 即 还 应 补 证 


> pr 一 4 一 卫 
QB lp Ui Vr = 人 jz Vy ， 


@ 在 许多 情况 下 广 不 是 个 流 形 , 我们 只 讨论 广 是 流 形 的 情况 . 
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vh,Bey WDemWm, nD’eW,, (15-7-36) 


e —4 rs —B 一 已  、 
(满足 X= XA = 分 4， AU| 三 TV2 =D3.) 


设 几 是 某 约 束 矢量 场 Z4 生 出 的 、 满 足 信 ( 忆 ) = 已 的 微分 
A o 人 办 = XA, 因而 


则 Xog=XA, 故 


0O=N7 A NR Noh) A ph), 
所 以 已 点 有 约束 矢量 了 4 和 7 使 《GWW4= 卫 4( 图 15-5 ) 和 V4- p04=Y4 
于 是 
28 pp 到 到 = 2, Rah (fu 和 
= 0 | ($1)’ Gay =(6"02) ss 办 WD = 0s |p WB”, 


[其 中 第 二 步 用 到 0 人 24pX4=0, DAp72=0， 第 四 步 用 到 .2 D =0( 来 自 
2 =0”).] 可 见 式 (15-7-36) 成 立 . 由 式 (15-7-34) 定 义 的 个 yg 是非 退 化 的 、 闭 
的 2 形式 , 可 充当 厂 上 的 辛 形式 . 由 万 是 第 一 类 函数 ( 即 {8,C,}|。=0,7 =1,…,R ) 
可 知 媚 在 每 一 积分 子 流 形 .9 上 为 常数 , 因此 广 上 的 哈 氏 量 严 可 自然 定义 为 
Hls:= HI|,， VSe 广 ， 其 中 .=71(S)， (15-7-37) 
令 了 “= 人 249V5 队 (其 中 Vs 是 广 上 任 一 无 挠 导数 算 符 ), 则 还 可 证 明 XYs 《的 积分 线 
是 Xj“ 的 积分 线 的 投影 ( 见 命题 15-7-11). 于 是 ( 广 ,站 ,,) 是 一 个 消除 了 全 部 约束 的 
相 空 间 , 称 为 (三 , 2 ) 的 约 化 相 空间 (reduced phase space ). 
命题 15-7-10  VPes 大 有 
(a) (Xa |p)= Xa ps (ORFs)= Xa ip. (15-7-38) 


H H 
证 明 满足 定义 式 (15-7-30) 的 如 六 很 多 (于 1 也 是 其 一 ), 但 任意 两 个 之 差 
只 能 是 个 约束 矢量 场 ( 记 作 贸 ?). 因为 XXX? =0, 所 以 为 证 明 式 (15-7-38) 只 须 证 明 
PP 点 有 一 个 矢量 J3, 它 既 满 足 
a (15-7-39) 


H 


又 满足 0245J”=V4H [因而 可 充当 式 (15-7-30) 的 一 个 卫 ,” |p]. 首先 ， 


名 如 果 这 微分 同 胚 $ 是 指 p : . 史 一 .2 , 则 满足 9(P)= 忆 的 这 种 9 未 必 存 在 .但 至 少 存在 由 2Z4 生 出 的 、 满 
足 9(P)= 忆 的 微分 同 胚 p : Ui 一 U,, 其 中 Ul 和 U, 分 别 是 忆 和 已 在 厂 中 的 适当 邻 域 . 这 对 本 证 明 已 经 足够 . 

加 004s 是 424g 在 厂 上 的 限制 ,由 .多 424s =0 之 所 以 能 导出 .多 本 D4s =0, 是 因为 求 李 导 数 和 求 限制 操作 可 以 
互 换 . 这 一 互 换 性 的 详细 证 明 见 16 章 命题 16-3-2 . 
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DX =VH=V(TH)=7 (VB)=7 (QaXy), (15-7-40) 

其 中 第 一 步 就 是 式 (15-7-30), 第 二 步 来 自 式 (15-7-37), 第 三 步 可 用 上 册 84.1 的 知识 

证 明 ( 练 习 ), 第 四 步 可 由 下 “的 定义 式 针 ,4 = 人 229V 5 及 及 .024 的 非 退 化 性 推出 .将 
式 (15-7-40) 在 点 取 值 , 以 了 点 的 任 一 矢量 WW4 缩 并 两 端 得 

人 pi =U (aXg)= Nn DaXy” = sd Xa’, (15-7-41) 


其 中 及 三 NW“. 满足 式 (15-7-39) 的 J ”及 钱 ,” 可 分 别 充 当 式 (15-7-34) 的 D5” 和 六 
故 
人 (15-7-42) 

式 (15-7-42) 与 (15-7-41) 相 减 给 出 QUA(J 3 一 于 ,?)=0 ,再 由 U4 的 任意 性 便 得 
人 2s(J -XY *)=0, 因 而 

0 87 ”= 人 0pXn =VH. [第 二 步 就 是 式 (15-7-30)] (15-7-43) 
上 式 的 左右 端 相等 表明 J” 也 是 众多 的 了 ”中 的 一 个 , 于 是 式 (15-7-39) 保 证 命题 成 
立 . 口 

命题 15-7-11 设 y(t) 和 y'(t) 分别 是 Xj“|: 和 XX“ 的 积分 曲线 ,而 且 满 足 
Ax(Y(0))=x(Y(0), 则 对 任 一 时 刻 二 ,点 y'(t1) 和 y(ti) 必 位 于 菜 约束 矢量 场 的 某 条 

积分 曲线 上 . 

证 明 本 证 明 涉 及 多 条 以 1 为 参数 的 曲线 , 例如 y(t) 和 yy'(1), 若 仍 用 (3/191) 代 
表 切 和 失 就 易 混 消 , 因此 改 用 本 -7 代表 曲线 y(t) 的 切 和 失 ( 相 应 地 还 略 去 了 抽象 指标 ， 
对 其 他 曲线 也 类 似 ). i 汪 志 的 积分 线 保证 d/dt|,, Y(1)= Xn lo) [左边 
代表 y(t) 在 点 y(t ) 的 切 失 ], 以 Xx, 作用 两 边 得 


E 
元 | 一 
dr 


0 TKa yo)) = Xs ec， (15-7-44) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (15-7-38a). 由 于 曲线 切 失 的 像 是 曲线 像 的 切 拓 , 上 式 左边 又 可 
改写 为 d/dt|-，z(7(D) [ 即 像 曲线 x(y(1)) 在 点 zx(y(h)) 的 切 舌 ], 故 


d 
d ZN) 三 Xs ee ， (15-7-45) 


表明 XA(y(1)) 是 矢量 场 人 ,的 积分 线 . 同 理 可 证 z(N'(D) 也 是 革 , 的 积分 线 . 注意 到 
已 知 条件 x(y'(0))=x(y(0)) ,由 积分 线 的 唯一 性 定理 便 知 对 任 一 时 刻 t 有 


第 15 章 ”广义 相对 论 的 拉 氏 和 哈 氏 形式 * 89 ， 


ZN 6))= 和 NG) ,可 见 点 y(t) 和 y(t) 在 同一 积分 子 流 形 .9 上 ,因此 必 位 于 某 约 
束 矢量 场 的 某 条 积分 线 上 . 口 

最 后 来 探讨 一 个 问题 , 设 y(1) 和 y'(1) 分别 是 Xpy4 竺 ,=(Xy +o)|; 
的 、 满 足 y(0) =y'(0)e 丁 的 积分 线 , 则 命题 15-7-11 表明 它们 的 投影 了 (1)= (70D) 
和 了 (1)=XA(7'(1)) 是 广 上 的 同一 曲线 ,满足 2(0)=7'(0)=A(P)e 广 .然而 ,对 于 不 
满足 Dirac 猜想 的 次 级 约束 W, ( 取 陡 ,4 = 人 24B8V pW, 作为 a*X,《), 其 于 jy 《的 积分 
线 y'(1) 与 卫 y4 的 积分 线 y(1) 的 区 别 并 非 纯 规范 区 别 , 而 约 化 相 空间 广 中 的 曲线 
Z(t) 和 7'(1) 由 于 相同 而 无 法 体现 y(1) 与 y"(1) 的 区 别 . 因而 笔者 认为 在 这 种 情况 下 
使 用 约 化 相 空间 并 不 适宜 , 它 “ 约 化 得 太 狠 ”, 以 致 抹 艇 了 y(t) 与 y'(1) 的 实质 性 区 
别 . 小 节 15.6.5 的 约 化 位 形 空间 则 不 存在 这 一 问题 . 

上 小 节 和 本 小 节 的 主要 参考 文献 如 下 : Ashtekar(1991) ; Woodhouse(1980) ; 
Marsden and Ratiu(1994). 

下 面 两 小 节 将 分 别 把 电磁 场 和 引力 场 作为 第 一 类 约束 系统 进行 讨论 . 应 该 说 
明 , 这 两 类 系统 的 相 空间 都 是 无 限 维 辛 流 形 , 而 前 面 只 简介 了 有 限 维 辛 流 形 . 对 无 
限 维 辛 流 形 厂 , 辛 形式 包 的 非 退 化 性 分 为 弱 和 强 两 个 档次 . VPe 丁 ,0Q2|p 可 看 作 
从 PP 点 的 切 空间 VV, 到 其 对 偶 空间 V,* 的 线性 映射 , 记 作 0 : V, 一 三 21p 称 为 
弱 非 退化 的 , 若 只 为 一 一 映射 ( 即 OQ(u)=0 二 uu=0); Q21p 称 为 强 非 退 化 的 , 若 
2: V, 一 Vp 为 同 构 映射 . 厂 上 的 Q 场 称 为 弱 ( 强 ) 非 退化 的 , 若 .Q2|p 为 弱 ( 强 ) 非 
退化 的 (VPe 栈 ). 虽然 弱 非 退化 的 未必 有 唯一 逆 , 但 是 , 粗略 地 说 , 前 面 的 公式 
中 凡 不 涉及 人 之 逆 者 仍 可 适用 , 至 于 涉及 .0 人 2 之 谤 的 公式 , 可 以 先 用 .02 与 之 相 来 ， 
其 中 2 的 指标 结构 这 样 选择 , 以 使 结果 中 不 再 出 现 Q 之 逆 , 便 可 把 它 用 于 无 限 维 
厂 中 .这 可 以 看 作 “ 物 理 上 可 行 ”的 做 法 . 
15.7.3 ”作为 第 一 类 约束 系统 的 电磁 场 


§15.4 已 证 明 闵 氏 时 空 的 无 源 电 磁场 是 第 一 类 约束 系统 . 现在 讨论 约束 矢量 
场 Xc “的 积分 曲线 上 两 邻 点 所 代表 的 物理 态 的 关系 [Cz 的 定义 见 式 (15-4-31)]. 
先 从 一 个 简单 例子 开始 . 设 卫 4 是 菜 2 维 相 空 间 厂 上 的 矢量 场 ,P 和 P' 是 《的 
某 条 积分 曲线 上 的 两 邻 点 (图 15-6), 两 点 的 参数 差 为 小 量 &, 即 P'=w,(P), 其 中 
ws : 太一 太 是 站 4 相应 的 单 参 微分 同 胚 族 中 的 一 个 微分 同 胚 . 设 已 点 的 正则 坐 
标 为 (a,7zr) (分 别 代 表 位 形 和 动量 坐标 ), 则 已 ' 点 的 正则 坐标 近似 为 (E 越 小 误差 越 
小 )(a+EXL 关 +EX2)， 其 中 1 了 ?是 了 4 在 相应 坐标 系 的 分 量 , 即 


Ws : (a An (ateX!, r+eX’). (15-7-46) 
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站 的 积分 向 线 


EX , 
P=(a,7) P'=(a+éX, XA+EX’) 


图 15-6 相 空 间 中 由 矢量 场 久 4 产生 的 “无 限 小 ”正则 变换 ys: (@,z) 卢 (a+eX!l,xr+eX?) 


现在 回 到 电磁 场 . 首先 应 分 清 问题 所 涉及 的 各 个 流 形 并 弄 清 它们 之 间 的 关系 . 

时 空 的 背景 流 形 是 及 , 它 被 某 惯性 系 作 标准 3+1 分 解 , 因而 有 一 系列 3 维 流 形 芽 . 
用 观 者 世界 线 把 各 层 忆 的 对 应 点 认同 后 得 3 维 流 形 疼 (参见 中 册 图 14-20), 这 就 是 
我 们 的 3 维 “ 空 间 ”, 我 们 要 讨论 立 上 的 无 源 电磁 场 及 其 演化 . 相 空间 厂 中 每 点 由 
(F,5; zz 万 刻画 ,其 中 玉生 分 别 代表 六 上 的 一 个 (满足 边界 条 件 的 ) 标 势 场 和 夭 
势 场 ， 元 (准确 说 是 -4 元 ) 代 表 之 上 的 一 个 (满足 边界 条 件 的 ) 无 源 电场 五 . 因为 ty 

恒 为 替 ( 初 级 约束 ), 且 无 源 电场 必须 满足 V.E=0( 次 级 约束 ), 所 以 只 有 丁 中 的 低 
维 子 流 形 (约束 面 ) 

T={(V,d;nAy, A)eT |Ay =0,V:z=0)} 


的 点 才 代表 物理 态 . 然而 厂 与 所 有 物理 态 的 集合 之 间 的 关系 不 是 一 一 对 应 而 是 多 
一 对 应 .为 了 看 出 这 点 , 先 写 出 与 约束 总. 元 =0 对 应 的 约束 泛 函 C,， 的 哈 民 和 拓 量 场 
Xc “的 表达 式 . 把 试验 标量 场 看 作 咏 上 的 标量 场 , 把 式 (15-7-22) 推 广 到 无 限 多 
自由 度 情况 得 


XA | 已 辣 | | 全 -有 加 | en() 
2 2| Sr \ 6a, 0a \6X om, \oV dV \ 6, 号 6a, 
(15-7-47) 
其 中 最 后 一 步 用 到 式 (15-4-35). 仿照 式 (15-7-46) 便 知 Xe 《产生 的 无 限 小 微分 同 胚 
Ws : 矿 坊 矿 把 厂 的 一 点 (V,d; hj, 元 ) 映 为 邻 点 (V ,6 -EvX; rp 天 .就 是 说 , 像 点 
的 位 形 和 动量 坐标 分 别 为 


V'=V, d=a—-EVXY， NAY =NAy =0， 元 = 元 . (15-7-48) 


注意 到 磁场 有 =V x 和 电场 请 =-4n 元 ,可知 上 式 给 出 = E'= 户 .这 说 明 约 束 
和 拓 量 场 Xc,“ 带 来 的 正则 变换 无 非 是 电磁 失势 五 的 规范 变换 ，Xc 《的 同一 积分 曲 
线 上 的 所 有 点 代表 相同 的 物理 态 . 这 与 上 小 节 末 介绍 的 Dirac 猜想 吻合 . 与 此 非常 
不 同 , 式 (15-4-21) 的 哈 氏 量 瑟 的 哈 氏 和 拓 量 场 丰 的 积分 曲线 y(0) 亡 厂 代 表 的 却 是 
物理 态 的 时 间 演 化 . 仿照 式 (15-7-47), 利用 演化 方程 4=6H/6 元 和 元 =-6H/86 得 
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X= | Ea 平 国 | ( 略 去 了 适 配 体 元 ) (15-7-49) 
By 6a 6 元 
设 y(4)=(V(4); a(4), 和 =0, 元 (41)), 则 由 上 式 可 得 
y(t2) = (V0), dn) + ea(t); xy =0, z(t ) + ez(n), 

其 中 6=At=t, -ti. 这 说 明 空间 上 在 两 个 相 令 时刻 的 有 关 物 理 量 之 差 为 

Vt) -Vt)=0, dt) -a(t)= a )At, z(ty) -z(t )= A )Ar, 
因此 y() 正好 描述 立 上 的 物理 态 的 时 间 演 化 . 以 上 用 3 维 空间 上 六 表述 的 结论 也 可 
改 用 4 维 语言 表述 , 这 时 疼 应 改 为 4 维 时 空中 的 同时 面 马 ,而 志和 元 则 分 别 用 4 维 
时 空中 的 李 导 数 .名 4=5 和 .% 元 = 元 表示 (其 中 7 代表 3+1 分 解 所 用 的 类 时 矢量 场 
12), 就 是 说 , 了 Yj 可 改写 为 


A A 
4 > 6 一 六 ft 
Xe /cen 训 + (gd| 诗 | | (15-7-49)) 
物理 意义 不 变 . 
15.7.4 ”作为 第 一 类 约束 系统 的 引力 场 
引力 场 也 是 第 一 类 约束 系统 , 其 证 明 见 本 小 节 之 末 . 由 于 张 量 密度 场 的 求 导 在 
选读 部 分 (§15.6 ) 才 讲 , 我 们 在 必 读 部 分 中 凡 遇 到 张 量 密度 场 的 求 导 一 律 都 先 换 成 
张 量 场 再 求 导 . 例如 式 (15-5-20) 的 D (pr ) 就 是 张 量 场 (而 非 张 量 密度 场 ) 的 
导数 , 因为 妨 和 7% 的 权 分 别 为 -1 和 +1. 为 了 便于 计算 , 本 小 节 把 有 关公 式 都 
写成 张 量 密度 场 (也 可 理解 为 其 表示 ) 的 等 式 . 先 把 两 个 约束 改写 为 矢量 密度 和 标 
量 密度 等 式 .计算 及时 如 果 从 式 (15-5-15) 出 发 , 则 由 分 部 积分 得 


a Ey 3 1 ab 上 2 ab 二 ab 
H=| 之 = 上 NI VhR+ A 551+ 2 Dr N ) 2 NDz 
上 式 右 边 第 二 、 三 项 都 含 张 量 密度 场 的 协 变 导 数 . 以 第 二 项 为 例 , D (XN,) 是 权 
为 1 的 标量 密度 场 . 由 于 略 去 的 体 元 ie 是 权 为 -1 的 n 形 式 密度 ， fe D,(x”N,) 正 
是 nn 形式 场 ( 非 密度 ) 的 积分 , 意义 明确 . 因为 此 项 可 化 成 为 零 的 边界 项 , ”由 上 式 及 


@@ 先 改 写 为 | ep D,( hr“N,) ,其 中 D(ARN,) 是 ( 非 密度 ) 标 量 场 ,其 积分 可 用 高 斯 定理 化 成 边 


界面 积分 ,再 由 1 的 默认 渐 近 趋 零 条 件 可 知 积分 为 零 . 以 下 类 似 情 况 同 此 处 理 . 
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5H/5N, =0 便 可 得 出 次 级 约束 
C*=-2D, x® =0. (15-7-50) 


这 虽 同 式 (15-5-20) 的 约束 等 价 , 但 现在 的 约束 方程 是 矢量 密度 方程 . 另 一 约束 
(15-5-19) 则 可 改写 为 如 下 的 标量 密度 方程 : 


Se ee 7- 
Cs VhR+ (7 Tw 37)=0. (15-7-51) 
请 注意 现在 的 C 和 CC? 分 别 等 于 式 (15-5-18) 的 C 和 Cs 乘 以 Vh. 于 是 引力 场 的 哈 氏 
量 在 略 去 边界 项 后 可 改写 为 


万 = 上 (NC+N,CS). (15-7-52) 


但 边界 项 不 应 略 去 , 考虑 边界 项 后 ,及 应 以 归 '[ 见 式 (15-5-37)] 代 替 ,其 哈 氏 矢量 场 
可 表 为 


5811 8Y 35 8 
x =| i er ee -| hy | + 一 
sl rT 5 357 | 7 

下 | 


与 电磁 场 的 情况 类 似 , 也 可 把 上 式 看 作 描 述 驴 上 的 物理 态 (h,,x“) 的 时 间 演 化 . 

下 面 讨论 约束 矢量 场 的 意义 .与 电磁 场 的 V. 元 相仿 , C 和 C? 都 是 马上 的 场 
而 非 相 空间 矿 上 的 函数 . 仿照 电磁 场 的 做 法 , 可 用 C 和 0C? 生 成 厂 上 的 一 系列 (无 
限 个 ) 函 数 , 即 一 系列 约束 泛 函 . 令 v 和 vw 分 别 为 号 上 满足 适当 边界 条 件 的 任意 矢 
量 场 和 标量 场 (统称 为 试验 场 ), 定义 厂 上 的 函数 (约束 泛 函 ) 


Cj 二 + Ge : ] | (15-7-53) 


BT 


Cr:= | vec ， (15-7-54) 
Vv 5 a 


Ce | vC. (15-7-55) 


v” 和 YY 所 满足 的 边界 条 件 保 证 上 面 两 个 积分 收敛 . 由 以 上 两 式 可 知 


C? =0 人 Cr =0，Vv?， 


( 指 满足 边界 条 件 的 任意 v” 和 vv) (15-7-56) 
C=0OC,=0, vv. 


这 表明 两 个 约束 方程 C”=0 和 C=0 实 际 上 相当 于 “4xo3 ”个 约束 , 即 
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C; =0V 和 C,=0 VY .约束 泛 函 Cr 的 哈 民 和 拓 量 场 为 


4 4 
天 | We 6 -| 2 (15.7-57) 
”jz Sr 5 了 dh, on’ 


其 中 泛 函 导数 6C;/6x 和 6C;/5h, 可 从 式 (15-7-54) 和 (15-7-50) 出 发 计算 : 


Cs = | WwDuz” = -2 [DG02z“) -xz Dv]= 上 A Bhs, (15-7-58) 


最 末 一 步 是 由 于 v 所 满足 的 边界 条 件 保证 所 化 成 的 边界 项 为 零 . 由 上 式 得 


0 (15-7-59) 
6N 
为 求 得 8C;/16h,, 可 对 式 (15-7-58) 最 末 一 个 等 号 右边 作 分 部 积分 : 
放生 [ (Lr -hn®). (15-7-60) 


上 式 的 X=X hs 是 权 为 1 的 标量 密度 场 , 利用 式 (15-6-37) 得 


-GZ=VDrr+ZD =D, (vnA), 


故 
Ce 上 [D, (vz) -hs 20] = 一 上 Rs (15-7-61) 
从 而 
ne a (15-7-62) 
5h, 


代入 式 (15-7-57) 得 


xz- 人 EER + Cr) | (15-7-63) 


仿照 式 (15-7-46) 便 知 Xe 4 所 产生 的 无 限 小 微分 同 胚 映射 ys : 太太 把 太 的 一 


P=(N, N,, hp; Nw =0, 7 =0, 5°) 
映 为 邻 点 
PS NM 


满足 
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N =N Ns =N,, hss =hos 上 +E 史 jp =ps hss NL =A te LAD = A, 
其 中 fp。: 了 一 忆 是 空间 矢量 场 ve 产生 的 无 限 小 微分 同 胚 映射 .可见 有 与 及 ,以 
及 元” 与 2 都 “只 差 到 一 个 空间 微分 同 肛 ”, 因此 P, PE 大 代 表 同一 物理 态 . 这 
说 明 由 约束 矢量 场 XC “产生 的 正则 变换 也 是 一 种 规范 变换 , 与 电磁 场 论 中 由 约束 
矢量 场 Xc“ 产 生 的 正则 变换 的 作用 非常 类 似 .” 


然而 引力 场 的 标量 约束 C, =0 的 表现 却 与 上 述 两 者 有 重要 差别 . 与 式 (15-7-57) 
类 似 ，C, 的 哈 氏 矢量 场 可 表 为 


Po I 
2 EA | 
把 式 (15-7-55) 中 的 v 看 作 某 种 3+1 分 解 的 时 移 函 数 , 与 式 (15-7-52) 对 比 便 知 C, 可 


看 作 位 移 NN， 为 替 、 时 移 v 渐 过 为 零 情况 下 的 (在 此 情况 下 有 1* = vme), 因此 哈 民 
演化 方程 可 表 为 


(15-7-64) 


代入 式 (15-7-64) 得 


Re = 区 vi no) -| 下 [总 ] | (15-7-65) 


Eyn® 


< > 


图 15-7 泡 泡 时 间 演 化 示意 (v 渐 近 为 零 ) 


Xi 和 Xo “都 是 厂 上 切 于 厂 的 矢量 场 .既然 式 (15-7-53) 的 针 j,“ 代表 物理 态 
(hs,X”) 沿 矢量 场 1? 的 时 间 演 化 , 式 (15-7-65) 的 Xe， “就 应 代表 物理 态 ( 彤 ,zz) 沿 
矢量 场 vn* 的 时 间 演 化 . 不 同 的 是 ，Xc“ 的 积分 曲线 上 的 两 邻 点 所 代表 的 是 两 个 
这 样 的 分 层面 上 的 共 力 对 (hh ,x”), 它们 ( 指 分 层面 ) 在 “空间 无 限 远 处 ”互相 重合 
(因为 v 渐 近 为 零 ). 这 两 个 分 层面 上 的 (hh,,X”) 和 (hh,,X“) 代 表 两 个 不 同 的 物理 态 
它们 的 差别 并 非 规范 差别 . 可 见 引力 场 的 标量 约束 看 来 应 该 视 为 Dirac 靖 起 ( 见 小 
@ 电磁 场 只 是 Yang-Mills 场 的 最 简单 例子 . 事实 上 , 一 般 Y-M 场 论 中 由 高 斯 约束 矢量 场 产生 的 正则 变换 也 


是 规范 变换 . 这 同 如 下 事实 有 关 : 引力 场 的 矢量 约束 泛 通 C; 与 Y-M 场 的 高 斯 约束 泛 函 (对 电磁 场 就 是 Cr ) 有 一 共 
性 , 即 都 是 正则 动量 的 线性 泛 函 ， 
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节 15.7.2 ) 的 一 个 反例 . X。“ 所 描述 的 这 种 特殊 演化 也 称 为 泡 泡 时 间 演 化 
(bubble-time evolution), 图 15-7 是 泡 泡 时 间 演 化 的 示意 图 .为 了 尽量 缩小 与 Dirac 
的 猜想 的 距离 , Ashtekar(1987b) IL2 曾 做 过 一 番 讨 论 , 但 结论 仍 是 不 能 解释 为 纯 规 
范 差 别 . Kuchar(1986) 则 明确 指出 :“ 人 们 在 物理 中 经 常 讨论 这 样 的 系统 , 其 作用 
量 在 某 个 无 限 维 群 的 作用 下 是 不 变 的 . 通常 (虽然 不 幸 地 ) 把 这 些 系统 的 理论 一 律 
称 为 规范 理论 . …… 这 一 不 变性 导致 对 正则 变量 提出 限制 的 约束 , 而 且 它们 在 约束 
面 上 组 成 轨道 . ( 引 者 注 : 指 约束 和 拓 量 场 的 积分 曲线 . ) 同一 轨道 上 的 点 有 时 可 被 看 
作 同 一 物理 态 的 等 价 描述 ,有 时 则 应 被 视 为 系统 的 动力 学 演化 中 的 不 同 阶 段 .只 有 
在 第 一 种 情况 下 谈 及 规范 才 是 物理 上 恰当 的 . 第 二 种 情况 与 时 间 选 择 的 任意 性 以 
及 把 时 间 纳 入 正则 变量 的 行列 一 事 相 关联 .这 一 过 程 常 被 称 为 参数 化 
(parametrization ). ”接着 又 写 道 :“ 在 物理 上 感 兴趣 的 所 有 理论 中 , 与 规范 相 联 系 
的 约束 是 正则 动量 的 线性 函数 , 而 与 参数 化 相 联系 的 约束 则 是 动量 的 2 次 函数 ( 虽 
然 不 一 定 是 2 次 型 ) ……. 在 场 系统 中 , 电动 力学 和 Yang-Mills 理论 是 规范 理论 (在 
这 个 词汇 的 本 来 意义 上 ) 的 典型 例子 . 这 些 理论 中 的 约束 对 正则 动量 是 线性 和 齐 次 
的 . 参数 化 理论 的 典型 则 是 广义 相对 论 和 非 线 性 o 模型. 在 这 些 理论 中 与 时 间 选 择 
的 任意 性 相 联 系 的 约束 [ 超 哈 氏 约束 ( 引 者 注 : 即 标 量 约束 )] 对 正则 动量 是 2 次 的 . 
除 这 些 约束 外 还 存在 着 与 空间 微分 同 胚 不 变性 相 联系 的 线性 齐 次 约束 [ 超 动 量 约 
束 ( 引 者 注 : 即 矢量 约束 )]. 这 些微 分 同 胚 起 到 规范 群 的 作用 .” 

规范 自由 性 同 某 种 任意 性 有 关 . 广义 相对 论 中 的 规范 自由 性 是 4 维 时 空中 的 
微分 同 胚 不 变性 , 即 在 彼此 只 差 到 一 个 微分 同 胚 的 所 有 时 空 度 规 中 任 选 一 个 的 任 
意 性 ( 见 小 节 8.10.2 ). 矢量 约束 Cj; =0 反 映 的 规范 自由 性 只 是 在 每 一 层 上 的 空间 
微分 同 胚 不 变性 , 而 标量 约束 C, =0 则 可 看 作 是 对 时 空 做 3+1 分 解 的 任意 性 的 结 
果 . 因此 , 虽然 全。“ 的 积分 曲线 上 不 同 点 的 差别 不 只 是 规范 差别 , 标量 约束 与 时 空 
的 规范 自由 性 仍 有 紧密 的 联系 . 

在 结束 本 小 节 之 前 , 我 们 补 证 引力 场 为 第 一 类 约束 系统 . 首先 , 不 难 证 明 ( 习 题 ) 
初级 约束 AN =0 和 zf =0 必 为 第 一 类 ,因此 只 须 证 明 全 体 次 级 约束 ( 即 标量 和 和 失 
量 约束 ) 为 第 一 类 ,为 此 只 须 证 明 任意 两 个 次 级 约束 泛 函 之 间 的 泊 松 括号 弱 为 零 
这 些 括 号 分 为 三 类 :两 个 矢量 约束 泛 函 Cy,Cj 之 间 的 括号 ; 两 个 标量 约束 泛 函 
C,,C, 之 间 的 括号 ; 一 个 矢量 约束 泛 函 C; 与 一 个 标量 约束 泛 函 C, 之 间 的 括号 . 
对 这 三 类 括号 的 计算 结果 为 


{Cy, Cz} = ?| (Hu )NsD。z =— Ci ~0, (13-7-66) 
元 


(其 中 元 代表 矢量 场 1 =vD,p12 -AD =[v,uJ.) 
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{CCJ=-Crzs=0， (其 中 代表 EsvD*1-uDv.) (15-7-67) 


{CC = | (Lv) 区 R -rs -| =2C,, ~0. (15-7-68) 
v 


我 们 只 证 明 式 (15-7-67). 由 式 (15-7-5') 和 (15-7-64) 得 


8C, 8C, 8C, 8C . 
C00--| [中 i | (15-7-69) 
1 ab ab 


把 C, (或 C, ) 看 作 位 移 为 零 、 时 移 为 v (或 1) 情况 下 的 态 , 借 用 式 (15-5-32) 和 
(15-5-33) 得 


8C, _ > 元 -7h ] (15-7-70) 


8C 
> “= -ji (DD?1-h*D.D°1)+WU%.， (U% 仿 若干 项 ) (15-7-71) 
ab 


因为 {C,,C,} 关 于 v, 44 反 称 ,计算 {C,,C,} 时 如 果 出 现 某 一 含 系 数 vi 的 项 ( 例 
如 YU ) 则 后 面 必 出 现 含 -wy 的 对 应 项 (例如 -LvU”), 于 是 两 项 相 消 . 所 以 计 
算 中 凡 伟 wh 的 项 都 可 略 去 .把 式 (15-7-70) 和 (15-7-71) 代 入 (15-7-69) 便 得 


1 a a Ce 
{C,,C,}= 2 (zu -37hs)[IVDD? -hr*D,D°p) -vp 互 换 项 ] 
=2]; (vrwsD"D?h -vp 互 换 项 )=-2],[D“(vrs)D*h -vp 互 换 项 ] 
=-2| tv Dr) Dp yD,a®) Dy] 
2 


2 | (DunDV) hsDoa” =-C (€*=vD'p -puD'v) 
六 


(第 三 步 是 因为 zx” 所 应 满足 的 渐 近 条 件 保 证 js Np =0.) 此 即 式 (15-7-67). 

最 后 说 明 一 点 . 作为 计算 结果 , 式 (15-7-66)~(15-7-68) 的 成 立 是 肯定 的 . 但 若 要 
由 此 三 式 认定 真空 引力 场 是 第 一 类 约束 系统 , 则 还 要 借助 于 另 一 结论 次 级 约 
来 Cs =0 和 C, =0 满 足 自 洽 性 条 件 , 因而 不 再 有 进一步 约束 . 这 一 结论 的 正确 性 
是 在 14 章 之 末 指 出 的 , 但 当时 并 未 给 出 证 明 ( 计 算 ) 过 程 . 现在 , 在 有 了 式 (15-7-66)~ 
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(15-7-68) 之 后 , 这 一 证 明 变 得 十 分 容易 .用 式 (15-7-52) 的 N 和 Ne? 分别 取代 式 
(15-7-66)~(15-7-68) 中 的 Vv 和 vs ,与 式 (15-7-54)、(15-7-55) 对 比 可 知 矿 = C+C;. 
这 样 一 来 , 借助 于 式 (15-7-66)~(15-7-68), 日 与 任 一 约束 泛 函 的 泊 松 括号 自然 弱 等 
于 零 (例如 {H,C,}={Cy,C,}+{Cs,C,}~0), 从 而 C, 0. 
15.7.5” 约 化 位 形 空间 

电磁 场 的 约束 C, =0 表 明 , 虽然 已 把 六 看 作 拉 氏 乘 子 , 所 余 相 空间 仍 嫌 “ 太 
大 ”, 这 与 位 形变 量 & 的 规范 自由 性 密切 有 关 . 引力 场 也 有 类 似 情况 . 本 小 节 讨 论 压 
缩 位 形 空间 以 消除 约束 的 可 能 性 . 

电磁 场 的 规范 自由 性 表现 为 &6 和 5+Vr(X 为 马上 任 一 标量 场 ) 代 表 相同 物理 
态 . 位 形 空间 多 的 任意 两 点 各 称 为 等 价 的 , 车 了 上 有 标量 场 X 使 8 =a+VY. 
这 一 定义 把 多 分 成 无 数 等 价 类 . 以 每 一 等 价 类 为 元 素 构成 的 集合 多 称 为 约 化 位 形 
空间 (reduced configuration space ). 于 是 存在 自然 的 多 对 一 映射 : 多 全 多 , 它 把 
多 中 任 一 元 素 # 映 为 6 所 属 的 那个 等 价 类 . [是 多 的 一 点 , 记 作 5 .] 就 是 说 , 是 
把 每 一 等 价 类 内 的 所 有 元 素 映 为 多 的 同一 点 的 映射 ,是 一 种 投影 映射 , 见 图 15-8. 
设 VY 是 马上 长 度 很 小 的 矢量 场 , 则 4+Vx 与 5 是 同一 等 价 类 中 的 两 邻 点 , 可 近 
似 认为 VX 是 从 5 点 指向 56+VX 点 的 矢量 ,就 是 说 , 可 把 人 VY 看 作 过 5 的 、 躺 在 5 
所 属 等 价 类 内 的 某 曲 线 的 切 矢 . 该 曲线 在 映射 下 的 像 显然 为 独 点 线 4, 其 切 矢 为 
零 . 因为 曲线 切 矢 的 像 等 于 曲线 像 的 切 矢 , 所 以 


GVH) =0eV;, (15-7-72) 
其 中 防 是 Ge 多 的 切 空间 .设防 "是 其 对 偶 空间 , 则 由 映射 : 多 -多 在 于 点 诱导 
出 的 拉 回 映射 人 ”: 及 ”一 态 "不是 到 上 映射 ， 态 "的 元 素 只 有 满足 一 定 条 件 才能 成 
为 "的 菜 元 素 在 6 下 的 像 ,这 条 件 可 讨论 如 下 . 设 元 eV;" 是 元 eV" 的 像 , 即 


15-8 :多 祖 罗 是 自然 投影 映射 .把 Vx 看 作 从 指向 4+5x 的 矢量 , 则 C,(Y)=0. 
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元 = a 则 元 作用 于 Vx eV 的 结果 为 
A(VH)= (ATH) = A VY)=0. (15-7-73) 

[最 末 一 步 用 到 式 (15-7-72). ] 位 形 空间 多 之 所 以 有 无 限 维 , 是 因为 其 中 每 点 6 代表 
区 上 的 一 个 矢量 场 ,为 强调 起 见 不 妨 记 作 a(x), 其 中 x 可 跑 遍 驴 表 明 55 有 无 限 多 
的 坐标 [ 阁 写 成 三 个 分 量 a,(x)， 则 可 看 出 巨 有 “3xoo3 ”个 坐标 . ] 因此 , Vx 和 元 (分 

别 作为 点 Ge 多 的 矢量 及 对 偶 拓 量 ) 应 有 无 限 多 分 量 , 而 元 作用 于 Vx 则 应 等 于 对 

应 分 量 之 积 之 和 , 这 个 “和 ”实际 是 在 立 上 的 积分 , 所 以 式 (15-7-73) 可 表 为 

0=2(57)= | #34 = |, [4 二 如 :二 =- ,45 

其 中 最 末 一 步 是 由 于 和 元 所 满足 的 边界 条 件 保证 所 化 成 的 面积 分 为 零 . 因为 上 
式 对 满足 边界 条 件 的 任意 xv 成 立 , 所 以 V. 元 =0. 可见 忆 " 中 只 有 满足 V. 元 =0 的 
元 素 元 才 可 在 VV 中 找到 逆 像 ,事实 上 , C*[V,*] 是 VV 的 、 满足 V. 元 =0 的 子 空间 . 
因此 也 常 把 元 记 作 元 .现在 可 以 更 清楚 地 理解 “多 作为 位 形 空间 其 实 太 大 ”的 含义 : 
不 仅 因 为 多 的 许多 不 同 点 (同一 等 价 类 中 的 点 ) 代 表 相 同 的 物理 态 (空间 马上 的 同 
一 磁场 妃 ), 而且 因 为 多 的 每 点 ae 多 的 对 偶 空间 中 只 有 满足 V. 元 =0 的 元 素 元 才 
有 物理 意义 ( 才 代 表 驴 上 的 一 个 电场 巨 ), 因而 已 "也 嫌 太 大 . 反之 , 多 却 可 以 非常 

合适 地 充当 位 形 空间 :由 于 =Vxd 和 Vx(VY)=0, 允 上 的 所 有 (满足 适当 边界 
条 件 的 ) 磁 场 妃 的 集合 与 多 一 一 对 应 ; 马上 的 所 有 (满足 适当 边界 条 件 的 ) 无 源 电场 
碧 (= 一 4n 元 ) 则 与 多 的 任 一 点 4 的 对 偶 空间 及 “一 一 对 应 (从 而 保证 多 的 余 切 从 的 
确 就 是 无 源 电磁 场 的 相 空间 ). 可 见 多 是 对 多 作 合 理 “ 消 肿 ” 的 结果 ， 多 中 所 含 的 
非 物理 自由 度 已 被 约 化 一 空 , 自然 也 不 再 有 约束 . 现在 就 可 用 多 作为 位 形 空间 重 
新 构造 电磁 场 (看 作 无 约束 系统 ) 的 拉 氏 和 哈 氏 形 式 . 因为 原来 的 拉 氏 密度 
罗 =-(16m PF 与 规范 无 关 ( 只 依赖 于 五 筷 ), 它 自然 族 导 出 新 处 理 中 的 一 个 
拉 氏 密度 .2 = -(16r FE ,由 此 求 得 的 哈 民 量 末 与 原 哈 民 量 妃 很 像 , 只 须 把 
式 (15-4-21) 右 边 的 F8 ,到 项 略 去 , 即 


入 = |,(2n 半 .+ 二. .B). (15-7-74) 
于 是 由 无 约束 系统 的 哈 氏 正则 方程 便 得 
-4n 冯 。 充 =- 人 -上 站 xB， (15-7-75) 
8 元 8 4n 


对 上 式 的 第 一 式 取 旋 度 得 35/8f=47 辟 x 元 =- 六 x 五 ,而 第 二 式 则 可 改写 为 
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9E/9t=VxB, 这 正 是 熟知 的 麦 氏 方程 组 中 的 两 个 演化 方程 . 

这 种 通过 引入 约 化 位 形 空间 来 消除 约束 的 做 法 在 一 定 程度 上 可 推广 到 引力 场 ， 
所 谓 “一定 程 度 ”, 是 指 只 适用 于 消除 矢量 约束 C” =0. 这 一 约束 对 应 的 规范 自由 
性 是 : 若 上 上 两 个 正定 度 规 场 玉 ,和 7 只 差 到 一 个 微分 同 肛 , 则 它们 代表 相同 的 
物理 位 形 . 满足 上 述 要 求 的 jp 和 jp 称 为 等 价 的 , 以 位 形 空间 多 = {fh} 中 的 每 一 
等 价 类 为 元 素 构成 的 约 化 位 形 空间 多 称 为 超 空 间 (superspace). 仿照 电磁 场 的 讨 
论 可 得 


0= 上 reg.2o7 = -| 2zxaDw =2 [Dy) -nD,a"*]=-2 [ v,Da® 


从 而 有 2D。z”=0, 此 即 矢 量 (密度 ) 约 束 方 程 . 可 见 超 空 间 中 没有 矢量 约束 . 因为 
定义 超 空间 所 用 的 等 价 类 并 未 涉及 标量 约束 (15-7-51), 所 以 标量 约束 仍 存 在 于 超 
空间 中 . 了 8.10.2 可 知 广义 相对 论 的 规范 自由 性 实质 上 是 时 空 度 规 g， 可 
差 到 一 个 时 空 微分 同 胚 M 一 M , 而 失 量 约束 只 反映 空间 诱导 度 规 记 ,可 差 到 一 个 
空间 微分 Be “其 余 的 ”自由 性 由 标量 约束 反映 . 如 前 所 述 , 标量 约束 反 
映 的 是 对 时 空 作 3+1 分 解 的 任意 性 . 这 一 约束 与 所 谓 的 “参数 化 粒子 动力 学 ”中 
的 约束 十 分 类 似 . 为 便于 读者 对 比 (理解 ), 下 面 简介 这 种 理论 . 
考虑 牛顿 力学 中 的 一 个 N=3 的 无 约束 系统 , 例如 位 于 势 场 (不 含 时 间 ) 中 的 单 
个 粒子 . 选 粒子 的 3 个 笛 卡 儿 坐 标 9C=1,2,3) 为 位 形 坐 标 . 设 系统 的 拉 氏 函数 为 
L(q', dq'/dt) (其 中 1 为 牛顿 的 绝对 时 间 ), 哈 氏 函数 为 甩 (qgi',p,) .把 1 的 任 一 ( 常 增 ) 
雹 数 1 看 作 新 的 “时 间 ”, 把 1 看 作 第 0 坐标 ( 即 令 9g0 =1), 以 9*(4=0,1,2,3) 代表 
dg“/dt', 则 g”=dt/df', 9' =9" dq'/dt .定义 新 拉 氏 量 L' := Lg", 把 L 看 作 7 元 水 
数 L(g',9 (9 )"), 则 L' 是 8 元 函数 L'(g*, gq* =9 dq“ /dq ). 在 几何 语言 中 ,以 多 
代表 新 的 位 形 空间 (每 点 有 4 个 坐标 g*), 则 天 是 切 丛 T 儿 ' 上 的 函数 . 由 L' 给 出 的 
动量 pi 为 


A aL 39(g1(9"')") .。 红 


Dd a py L576) 
0g 0g 0(G(g9)") 09 da(dg’ /dt) 
， 了 00L 0 OL 83800077) 
= 一 =L+9 =L+0 4 
pd nd Oy Oo 
= dg 
“]= 工 一 = 15-7-77 
roa) ] = 六 ( ) 


故 po + 人 H=0. 令 办 = po 十 五 ， 注意 到 H=H(gq',p,)= H(gq’',p’), 得 $=G(q',p’, p'), 
所 以 Gl(q',p',P)=0 给 出 初级 约束 . 仿 眼 小 节 15.3.1 定 义 切 从 TB' 上 的 函数 
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H':= pg —L'=p9 +p;9' -Lg =p +9° (pi(dg'/d) -1)=94"6=0. (15-7-78) 
以 古代 表 多 ' 的 余 切 丛 ( 相 空间 ) 则 Legendre 变换 f : T 多 ' 一 厂 ' 把 整个 T 多 ' 映 为 
三 中 由 及 =0 定 义 的 7 维 子 流 形 ( 初 级 约束 面 ) 门 ,其 上 的 哈 氏 量 按 定义 为 ( 均 见 " 
节 15.3.1) 
H'|m=G"p|r=0 (这 是 颇 为 特殊 的 “ 零 哈 氏 量 ”)， (15-7-79) 
它 在 上 的 任意 延 拓 都 可 充当 厂 上 的 哈 民 量 太 '. 设 B: 厂 '-> 民 为 任意 函数 , 则 
可 定义 


H'|r. := BY¢. (15-7-80) 
现在 就 可 用 有 约束 哈 氏 方程 (15-2-19) 求 得 新 “演化 观 ”( 以 1' 为 时 间 ) 中 的 演化 曲线 : 
,0_0H' 106 yo8 084 0 
9" = 一 一 + = 一 + 一 + 一 ~0+1， (15-7-81) 
opo op ap Opo Opo 
.， 6867' ,0¢ 
= 一 -4 一 一 =0， 15-7-82 
po 30 89 ( ) 
A 0 
LM Rd ee 03 Us BE -B+ (15-7-83) 
2 op Op; Op p; 
., 867' ,0¢ 8p 0¢ ,39¢ oan 
i 三 一 一 一 一 4 一 一 = 一 -一 -0 一 一 4 一 一 > 一 +4) 一 一 . 13-7-84 
万 BY fo Pa gg (B )5 ( ) 
把 式 (15-7-81) 代 入 (15-7-83) 和 (15-7-84) 得 
Pe i=1,2,3, (15-7-85) 


dt Op, dt og 
这 正 是 原 “ 演 化 观 ” 中 的 哈 氏 方程 . 另 一 方面 ， 
$={6,H)}+4{6,6} = {6,B6} =¢ {6,P}~0 

表明 p=0 的 自 洽 ' 性 条 件 自动 满足 , 所 以 不 再 有 次 级 约束 . 由 选读 15-2-1 可 知 儿 是 自 
由 拉 氏 来 子 . 注意 到 户 可 为 任意 函数 , 由 式 (15-7-81) 便 知 9" 完全 自由 .事实 上 ,如 
果 愿 意 , 也 可 取 =0, 这 时 gg = 就 是 自由 拉 氏 乘 子 .这 正 是 Sudarshan and 
Mukunda(1974) 的 做 法 [ 见 式 (15-3-8) 的 评述 ]. 这 表明 g"(1") 没有 物理 意义 [ 式 
(15-7-82) 的 po =0 也 是 旁证 ], 共 斩 对 (9g",p0) 完全 是 人 为 的 .用 以 上 手法 构造 的 
人 给 出 的 完全 是 重 参数 化 前 ， 然而， 假如 一 开始 就 把 
这 个 貌似 4 维 的 系统 ( 即 L' 而 非 工 ) 放 在 你 面前 , 你 会 觉得 它 是 一 个 约束 系统 ,而且 
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与 引力 场 有 一 些 很 类 似 的 特征 ":@ 它 同 引力 场 一 样 是 第 一 类 约束 系统 ; 加 拉 氏 量 
一 中 含有 自由 拉 氏 乘 子 和 5， 而 引力 场 的 多 也 含有 自由 拉 氏 乘 子 N[ 见 式 
(15-5-7)]; 国 哈 氏 量 玖 "在 约束 面 厂 '= 门 上 为 零 , 与 引力 场 的 哈 氏 量 刀 在 矿 上 为 
零 类 似 , 在 此 应 作 一 点 说 明 . 由 于 引力 场 哈 氏 量 百 的 计算 放 在 815.5 的 必 读 部 分 ， 
我 们 在 万 的 定义 问题 上 讲 得 较为 粗略 . 事实 上 , 式 (15-5-17) 的 万 只 定义 在 由 初级 
约束 fw =0, Zn =0 决 定 的 石上 ( 详 见 小 节 15.3.1 关 于 由 声 : TZ -下 定义 HH]. 
的 讨论 . 现在 还 有 次 级 约束 C=0 和 C=0, 所 以 最 终 约束 面 厂 c 厂 .与 重 参 数 化 
粒子 系统 稍 有 不 同 之 处 是 厅 只 在 矿 c 刀 而 不 是 整个 门 上 为 零 .) 至 于 万 在 
三 -石上 上 的 定义 ,也 允许 它 是 如 | 的 任意 延 拓 . 总 之 ,我 们 看 到 重 参 数 化 粒子 系统 
与 引力 场 有 许多 类 似 之 处 .对 于 重 参 数 化 粒子 系统 , 你 可 以 通过 “ 退 参 数 化 ”的 反 
操作 来 消除 约束 以 恢复 其 本 来 面目 . 一 个 天 真 的 想法 是 :引力 场 的 标量 约束 是 否 也 
可 通过 “ 退 参 数 化 ”来 消除 ? 它 真 有 一 个 不 含 标量 约束 的 “本 来 面目 ” 吗 ? 长 期 、 
艰苦 的 研究 给 出 的 答案 是 :很 可 能 不 . 在 上 述 参 数 化 理论 中 , 约束 函数 是 动量 p' 
的 线性 函数 ,通过 分 解约 束 方程 可 以 求 得 pl 的 表达 式 , 从 而 进行 退 参数 化 . 然而 ， 
引力 场 的 标量 约束 函数 C 是 动量 的 2 次 函数 , 不 太 可 能 进行 类 似 的 退 参 数 化 操作 . 
总 之 , 引力 场 很 可 能 不 存在 这 样 一 个 约 化 位 形 空 间 多 , 其 相应 的 相 空间 ( 即 多 的 余 
切 从 ) 的 所 有 变量 反映 的 都 是 “真实 的 动力 学 自由 度 ”. 标量 约束 在 广义 相对 论 哈 
氏 形 式 中 的 存在 性 看 来 是 不 可 摆脱 的 . 这 构成 引力 场 正 则 量子 化 的 一 个 严重 障碍 . 


8$15.8 ”从 几何 动力 学 到 联络 动力 学 


Ashtekar 新 变量 理论 简介 [选读 ] 


种 种 考虑 (例如 对 奇 性 定理 的 思考 ) 表 明 , 不 管 经 典 广 义 相 对 论 多 么 优雅 , 它 不 
可 能 是 关于 引力 的 终结 理论 :广义 相对 论 最 终 必须 量子 化 . 引力 量子 化 存在 不 止 一 
种 途径 , 其 中 一 个 重要 途径 是 正则 量子 化 . 对 任 一 经 典 理论 进行 正则 量子 化 的 第 一 
步 是 把 该 理论 正则 化 ( 哈 氏 化 ), 即 把 它 重 铸 成 哈 氏 形式 , 而 正则 化 的 第 一 步 则 是 选 
择 一 对 正则 变量 , 即位 形变 量 及 其 共 轿 动量 . 本 章 介 绍 了 真空 引力 场 的 哈 氏 形式 ， 
其 正则 变量 分 别 为 空间 度 规 有 hh (位 形变 量 ) 及 其 共 轿 动量 x (也 可 说 是 外 曲率 
Ks), 用 这 一 共 斩 对 表 出 的 矢量 约束 C”= 0 和 标量 约束 C=0 分 别 为 式 (15-7-36) 
和 (15-7-37). 由 这 两 个 式 子 可 以 看 出 C" 和 C 对 用， 的 依赖 关系 非常 复杂 , 这 给 研 
究 带 来 许多 技术 性 困难 . 特别 是 , 根据 量子 化 程序 , 这 两 组 约束 方程 在 量子 化 时 将 


QD 与 引力 场 标量 约束 更 类 似 的 是 在 给 定 背景 时 空 上 的 “参数 化 场 论 ” 的 约束 , 见 Kuchar(1981). 
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被 改写 为 算 符 方程 C" 和 C 对 有 hs 依赖 关系 的 复杂 性 使 这 些 算 符 方程 难以 求解 . 
这 一 困难 原则 上 可 通过 选择 新 的 正则 变量 ( 共 罗 对 ) 来 克服 . Ashtekar 于 1986 年 首 
次 提出 一 组 新 的 正则 变量 (后 称 Ashtekar 新 变量 ), 成 功 地 使 约束 表达 式 得 以 明显 
简化 , 并 带 来 一 系列 优点 .限于 篇 幅 , 下 面 只 能 对 Ashtekar 新 变量 作 一 非常 简略 的 
介绍 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Ashtekar(1986,1987a,1991,1999) ，Ashtekar et al.(2004) 


和 Han et al.(2005). 
传统 的 正则 变量 (有,,AN“) 是 3 维 流 形 了 上 的 一 对 张 量 场 . (准确 地 说 , x 中 是 
张 量 密度 场 .) 以 {(@.)”|i=1,2,3} 代表 世上 的 一 个 局 域 标 架 场 ,，{(e')。} 代表 其 对 偶 
标 架 场 . 设 {(ei)”} 用 hss 衡量 为 正 交 归 一 , 则 有 hs =6y(e )o(e') :把 (e )o 简 记 为 

es, 则 上 式 可 改写 为 
J =6,esel . (15-8-1) 


若 先 给 定 标 架 场 {ef }, 则 它 唯 一 确定 一 个 度 规 场 h, ,用 它 衡量 {e?} 为 正 交 归 一 ， 
即 满足 上 式 . 反之 , 若 先 给 定 有, ,欲求 {ef?} 使 之 满足 式 (15-8-1), 则 {e?} 并 不 唯一 : 
式 (15-8-1) 只 能 把 {ef} 确 定 到 差 一 个 O(3) 转 动 ( 含 反 演 ) 的 程度 , 因为 两 个 标 架 {er} 
和 {6é?} 用 有 hs 衡量 都 正 交 归 一 当 且 仅 当 {fe?} 与 {6?} 差 一 个 O(3) 转 动 ( 含 反 演 ). 在 
新 变量 理论 中 , {e?} 将 代替 几 ， 用 作 共 斩 对 中 的 一 个 变量 . 注意 到 引力 场 拉 氏 密度 
多 是 标量 密度 , 可 知 共 斩 对 的 一 个 变量 应 为 张 量 密度 . 下 面 先 把 e? 改 为 张 量 密度 . 
以 hh 和 det(e) 分别 代表 有 ,和 e’ 在 任 一 (但 同一 ) 基 底 的 行列 式 , 则 式 (15-8-1) 给 出 
h=[det(e)]”, 令 


Er := det(e) e? ， (15-8-2) 
则 瑟 ? 便 是 密度 化 的 3 标 架 . 设 对 e8 作 一 0(G3) 反 演 (例如 变 为 6 =-e?), 则 det(e) 变 


号 , 故 ? 不 变 . 因此 ,与 e* 略 有 不 同 , h, 只 能 把 {Er} 确定 到 差 一 个 SO(3) 转动 的 
程度 .” 设 Ki, 是 加 的 外 曲率 , 邻 


Ks := eK,er6’, (15-8-3) 


其 中 
e= sgnl[det(e)]. (15-8-4) 


@ Ashtekar 的 早期 文献 忽视 了 这 一 微妙 差别 . 他 把 本 定义 为 jl2e ,却说 有 加， 只 能 把 {e?} 确定 到 差 一 个 
SO(3) 转动 的 程度 . 其 实在 Er 的 这 一 定义 下 上 述 结论 中 的 SO(3) 应 改 为 0(3). 
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可 以 证 明 , 如 果 选 择 天 ,作为 真空 引力 场 的 位 形变 量 , 则 羽 ?是 与 之 共生 的 动量 变量 ， 
即 (Ks,E?) 组 成 一 对 新 的 正则 变量 . 原来 的 失 量 约束 C? = 0 和 标量 约束 C=0 现 在 
可 用 这 组 新 变量 重新 表 出 , 遗憾 的 是 , 这 两 组 新 的 约束 表达 式 并 不 比 原来 的 表达 式 

简化 约束 表达 式 的 关键 一 步 是 对 联络 进行 修改 一 引进 新 的 联络 以 代替 同 
hs 过 配 的 那个 联络 . 按照 85.7 所 讲 , 3 维 歼 曼 流 形 ( 马 ,有 ,) 上 的 联络 可 看 作 一 组 
(3 个 ) 实 值 1 形式 场 io， 其 中 下 标 a 是 抽象 指标 , i, j 则 是 编号 指标 (i, j=1,2,3). 
设 x 是 如 的 一 点 ,VU 是 x 点 的 一 个 ( 切 于 区 的 ) 矢 量 , 则 x 点 的 wj 作用 于 v 的 结 
果 ( 记 作 B; =w jsv”) 构 成 一 个 3x3 反 称 矩 阵 . 注意 到 李 代数 .FH9(3) 是 由 全 体 
3x3 反 称 和 矩阵 组 成 的 集合 ( 见 附录 G 定理 G-5-3) 以 及 附录 C 关 于 “9 值 1 形式 场 ” 
的 定义 , 便 有 以 下 抽象 提 法 : 

(21, has) 上 的 一 个 联络 是 上 的 一 个 .9I9(3) 值 1 形式 场 . 


.09(3) 的 如 下 3 个 元 素 
0 0 0 0 0 1 0 -1 0 
aqa=|0 0 -1|, a,=|0 0 0|，am=|1l 0 
0 1 0 -1 0 0 0 0 


0 
0 
构成 .948(3) 的 一 个 基底 ( 见 8G.6), 任 一 元 素 Be.99(3) 可 用 此 基底 展开 : 
B=B'a,. (对 i 从 1 至 3 取 和 ) 
因此 , .949(3) 的 任 一 元 素 BB 既 可 用 三 个 带 两 个 下 标的 数 Bj (3x3 反 称 和 矩阵 的 三 个 
独立 矩阵 元 ) 表 示 , 也 可 用 三 个 带 一 个 上 标的 数 B'( 即 B 在 基底 {a,} 的 分 量 ) 表 示 ， 
不 难 验 证 两 者 的 关系 为 
B= -TomB,, i=1,2,3, (j,k 都 从 1 到 3 取 和 ) (15-8-5) 


其 中 2 六 是 Levi-Civita 记号 .用 下 式 定义 马上 的 三 个 实 值 1 形 式 场 of :9 


二 3, i=1,2,3, (j,k 都 从 1 到 3 取 和 ) (15-8-6) 


a 


则 不 难看 出 ws 实质 上 就 是 wj,, 三 个 w; 合 起 来 就 是 了 上 的 一 个 联络 [一 个 .949(3) 


值 1 形式 场 ], 称 为 一 个 SO(3) 联络 . 
以 工人 代表 ,上 与 hs 适 配 的 那个 唯一 SOG) 联络 . 在 对 上 定义 一 个 新 的 


中 a 称 为 时 空 指标 (或 空间 指标 ),; 则 称 为 内 部 指标 . 
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SO(3) 联络 : 

A := Ti -iKks, i=],2,3, (15-8-7) 
其 中 Ki 由 式 (15-8-3) 定 义 , i=V-1 .请 注意 4; 是 复 张 量 场 . [与 Ki 是 性 质 不 同 
的 两 种 类 型 的 几何 量 , 前 者 反映 ( 瑟 , 有 hh,) 的 内 豪 几何 性 质 ,后 者 代表 ( 瑟 , 有 hh) 的 外 曲 
率 ,而 公 则 是 (也 ,名 ) 的 内 、 外 几何 性 质 的 一 种 精心 策划 的 结合 . 新 联络 4 对 应 于 
一 个 新 的 导数 算 符 久 (有 别 于 与 hh, 适 配 的 导数 算 符 D,。), 从 而 对 应 于 一 个 新 的 曲 
率 张 量 , 记 作 已 .仿照 式 (15-8-5) 可 定义 


es :二 -Pi i=1,2,3, (15-8-8) 


正如 十 的 抽象 下 标 a 暗 示 联 络 {41} 是 忆 上 的 ( 复 ).9t8(3) 值 1 形式 场 那样 ,Po 的 
两 个 抽象 下 标 ab 上 暗示 曲率 {Fh} 是 了 上 的 ( 复 ).949(3) 值 2 形式 场 . 

以 复数 化 为 代价 引进 的 新 联络 4 的 一 大 好 处 就 是 可 以 简化 约束 表达 式 . 可 以 
证 明 , 四 车 选 4' 为 真空 引力 场 的 位 形变 量 , 则 Er 正 是 与 之 共 轿 的 动量 变 量 , 共 思 
对 (4,E“) 就 是 所 谓 的 Ashtekar 新 变量 . @ 夭 量 约束 C。= 0 和 标量 约束 C=0 可 用 
这 组 新 变量 表 为 如 下 的 简单 得 多 的 多 项 式 形式 : 


FE? =0 (矢量 约束 )， Fs; ”Es Eb =0 (标量 约束 ). (15-8-9) 


此 外 , 引进 标 架 {Er} 代 蔡 度 规 有 hh ,必然 带 来 新 的 规范 任意 性 [对 应 于 SO(3) 群 ], 从 
而 导致 附加 约束 , 它 可 以 表 为 

Er =0. (15-8-10) 
从 数学 角度 看 来 , 由 传统 变量 (有 ,,X”) 到 新 变量 (4i,E*) 的 转换 无 非 是 相 空 间 中 的 
一 种 正则 变换 . 从 物理 角度 看 来 , 这 一 转换 反映 人 们 关心 的 重点 由 空间 度 规 hh 的 
演化 转移 到 联络 至 的 演化 .既然 前 者 早已 被 称 为 几何 动力 学 (geometrodynamics )， 
后 者 自然 被 称 为 联络 动力 学 (connection dynamics ). 由 于 联络 动力 学 (Ashtekar 新 
变量 理论 ) 具 有 若干 明显 的 优点 , 它 一 问世 就 引起 一 批 同行 的 兴趣 , 各 种 新 的 研究 
成 果 ( 包 括 经 典 方 面 和 量子 化 方面 , 尤 以 后 者 为 突出 ) 相 继 涌现 , 对 联络 动力 学 的 研 
究 很 快 就 形成 一 个 新 的 分 支 , 而 且 方 兴 未 艾 . 在 Ashtekar 的 联络 动力 学 中 , 真空 引 
力 场 的 相 空间 可 以 等 同 于 [以 SO(3) 为 内 部 对 称 群 的 ] 复 值 Yang-Mills 场 的 相 空间 ， 
而 且 , 联络 动力 学 的 额外 约束 窑 B2 =0 与 Yang-Mills 规范 理论 的 高 斯 约束 非常 相 
像 . (无 源 电磁 场 理 论 是 最 简单 的 Yang-Mills 理论 , 其 高 斯 约束 是 又 .天 =0.) 更 一 
般 地 说 , 关于 引力 相互 作用 的 联络 动力 学 与 关于 其 他 相互 作用 的 物理 学 在 数学 框 
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架 上 非常 类 似 , 这 使 得 引力 量子 化 问题 不 再 像 从 前 那样 孤立 , 使 得 非 引 力 场 量子 化 
的 某 些 重要 技巧 [如 Yang-Mills 场 量 子 化 中 的 圈 (loop ) 技 巧 ] 可 以 被 和 借用 到 引力 量 
子 化 的 程序 之 中 .人 们 很 快 就 在 引力 量子 化 理论 中 引入 了 圈 表 象 
( loop representation ) 的 概念 [把 量子 态 看 作 闭 合 曲线 ( 圈 ) 的 泛 函 ], 并 早 在 
1988~1990 年 就 借助 它 在 形式 上 找到 了 量子 约束 ( 算 符 ) 方 程 的 许多 解 (构成 一 个 无 
限 维 的 解 空 间 ). 总 之 , 广义 相对 论 在 使 用 Ashtekar 新 变量 后 与 规范 场 论 的 相似 性 
为 非 微 扰 正则 量子 引力 论 " 提 供 了 一 个 新 起 点 . 原始 的 Ashtekar 新 变量 理论 也 有 其 
自身 缺点 ,其 中 之 一 就 是 它 的 正则 变量 为 复 张 量 , 这 实际 上 是 在 讨论 复 广义 相对 论 . 
为 了 得 出 洛 伦 疼 号 差 的 实时 空 理论 , 必须 加 上 实 性 条 件 (reality condition ), 即 要 限 
制 在 复 相 空 间 的 实 洛 伦 诊 截 面 上 (以 保证 有 ,和 KK, 为 实 张 量 ), 这 给 量子 化 带 来 一 
系列 麻烦 , 特别 是 , 在 圈 量 子 化 中 执行 实 性 条 件 非 常 困难 . 此 外 , 这 种 复 理论 的 结构 
群 为 非 紧 致 群 , 而 从 非 紧 致 结构 群 出 发 目前 尚 无 法 构造 严格 的 不 依赖 于 背景 的 量 
子 引 力 理论 . 针对 这 一 困难 ，Barbero(1994) 提出 了 实 Ashtekar 变量 的 建议 . 他 指 
出 ，Ashtekar 变量 ( 指 4o ) 之 所 以 必须 为 复 , 其 实 只 是 为 保证 标量 约束 得 到 简化 , 即 
取 式 (15-8-10) 的 形式 , 如 果 牺 牲 这 一 优点 , 便 可 引入 实 Ashtekar 变量 .[ 即 4i 为 实 ， 

为 此 只 须 用 一 任意 非 零 实 常数 1 取代 式 (15-8-7) 的 -i.] 这 种 实 变 量 理论 不 但 保留 

了 复 变 量 理论 中 与 几何 性 质 有 关 的 一 切 优点 , 而 且 还 有 其 自身 优点 , 已 经 成 为 目前 
较量 子 引力 界 内 普遍 采用 的 方法 . 人们 利用 实 变量 理论 已 经 在 运动 学 的 层面 上 得 
到 了 一 个 数学 上 严格 的 量子 几何 理论 (对 几何 实行 量子 化 ), 在 此 理论 中 长 度 、 面 

积 、 体 积 等 几何 量 (作为 算 符 ) 都 取 分 立 本 征 值 , 表明 “时 空 连续 性 ”这 一 经 典 图 象 
在 Planck 尺度 下 不 再 成 立 .做 出 这 一 关键 突破 之 后 , 圈 量 子 引 力 论 近 几 年 来 在 宇 
宙 论 和 黑洞 方面 又 取得 了 重要 进展 . 除了 关于 黑洞 炉 (准确 说 是 孤立 视界 的 焙 ， 见 
第 16 章 ) 的 贡献 外 , 在 消除 奇 性 方面 的 贡献 更 是 值得 一 提 . 奇 性 问题 是 广义 相对 论 
的 老大 难 问题 , 人 们 长 期 以 来 积累 了 一 批 非常 基本 的 、 概 念 性 的 疑难 问题 一 直 没 有 
答案 . 例如 ( 仅 以 宇宙 论 的 奇 性 为 例 陈述 ), @ 离 大 爆炸 多 “和 久 ” 才 能 像 经 典 广 义 相 
对 论 那样 把 时 空 看 作 光 滑 连 续 体 ?特别 是 , 能 证 明 这 种 近似 处 理 在 暴涨 开始 时 是 允 
许 的 吗 ? 如 不 允许 就 有 大 麻烦 .) 四 量子 引力 论 能 自然 地 消除 大 爆炸 和 大 挤 压 奇 性 
吗 ?须知 此 前 的 正则 量子 引力 论 ( Wheeler-Dewitt 理论 , 是 几何 动力 学 而 非 联络 动力 

学 ) 未 能 消除 这 些 奇 性 . 所 谓 自然 地 消除 , 是 指 无 须 像 某 些 量子 引力 论 那 样 要 人 为 

地 引入 某 种 新 的 原理 或 者 对 大 爆炸 人 为 地 规定 某 种 边界 条 件 . 四 如 能 消除 , 那么 奇 
点 的 “ 另 一 侧 ” 是 个 什么 样子 ?是 否 也 如 同 “ 这 一 侧 ” 那样 有 一 个 很 大 的 、 经 典 的 


(D 背景 闵 氏 度 规 在 Yang-Mills 场 的 量子 化 中 起 重要 作用 . 引力 场 的 量子 化 没有 背景 度 规 可 用 , 由 此 带 来 许多 
困难 . 圈 量 子 引力 的 研究 者 们 在 1992 至 1995 年 发 展 出 一 种 新 的 泛 函 微 积 分 方法 , 它 在 数学 上 是 严格 的 , 而 且 与 背 
景 时 空 几何 完全 无 关 . 这 一 新 方法 对 非 微 扰 正则 量子 引力 论 的 新 进展 作出 了 重要 贡献 . 
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宇宙 ?可 以 说 ,至 少 就 某 些 “对 称 约 化 模型 ”(symmetry reduced models ) 而 言 , 较量 
子 宇宙 论 近 期 的 解析 和 数值 研究 对 以 上 三 个 问题 都 给 出 了 较 满意 的 答案 :外 至 少 
在 暴涨 开始 时 刻 仍然 可 以 近似 使 用 经 典 广义 相对 论 ; @ 大 爆炸 和 大 挤 压 奇 性 的 确 
能 被 自然 地 消除 [ 见 Bojowald(2001)]. 以 k=1 的 宇宙 为 例 , 经 典 图 像 是 宇宙 先 从 大 
爆炸 开始 膨胀 ,至 尺度 因子 a 取 最 大 值 时 开始 收缩 ,最 终 缩 到 大 挤 压 
(Wheeler-Dewitt 量子 引力 论 也 未 能 幸免 ); 而 圈 量 子 宇 宙 论 图 像 则 是 : 任 选 一 时 刻 
作为 初始 时 刻 , 设 宇宙 此 刻 正在 收缩 C6<0), 则 当 a 缩 到 足够 小 (但 非 零 ) 时 又 转 为 
膨胀 ,至 a 取 最 大 值 时 再 度 收 缩 , 如 此 周而复始 .这 可 称 为 量子 反弹 
(quantum bounce ) 模 型 , 其 中 a 永远 非 零 , 既 无 大 爆炸 奇 性 又 无 大 挤 压 奇 性 (以 大 反 
弹 取 代 大 爆炸 ); 加 由 答案 四 可 知 奇 点 的 “ 另 一 侧 ” 如 同 “ 这 一 侧 ” 那 样 有 一 个 很 
大 的 、 经 典 的 宇宙 ,两 个 “ 相 邻 ”宇宙 (一 个 在 收缩 一 个 在 膨胀 ) 之 间 是 a 非常 小 
(Planck 尺度 ) 的 、 包 含 经 典 奇 点 的 过 渡 区 域 , 称 为 Planck 小 区 (Planck regime ), 正 
是 小 区 中 的 量子 几何 充当 了 连接 两 大 经 典 宇 宙 的 桥梁 . 当然 ,以 上 明确 答案 只 是 研 
究 对 称 约 化 模型 的 结果 , 其 中 的 关键 限制 是 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 . 这 一 研究 手 
法 不 难 被 推广 到 非 各 向 同性 模型 , 但 向 非 均匀 性 的 推广 则 仍 仅 处 于 起 步 阶 段 ,还 有 
大 量 艰苦 工作 要 做 . 圈 量 子 宇宙 论 之 所 以 能 取得 与 经 典 宇 宙 论 如 此 不 同 的 结果 , 一 
个 重要 原因 是 经 典 演化 方程 在 奇 点 处 失效 而 圈 量 子 演化 方程 却 处 处 表现 良好 , “其 
解 ( 波 函 数 ) 所 代表 的 是 这 样 一 个 物理 态 , 它 从 经 典 奇 点 的 一 侧 穿 越 Planck 小 区 演 
化 至 他 侧 . 另 一 方面 , 圈 量 子 宇宙 论 与 Wheeler-Dewitt 量子 宇宙 论 之 所 以 有 如 此 实 
质 不 同 的 结论 , 关键 在 于 量子 几何 对 爱 因 斯 坦 方程 做 出 了 重要 修正 , 使 得 在 较量 子 
宇宙 论 中 有 待 求 解 的 方程 与 Wheeler-Dewitt 方程 ( 它 不 考虑 量子 几何 ) 有 所 不 同 .这 
种 不 同 只 在 Planck 小 区 内 才 有 明显 表现 , 因而 宇宙 的 圈 量 子 演 化 也 只 在 该 小 区 内 
才 与 Wheeler-Dewitt 演化 有 重大 区 别 . 有 关内 容 可 参阅 
Ashtekar et al. (2006a,b) ，Bojowald(2005) . 上 面 仅 以 宇宙 论 为 例 简 述 了 圈 量 子 引 
力 论 的 近期 成 果 , 其 主要 结论 (特别 是 问题 @@ 和 国 及 其 答案 ) 也 适用 于 黑洞 奇 点 研 
究 中 的 对 称 约 化 模型 (例如 施 瓦 西 黑洞 ) 联络 (而 不 是 几何 ) 动 力学 以 及 奇 点 附近 的 
量子 几何 在 其 中 依然 起 到 关键 性 作用 , 见 Ashtekar and Bojowald(2006) . 此 外 , 圈 量 
子 引 力 论 在 与 黑洞 相关 的 若干 其 他 问题 上 (特别 是 黑洞 蒸发 及 其 导致 的 “信息 丢失 
疑难 ”) 也 给 出 了 很 值得 重视 的 结果 , 详 见 Ashtekar and Bojowald(2005). 


习 题 
注 : 题 1,2,3 中 经 常 涉及 9 的 平方 , 为 避免 混淆 , 此 三 题 中 的 9 一 律 改 记 作 9, . 


@ 与 “曲率 在 奇 点 发 散 ” 这 一 众所周知 的 经 典 结论 相反 , 在 较量 子 字 宙 论 中 , 曲率 (作为 算 符 ) 的 期 望 值 处 处 ( 含 
经 典 奇 点 ) 有 限 (曲率 算 符 是 有 界 算 符 )， 
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1. 设 2 维 系统 的 拉 氏 函数 工 = (0 129g)+9g，9 > 0 . 

“(a) 找 出 全 部 哈 氏 初 、 次 级 约束 . 

“(b) 验 证 全 部 约束 都 为 第 一 类 , 因而 4 有 完全 自由 性 . 

(oO) 选 1=0 ,指定 (9., 69,, 记 ,PP,)e 厂 为 初 值 点 , 求 演化 函数 gi(1), q,(2), pi(D),p,(7). 

(dg) 由 小 节 15.3.1 可 知 两 个 哈 氏 量 只 要 在 厂 上 相同 就 等 价 .利用 这 一 规范 自由 性 , 可 以 改 用 
HH'=-pip;+8 为 哈 氏 量 (其 中 石 是 前 三 问 中 所 用 的 最 简单 哈 氏 量 ), 仍 选 14=0 , 再 求 以 
(91, 人, 户 , 记 ) e 栈 为 初 值 点 的 演化 函数 gq (7), q,(?), p,(2), p,(2). 

“(e) 验 证 上 两 问 求 得 的 q(7), 42(D 满足 拉 氏 方程 . 

(DD) 从 4/=C 求 TZ 上 的 约束 ,验证 它 就 是 (a) 问 中 求 得 的 哈 氏 次 级 约束 . 

(g) 写 出 最 终 约 束 面 三 c 厂 和 Sc Tg 的 表达 式 , 验证 Legendre 变换 f : 5 忆 厂 是 到 上 映 
射 而 非 一 一 映射 . VP=(G,9,, P=0,P,)e 厂 , 求 f7[P]l. 

2. 设 2 维 系统 的 拉 氏 函数 工 = (212)+200 +29, + 9g,q,. 

“(a) 找 出 全 部 哈 氏 初 、 次 级 约束 . 

“(b) 求 出 所 有 演化 函数 q,(1), 9,(7), p(?), p,(?) 的 通 解 表达 式 . 

“(c) 在 全 部 哈 氏 约束 中 , 哪些 是 第 一 类 ? 哪些 是 第 二 类 ? 

“(gd) 验 证 所 求 得 的 gi(7), q,(?) 满足 拉 氏 方程 . 

人 e) 从 万 4 =C 求 TB 上 的 约束 (姑且 称 为 一 级 约束 ), 再 从 其 自治 性 导出 二 级 约束 . 此 乃 B 
型 , 其 自治 性 给 出 关于 4' 的 方程 , 试 与 4/ =C, 联 立 求解 [ 甚 易 , 与 (b) 问 用 哈 氏 法 的 结果 相同 .] 

(有 写 出 石和 的 表达 式 , 验证 Legendre 变换 f : 5 忆 厂 是 一 一 到 上 映射 

3. 设 3 维系 统 的 拉 氏 函数 工 = (92/2g )+2020 +29402199.9，9 >0. 

“(a) 求 出 全 部 哈 氏 初级 约束 以 及 哈 氏 量 万 的 表达 式 . 

“(b) 求 出 矩阵 (@,。) 的 表达 式 , 你 会 发 现 它 在 娓 上 除 某 些 点 外 为 满 秩 (以 下 提 到 忆 和 大 时 
都 略 去 这 些 点 ). 求解 B24” = 及 以 确定 全 部 入 (作为 厂 上 的 函数 ). 

~“(c) 验 证 全 部 哈 氏 约束 都 为 第 二 类 . 

(qd) 求 出 Tg 上 的 全 部 约束 , 验证 它们 对 应 于 哈 氏 理论 中 [(b) 问 求 得 的 ] 的 和 的 表达 式 . 

#(e) 本 书 只 讨论 矩阵 (@,,) 的 秩 z 在 九 上 为 常数 的 情况 (包括 次 级 约束 的 定义 ), 但 本 题 涉及 
z 不 完全 是 常数 的 问题 , 于 是 对 某 些 问题 要 做 特殊 讨论 . 令 九 = 六 ,UPmoU 六 ,其 中 六 , 普 , 和 
六 分别 代表 满足 p, > 0 p, =0 和 p, <0 的 子 集 , 则 易 见 zlr.=zlr =2 而 zlr,=0. 试 证 :中 任 一 
演化 曲线 只 要 有 一 点 在 帮 。 上 则 全 线 身 在 帮 。 上 (于 是 对 厂 , 和 六 -也 有 同样 结论 ); @ ,上 的 演 
化 曲线 必 有 gq,=g;=0 (于 是 g,=g,=0 可 看 作 “ 次 级 约束 ”); @@@ 由 “自治 性 条 件 ” 
记 人 “0, 9; 作 0, 用 0 代表 “在 夏 , 上 等 于 ”) 可 知 罗 x0 而 秘 完全 自由 . 

“4. 试 证 小 节 15.3.1 引 入 的 共 斩 动量 p, 和 和 矩阵 元 J, 在 位 形 空间 多 的 坐标 变换 fg > fg 分 
下 分 别 按 对 偶 矢 量 和 (0,2) 型 张 量 的 规律 变换 , 即 证 明 

p)=(0g'/09")p; 和 i=(0g'/0g")(0g’/0g") J,. 

5. 试 证 由 式 (15-3-32) 定 义 的 久 其 实 与 坐标 系 无 关 . 
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“6. 试 证 式 (15-4-2), 即 (-g)72 = NA. 
“7. 验证 由 式 (15-6-21) 定 义 的 了 是 权 为 m 的 (k, 1+1) 型 张 量 密度 场 . 
“8. 试 证 式 (15-6-26), 即 wy,(z,v)=T。 (在 该 式 后 有 提示 ). 
9. 验证 由 式 (15-6-34) 定 义 的 .%7 是 权 为 m 的 (k,n) 型 张 量 密度 场 . 
10. 试 证 式 (15-6-39), 即 &(&,v)= -Vv” (在 该 式 后 有 提示 ). 
“11. 补 证 式 (15-6-41), 即 veV' f+mf Vv =v"V,f+mfVv. 
12. 试 证 式 (15-7-15), 即 2, = o (dg ，. 
13. 试 证 真空 引力 场 的 初级 约束 zw =0 和 zy = 0 都 是 第 一 类 约束 ( 见 小 节 15.7.4 倒数 第 二 
有 段 ). 
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§16.1 传统 黑洞 热力 学 及 其 不 足 


16.1.1 传统 黑洞 热力 学 与 Killing 视界 


在 稳 态 黑洞 的 研究 中 , 人 们 一 直 认 为 未 来 事件 视界 多 可 以 恰当 地 充当 黑洞 的 
边界 . 以 球 对 称 人 恒星 击 缩 而 成 的 施 瓦 西 黑洞 为 例 ( 图 16-1), 由 于 多 是 类 光 无 限 远 
.天 的 编 时 过 去 和 (A) 的 边界 , 即 罗 = 工 C mAM ,[ 其 中 M 是 物理 时 空 , 请 注意 
与 非 物理 时 空 M > M 的 区 别 ( 见 $12.4 注 1). 补 上 门 M 引 在 祛除 所 有 无 限 远 点 .] 
以 它 为 边界 的 时 空 区 域 内 的 任 一 点 都 与 .7!+ 没有 因果 联系 : 任 一 到 达 .7! 的 观 
者 永远 接收 不 到 从 多 区 内 任 一 点 发 出 的 任何 信息 ( 故 言 “ 黑 ”). 反之 , ZB 区 外 的 
任 一 点 都 与 .7? 存在 因果 联系 . 因此 把 多 称 为 事件 视界 (可 被 看 见 和 不 可 被 看 见 的 
事件 的 分 界 ), 把 .ZB 区 称 为 黑洞 区 , 而 作为 黑洞 区 的 边界 的 事件 视界 多 自然 就 是 黑 
洞 的 边界 . 这 种 认识 给 早期 黑洞 研究 提供 过 丰富 的 成 果 , 黑洞 热力 学 就 是 突出 的 一 
例 . Hawking 在 1971 年 发 表 了 他 的 黑洞 边界 面积 不 减 定 理 , 其 中 的 黑洞 边界 就 是 


图 16-1 球 对 称 声 缩 星 所 在 时 空 的 Penrose 图 (相应 于 图 9-17) 
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指 事件 视界 多 .事件 视界 本 是 个 3 维 子 流 形 ( 类 光 超 曲面 ), 其 面积 从 何 谈 起 ? 设 
{ 世 } 是 类 空 超 曲面 族 , 把 懈 看 作 时 刻 t 的 全 空间 , 则 B =. 多 门 甩 代表 时 刻 t 的 (3 维 ) 
黑洞 , 它 以 =B 门 蔬 为 (2 维 ) 边 界 ,于 是 EE 的 面积 ( 记 作 8 ) 就 可 称 为 黑洞 在 时 刻 
! 的 面积 . 所 谓 面积 不 减 , 就 是 指 S > S, vt, >. [证 明 见 Wald(1984) 定理 12.2.6 ， 
前 提要 求 很 低 , 只 要 满足 爱 因 斯 坦 方程 和 弱 能 量 条 件 . ] 这 一 定理 形式 上 与 热力 学 
第 二 定律 ( 丧 不 减 定律 ) 非 常 类 似 . 乍 看 起 来 , 黑洞 与 热力 学 系统 属于 两 个 毫 不 相干 
的 物理 领域 , 这 种 类 似 性 恐怕 只 是 形式 类 似 而 已 . 不 过 , 两 者 在 味道 上 的 如 此 相似 
性 在 物理 中 毕竟 是 不 多 见 的 . 更 有 甚 者 , 后 续 的 研究 竟 表 明 热 力学 的 其 他 几 个 定律 
在 黑洞 物理 学 中 也 能 找到 很 好 的 对 应 定律 (后 来 知道 这 种 对 应 或 类 似 远 远 不 只 是 
形式 上 的 ), 从 而 逐渐 形成 一 个 被 称 为 黑洞 热力 学 的 重要 物理 分 支 , 而 且 其 本 身 以 
及 它 同 其 他 学 科 分 支 的 密切 联系 使 之 日 益 受到 重视 , 至 今 仍然 是 个 非常 活跃 的 研 
究 前 沿 课题 . 本 节 先 讲述 传统 的 黑洞 热力 学 , 其 他 各 节 将 陆续 介绍 黑洞 热力 学 的 后 
续 (包括 近期 ) 进 展 . ”传统 的 黑洞 热力 学 只 涉及 稳 态 黑洞 (第 二 定律 除外 ), 但 不 限 
于 真空 及 电磁 真空 的 稳 态 时 空 , 特别 是 可 以 包含 有 毛 黑洞 . 此 处 应 对 “ 稳 态 时 空 ” 
这 一 类 术语 做 一 说 明 . 按照 88.1 定义 1, 稳 态 时 空 是 指 存 在 (整体 的 ) 类 时 Killing 矢 
量 场 的 时 空 . 根据 这 一 定义 , 含 黑洞 的 施 瓦 西 时 空 就 不 能 算是 稳 态 时 空 , 因为 在 黑 
洞 外 部 为 类 时 的 Killing 场 儿 在 洞 内 变 得 类 空 (而 且 在 黑洞 边界 上 类 光 ), 全 时 空中 
并 不 存在 一 个 处 处 类 时 的 Killing 场 . 然而 , 鉴于 这 一 类 型 的 “ 含 黑洞 的 稳 态 时 空 ” 
在 本 章 中 屡屡 涉及 , 不 妨 把 ( 渐 近 平 直 的 ) 稳 态 时 空 的 条 件 适当 放宽 :只 要 全 时 空 存 “ 
在 一 个 Killing 矢量 场 而 且 它 在 无 限 远 附近 类 时 , 就 可 称 为 稳 态 时 空 , 相应 地 还 可 
把 这 个 矢量 场 称 为 稳 态 Killing 矢量 场 , 并 把 稳 态 时 空 所 含 的 黑洞 称 为 稳 态 黑洞 . 

我 们 首先 引入 传统 黑洞 热力 学 的 两 个 重要 概念 , 即 表面 引力 和 角速度 , 为 此 最 
好 先 介绍 Killing 视界 . 

类 光 超 曲面 . 称 为 Kiling 视界 , 若 时 空中 有 Killing 矢量 场 K", 而 且 天 " |。 正 
交 于 .多 .图 9-13(a) 的 N, N, 以 及 图 6-43 的 两 条 45” 线 的 每 一 条 所 代表 的 类 光 超 曲 
面 分 别 都 是 Killing 视界 . 可 以 证 明 , 只 要 度 规 和 物质 场 满足 某 些 不 苛刻 条 件 , 渐 近 
平 直 稳 态 时 空中 的 任 一 黑洞 的 事件 视界 多 就 一 定 是 Killing 视界 [ 见 
Wald(1994)P.140 ，Wald(2000) ]. 以 下 默认 所 遇 到 的 稳 态 黑洞 都 满足 这 些 条 件 , 因 
而 它们 的 事件 视界 都 是 Killing 视界 . 设 . 灾 是 Killing 视界 (不 一 定 是 某 黑洞 的 事件 
视界 ) 相应 的 Killing 场 为 K*, 则 .多 的 类 光 性 保证 .多 上 有 天 "K =0. 令 和 = 天 "天 ， 
则 Vf=2K"V,Ks .对 pe 学 存在 两 种 可 能 :DV,f1,#0; @YV. 丰 =0.[ 以 图 
9-13(a) 的 NN 为 例 , 当 p 位 于 由 U=V=0 的 “点 ”所 代表 的 SS 上 时 K*( 即 2*)=0， 
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故 Vof|,=0.] 令 
%={pe| Vfl,z0 cc, 
则 V*f ly 是 %% 的 法 矢 场 , 因而 与 法 和 撩 场 K* 只 能 差 到 一 个 函数 乘 子 , 即 .名 上 有 函 
数 & 满足 
Vf=-2xkK". 

再 令 %= 迪 -名 , 则 Vf1w=0=K?|y ,这 时 V*f=-2xK“ 也 成 立 ,但 x|y 变 得 
不 确定 . 选读 16-1-1 将 说 明 有 办 法 定义 x? |> 的 值 . 记 住 这 点 后 , 不 妨 仍 写 

V"(K°K,)=-2xK". (在 多 上 ) (16-1-1) 
这 样 定义 的 k 称 为 Killing 视界 .多 的 表面 引力 (surface gravity ), 在 黑洞 热力 学 中 有 
重要 意义 . 由 上 式 得 

-2KK =2K’V,K, =-2K?°V,K,, 
[第 二 步 用 到 Killing 方程 VK =0.] 于 是 就 有 表面 引力 x 的 如 下 常用 公式 : 

(K’V,K’)|y= KK" |;. (16-1-2) 
设 U 是 含 多 的 4 维 开 集 ,是 x 从 .多 到 上 U 的 任 一 光滑 延 拓 , 则 在 U 上 有 
V’°(K°K,)=-2xK° +uF®, 
其 中 和 "分 别 是 VU 上 的 某 个 光滑 函数 和 光滑 矢量 场 , 且 x|l>=0. 对 上 式 两 边沿 
K“ 求 李 导 数 分 别 得 
右边 =-2K" K+HULF" +F" Lu, 
左边 = 多 (Vf)= K?V,(V°f)-(VIAV,K’ = KVV ff-(V, /VK 
=K,V"V f+(V, /VK’ =V°(K,V’f)=V°[K,V’ (KK’)] 
=V"(2K,K,V'K°)=V°(2K..K, veK)=0, 

[其 中 第 四 、 八 步 都 用 到 Killing 方程 .] 故 

2K “LKRK+HULF" +F" Lu=0. 
把 上 式 在 .上 取 值 , 由 uly=0 及 K“|y 切 于 多 便 有 Kx=0, 因 而 ( 色 K)|w=0， 
可 见 x 在 K* 的 每 条 积分 曲线 ( 指 非 独 点 线 ) 上 为 常数 . 还 可 证 明 [ 见 Wald(1984) 


P.333~334 或 Wald(1994)P.121~122 ], 只 要 满足 爱 因 斯 坦 方 程 和 主 能 量 条 件 ( 见 中 
册 附 录 D ), 则 x 在 含 黑洞 的 稳 态 时 空 的 事件 视界 ( Killing 视界 ) 上 为 常数 ( 即 各 条 
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积分 曲线 的 常数 值 上 相同 ).” 例 如, KN 黑洞 的 事件 视界 的 表面 引力 取 如 下 的 常 
数值 : 
2 (CM? -a -O°)? 
2M[IM +(M? 一 Cg -0)”]-0’ 


再 介绍 事件 视界 8 的 角速度 . 设 (M,gw) 是 含 黑洞 的 稳 态 时 空 , 是 事件 视界 
(因而 也 是 Killing 视界 ), “是 满足 如 下 归 一 化 条 件 的 稳 态 Killing 场 :在 趋 于 .+ 
时 6&6, 一-1. 暂 时 考虑 另 一 流 形 M ,并 设 力 : M -> M' 是 微分 同 胚 . 记 2'= [2g]， 
gw 三 人 8w,， 则 儿 是 (M,g) 的 事件 视界 保证 2' 是 (M',g',) 的 事件 视界 ( 见 上 册 小 
节 8.10.2 的 “ 易 地 唱戏 ”). 现在 令 M'= M ,以 bp : M > M 代表 由 "产生 的 单 参 微 
分 同 胚 族 的 任 一 元 , 则 是 Killing 场 保证 % 是 等 度 规 映射 (8.g,, = g，), 从 而 保 
证 6[2] 是 (M,g) 的 事件 视界 , 即 p[Z]= 多 ,而 这 又 表明 的 积分 曲线 身 在 名 上， 
故 如 切 于 多 .如 果 如 同时 又 法 于 多 ( 施 瓦 西 情况 ), 则 和 正比 于 与 (作为 Killing 
视界 ) 相 应 的 Killing 场 K"; 如 果 上 不 法 于 多 (KN 情况 ), 则 可 考虑 2 与 K" 的 线性 
组 合 , 它 当 然 也 是 Killing 场 , 而 且 在 多 上 也 切 于 8 多. 可 以 证 明 [ 见 Wald(1984) 
P.323 第 二 段 ( 含 脚注 5 ) 及 其 所 引文 献 ], 总 能 找到 适当 的 常数 使 这 一 线性 组 合 ( 记 
作 w" ) 满 足 如 下 要 求 : 

(a)K"=6"+0QY"， Qe 民 ; [对 Kerr 时 空 就 是 式 (13-5-4)] (16-1-4) 

(b)w" 的 积分 曲线 闭合 , 周期 为 2r ; 

(Ow 与 对 易 , 即 [wy,E 了 =0.[(b), (co) 保 证 (M,g,,) 是 稳 态 轴 对 称 时 空 ] 

式 (16-1-4) 中 的 常数 Q 称 为 事件 视界 ( Killing 视界 )8 的 角速度 . 

现在 就 有 条 件 介绍 黑洞 热力 学 的 其 他 几 个 定律 并 与 普通 热力 学 的 相应 定律 逐 
一 比较 . 

先 看 第 一 定律 . 考虑 只 有 压强 已 和 温度 7 这 两 个 独立 参量 的 热力 学 系统 . 设 它 
从 茶 个 静态 出 发 经 历 (无 限 小 的 ) 准 静态 过 程 达 到 新 的 静态 , 以 8E, 5V 和 685S 分 别 代 
表 系 统 的 能 量 、 体 积 和 料 过 程 中 的 微小 改变 量 , 则 三 者 的 关系 服从 熟知 的 热力 学 
第 一 定律 


(16-1-3) 


5E =78S - P8V. (16-1-5) 
与 此 式 类 似 , 设 稳 态 轴 对 称 黑洞 在 经 历 一 个 (无 限 小 的 ) 物 理 过 程 后 重新 成 为 一 个 
稳 态 轴 对 称 黑洞 , 以 6M, 64 和 6J 分 别 代表 黑洞 的 质量 M 、 面 积 4 和 和 角 动 量 J 
在 过 程 中 的 微小 改变 量 [其 中 M 和 J 的 定义 见 Wald(1984)P.334-335], 则 已 经 证 明 


QD $16.5 将 证 明 :@D 在 弱 孤 立 视界 4 上 也 可 定义 表面 引力 K ,而且 x|, 也 为 常数 ， 回 稳 态 黑洞 的 事件 视界 都 
是 弱 扳 立 视界 , 所 以 kls 的 常数 性 不 证 自明 . 事实 上 , 大 |e 为 常数 的 证 明 与 |, 为 常数 的 证 明 有 不 少 共同 部 分 ; 而 且 
后 者 在 某 种 意义 上 比 前 者 更 简单 . 这 是 我 们 不 写 出 |s 常数 性 的 ( 颇 长 ) 证 明 的 主要 原因 . 
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( 见 注 1) 三 者 的 关系 服从 如 下 公式 : 


SM -二 kid+ Q8), © (16-1-6) 
Tn 


其 中 x 和 2 分 别 是 事件 视界 的 表面 引力 和 角速度 . 由 于 相对 论 ( 配 以 几何 单位 制 ) 
中 的 质量 就 是 能 量 , 以 上 两 式 左边 完全 对 应 . 既然 和 面积 都 是 不 减 量 , 不 妨 暂 设 
”两 者 对 应 并 成 正比 , 即 S = c4, 其 中 c 为 常数 . 于 是 , 为 使 两 式 右 边 第 一 项 完全 对 应 ， 
应 认为 7 与 x 有 对 应 关系 Te (8nc)"'x . 进一步 , 式 (16-1-6) 右 边 第 二 项 与 式 
(16-1-5) 右 边 的 “做 功 ” 项 也 类 似 : 事实 上 , 如 果 把 一 个 转动 物体 看 作 热 力学 系统 ， 
则 式 (16-1-5) 右 边 本 来 就 该 有 这 么 一 个 “做 功 ” 项 (28] . 为 使 两 式 完 全 对 应 , 看 来 
应 把 (8xc) "x 视 作 黑 洞 的 温度 . 若 能 如 此 , 则 式 (16-1-6) 就 可 名 正言 顺 地 被 称 为 黑洞 
热力 学 第 一 定律 . 然而 , 36 年 前 的 相对 论 学 家 无 法 接受 这 一 结论 , 因为 , 由 于 黑洞 
只 吸 不 放 的 经 典 特性 , 无 论 从 哪 条 物理 判 据 衡量 , 其 温度 都 只 能 为 零 . [例如 , 假定 
黑洞 外 部 充满 黑体 辐射 , 则 辐射 ( 带 着 能 量 ) 源 源 不 断 地 穿越 事件 视界 流 进 洞 内 , 而 
黑洞 又 不 能 向 外 发 出 任何 辐射 , 能 量 的 这 种 单 向 流动 性 使 得 全 系统 无 法 达到 热 平 
衡 态 , 除非 外 部 的 黑体 辐射 温度 为 零 , 而 这 就 意味 着 黑洞 的 热力 学 温度 非 零 莫 属 . ] 
然而 由 式 (16-1-3) 易 见 黑洞 的 表面 引力 x 一 般 非 零 ! 于 是 关于 黑洞 与 热力 学 系统 的 
类 似 性 的 对 比 链条 至 此 被 无 奈 地 斩 断 , 当时 人 们 曾 发 出 过 “好 景 不 长 ”的 慨叹 . 有 
趣 的 是 , 这 一 问题 在 1973 年 竟然 戏剧 性 地 出 现 “ 柳 暗 花 明 又 一 村 ”的 令 人 惊喜 的 
局 面 , 使 相对 论 学 家 对 黑洞 温度 为 零 的 经 典 认识 彻底 改观 , 从 而 导致 “黑洞 热力 学 ” 
的 最 终 问世 ( 见 稍 后 )， 

注 1 式 (16-1-6) 存 在 着 两 个 在 味道 上 非常 不 同 的 版 本 , 其 一 是 “物理 过 程 版 
本 (physical process version)”, 亦 称 “主动 (active) 版 本 ”其 二 是 “平衡 态 版 本 
(equilibrium state ”version)”, 亦 称 “被 动 (passive) 版 本 ”. 物理 过 程 版 本 着 眼 于 一 
个 物理 过 程 [为 推导 式 (16-1-6) 所 用 的 是 “无 限 小 ”过 程 ], 其 初 态 和 终 态 是 两 个 不 同 
的 稳 态 , 如 式 (16-1-6) 前 的 两 行 所 述 . Wald(1994)P.141-142 以 真空 情况 为 例 介绍 了 
该 证 明 , 考虑 的 是 真空 黑洞 由 于 落 入 少量 物质 而 发 生 的 “无 限 小 ”物理 过 程 . 平衡 
态 版 本 的 证 明 则 与 此 非常 不 同 , 它 考 虑 的 是 两 个 含有 稳 态 黑洞 的 不 同时 空 (其 度 规 
和 物质 场 都 是 相关 的 场 方程 的 解 ), 两 者 “无 限 邻 近 ”( 准 确 含义 最 好 用 相 空间 说 明 ， 
可 参阅 小 节 16.5.5 ), 式 (16-1-6) 中 的 8M, 64 和 65J 依次 代表 这 两 个 黑洞 的 质量 、 面 
积 和 角 动 量 之 差 . Bardeen et al.(1973) 是 历史 上 最 先 证 明 式 (16-1-6) 的 论文 , 所 用 的 
证 明 方法 就 是 平衡 态 版 本 . 后 来 Wald 等 又 利用 哈 氏 (或 拉 氏 ) 形 式 给 出 了 更 为 简 
单 、 直 接 和 适用 面 更 广 的 平衡 态 版 本 的 证 明 , 可 参阅 Wald(1994)P.143-145 及 其 所 


QD 此 式 适 用 于 Kerr 黑洞 . 对 KN 黑洞 , 右边 还 应 添加 一 项 850 , 其 中 O 及 用 分 别 代表 电荷 及 标 势 . 
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引文 献 . 

黑洞 物理 学 与 普通 热力 学 的 类 似 性 还 可 延 拓 至 第 零 和 第 三 定律 . 热力 学 第 零 
定律 说 : 热平衡 具有 可 传递 性 , 因而 处 于 平衡 态 的 热力 学 系统 的 温度 处 处 为 常数 ; 
而 刚才 已 介绍 过 黑洞 物理 学 的 一 个 重要 结论 : 稳 态 黑洞 的 表面 引力 & 在 事件 视界 
上 处 处 为 常数 . 只 要 接受 (8xc)"'x 可 解释 为 黑洞 温度 的 说 法 , 就 不 妨 把 x 在 事件 视 
界 上 的 常数 性 称 为 黑洞 热力 学 第 零 定 律 . 普通 热力 学 第 三 定律 有 几 种 不 同 的 表述 
方式 , 其 中 之 一 是 :不 可 能 通过 任何 物理 过 程 到 达 绝 对 零度 (7 = 0) 的 状态 : 越 接近 
零度 就 越 难 向 前 再 走 一 步 . 既然 (8xc)"'k 对 应 于 温度 了 ,首先 看 看 x=0 是 什么 黑 
洞 . 由 式 (16-1-3) 可 知 x=0 对 应 于 M?=a*+0? 的 情况 , 即 极端 KN 黑洞 . Wald 
(1974) 用 计算 证 明 , 一 个 KN 黑洞 越 接近 极端 时 就 越 难 向 它 再 靠近 一 步 . 这 与 普通 
热力 学 第 三 定律 非常 类 似 , 因此 不 妨 就 把 “无 法 通过 物理 过 程 使 一 个 非 极端 的 黑洞 
变 成 极端 黑洞 ” 称 为 黑洞 热力 学 第 三 定律 . 然而 普通 热力 学 第 三 定律 的 另 一 版 本 断 
言 T 下 0 时 炉 S 一 0, 而 黑洞 在 xk 一 0 时 面积 4 却 保持 有 限 [由 式 (16-1-3) 可 知 极端 
KN 黑 润 的 x =0, 但 其 视界 面积 为 有 限 值 ], 在 这 一 点 上 就 并 不 类 似 . 

通常 的 量子 场 论 默认 背景 时 空 是 闵 氏 时 空 . 广义 相对 论 问世 后 , 人 们 又 逐渐 发 
展 出 一 种 以 弯曲 时 空 为 背景 的 “弯曲 时 空 量子 场 论 ”, 其 基本 出 发 点 是 默认 时 空 的 
背景 几何 仍 为 经 典 几何 (虽然 弯曲 却 丝毫 未 做 量子 化 ), 但 其 上 的 粒子 场 则 是 量子 
化 的 场 , 因而 可 看 作 是 尚 待 建立 的 量子 引力 论 的 某 种 半 经 典 近 似 . 1973 年 
Hawking 在 弯曲 时 空 量子 场 论 的 研究 中 发 现 从 纯 经 典 看 来 是 “一 毛 不 拔 ” 的 黑洞 
况 能 向 外 发 射 粒子 (在 .z+ 上 可 收 到 源源 不 断 的 粒子 流 ), 而 且 辐 射 的 谱 分 布 满足 黑 
体 辐射 定律 , 其 中 充当 温度 的 竟然 正 是 事件 视界 的 表面 引力 上 乘 以 常数 , 准确 说 就 
是 Ta = (2x) x (人 们 后 来 把 这 种 辐射 称 为 Hawking 辐射 ). 于 是 以 前 的 比例 常数 
c 从 此 应 取 为 1/4, 从 而 理应 认为 黑洞 的 业 S64 = 4/4.92 这 一 发 现 把 此 前 笼罩 在 
黑洞 热力 学 第 一 、 二 定律 上 空 的 阴 仁 一 一 黑洞 “只 进 不 出 ”的 特点 使 x 无 法 被 解 
释 为 黑洞 的 物理 温度 7, 因而 两 种 热力 学 只 不 过 是 形式 类 似 而 已 一 一 一 扫 而 空 ,使 

“黑洞 可 以 物理 地 被 看 作 一 个 特别 的 热力 学 系统 ”这 一 美妙 结论 得 以 绝 处 逢 生 . 

从 此 ,黑洞 热力 学 越 来 越 深 入 地 揭示 出 广义 相对 论 、 量 子 物 理学 、 统 计 物 理学 、 数 
学 物理 学 以 及 相对 论 天 体 物理 学 之 间 的 交叉 性 密切 关联 , 而 且 对 黑洞 物理 学 的 深 
人 研究 又 进一步 激发 出 对 相关 学 科 分 支 的 研究 热情 . 不 妨 略 举 二 例 : 四 数值 相对 论 
(numerical relativity) 的 许多 课题 都 来 自 黑洞 研 究 所 提出 的 问题 , 特别 是 由 引力 声 
缩 导 致 黑洞 形成 的 过 程 及 其 有 关 的 临界 现象 以 及 黑洞 融合 过 程 ; @ 黑 洞 研究 对 量 
于 引力 论 提出 了 者 干 极 具 挑 战 性 的 课题 , 成 为 后 者 发 展 的 一 种 强大 动力 , 其 中 重要 


QD 在 国际 单位 制 中 则 为 Se = ke *4/14GA ,其 中 上 为 玻 尔 论 曼 常数 . 
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一 例 就 是 对 黑洞 炉 的 微观 机 制 的 探讨 . 今天 可 以 说 箭 与 面积 的 关系 式 8= 4/4 具 
有 高 度 的 普 适 性 , 不 但 适用 于 各 种 黑洞 和 黑 弦 , 也 适用 于 弦 理 论 中 的 各 种 新 奇怪 异 
的 对 象 , 还 适用 于 各 种 宇宙 事件 视界 (宇宙 事件 视界 的 定义 见 8J.4). 然而 公式 
S = 4/4 并 未 说 明 信 的 微观 起 源 , 这 类 似 于 19 世纪 的 宏观 热力 学 阶段 [只 有 在 统计 
物理 学 建立 后 方才 认识 到 热力 学 箭 的 微观 实质 一 某 宏观 态 的 箭 等 于 与 该 态 对 应 
的 所 有 微观 态 的 数目 的 对 数 ( 取 玻 尔 兹 曼 常数 为 1)]. 黑洞 焙 的 微观 机 制 问题 对 量 
子 引 力 论 的 各 种 候选 理论 都 构成 非常 严酷 的 挑战 . 弦 理 论 工作 者 在 此 问题 上 曾 取 
得 令 人 瞩目 的 进展 , 他 们 对 极端 静态 黑洞 (电荷 等 于 质量 ) 的 一 个 子 类 的 微观 态 数 
做 过 计算 并 得 出 与 $= 4/4 一 致 的 结果 , 可 异 真 实 黑洞 (其 荷 质 比 小 于 10- ) 与 极端 
黑洞 相去 其 远 , 上 述 结果 尚 无 法 推广 至 真实 黑洞 , 更 谈 不 上 宇宙 事件 视界 . 圈 量 子 
引力 论 在 这 方面 的 进展 也 许 更 大 [ 详 见 Ashtekar and Lewandowski(2004)], 该 理论 
先是 对 几何 实现 了 量子 化 [长 度 、 面 积 和 体积 (作为 算 符 ) 都 有 分 立 本 征 值 ], 然后 通 
过 计算 证 明了 普通 天 文学 意义 下 的 黑洞 ( 远 不 像 极 端 黑洞 那样 极端 ) 的 孤立 视界 
(isolated horizon, 定义 见 §$16. 5) 的 微观 态 数 N = exp[(y/y,)4/4], (其 中 是 某 个 确 
定 的 实 常数 , y 是 圈 量 子 引 力 论 中 的 一 个 重要 待 选 参数 . ) 因而 孤立 视界 的 炳 为 
Si (16-1-7) 
, 4 7 

上 式 不 但 表明 S 正 比 于 4, 而 且 只 要 选 y=y, 就 有 S= 4/4. 人 们 对 这 一 选择 褒贬 
不 一 . 从 经 典 引力 论 出 发 构造 圈 量 子 引 力 论 时 , 得 到 的 不 是 一 个 而 是 一 族 量子 引力 
论 , 而 且 是 一 个 以 y e 展 -{0} 为 参数 的 “ 单 参 族 ”. 到 底 应 在 族 中 选 哪 一 个 量子 引力 
论 ? 襄 者 认为 当然 应 选 这 样 一 个 , 其 经 典 (或 半 经 典 ) 近 似 能 回 到 已 知 的 经 典 ( 半 经 典 ) 
引力 论 . 从 这 一 角度 看 来 , 式 (16-1-7) 提 供 了 一 种 天 然 的 选择 :当然 应 选 y =y. 一 旦 
采用 这 一 选择 , 量子 引力 论 就 完全 确定 , 它 对 各 种 各 样 的 孤立 视界 (无 论 涉及 怎样 
的 电荷 、 角 动量 、 字 宙 常 数 、 畏 变 及 毛发 ) 的 箭 都 给 出 了 梦 宁 以 求 的 S = 4/4. 而 贬 
者 则 认为 圈 量 子 引 力 论 只 证 明了 灶 与 视界 面积 成 正比 , 要 想得到 S = 4/4 还 得 依赖 
于 对 参数 的 人 为 选择 . 然而 , 无 论 是 贬 是 襄 , 都 必须 承认 这 是 一 个 重要 进展 . 
[选读 16-1-1] 

K" 有 双重 性 质 :@ 是 Killing 矢量 场 ，@ 正 交 于 Killing 视界 .多 .以 (8/3aj* 代 
表 天 "lz> , 则 C (作为 天 "lz 的 积分 曲线 的 参数 ) 称 为 Killing 参数 . 式 (16-1-2) 表 明 : 
外 天 "|> 的 积分 曲线 在 x 关 0 时 为 非 仿 射 参 数 化 的 测 地 线 , 可 见 Killing 参数 不 是 仿 
射 参数 ; 加 Kk 是 Killing 参数 w 偏离 仿 射 参数 的 程度 的 某 种 衡量 . 

下 面 的 计算 有 助 于 弄 清 “表面 引力 ”Kk 的 物理 意义 . 首先 , 玉 * 与 超 曲 面 .多 正 
交 导 致 (此 处 只 人 须 承认 结论 , 证 明 详 见 命题 16-3-3) 
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KVspK,o =0， (在 上) (16-1-8) 
再 用 Killing 方程 易 得 
KV,K, =-2Ki,ViK.. (在 多 上 ) (16-1-9) 
以 VK 缩 并 两 边 便 知 在 .上 有 


K(V°K’)V,K, =-2(K ,VK’)V,kK, 
=—2(K,V’°K’)V,K. =-2xK’V,K, =-2r°K.,, (16-1-10) 
其 中 第 二 步 用 到 Killing 方程 , 第 三 、 四 步 用 到 式 (16-1-2). 于 是 就 有 大 的 显 表达 式 ” 


Kk? = (VK )V,K, (在 多 上 ) (16-1-11) 


为 了 从 上 式 看 出 天 的 物理 意义 ,可 先 在 MH 上 定义 标量 场 
A=(K™V'K®") (KV, KR )= (KVK’)K,V,K,,, (16-1-12) 
由 此 式 不 难 求 得 
3A=(K°VIK°)(KV,K,. +KV,K,+K,V.K,) 
=K°K (VIK°)V,K.—(K’°V,K,)KVK’-(K'V,K°)K’VK. 
=K’K (VIK°)V,K. —2(K’V,K°)K’VK.,, (16-1-13) 
其 中 第 一 、 二 步 都 用 到 Killing 方程 . 令 v=V-K“K, ,由 
KVv =K’V,(-K"K,)=-2K“K"Vi,Ky=0 (第 二 步 用 到 Killing 方程 ) 
可 知 vV 沿 测 地 线 为 常数 .以 v 了 来 式 (16-1-13) 得 
34 =-(VIK°)V,K, ~2v (KV,K’)K’VK.. (16-1-14) 


v|> 显然 为 零 , 由 式 (16-1-12) 和 (16-1-8) 又 知 4|>=0, 这 导致 式 (16-1-14) 在 . 客 上 无 
意义 ,但 可 设法 求 极 限 . Vpe. 风 ,考虑 满足 以 下 两 条 件 的 任 一 曲线 CC : 
@ C(0)=p; @C( 在 疡 点 的 切 失 下 "不 切 于 .多 (“ 疙 向 .多 外 ”). 以 lim 代表 当 动 
点 沿 C(D 趋 于 了 ( 即 !1 一 0) 时 的 极限 , 则 由 1Hospital( 罗 必 达 ) 法 则 得 


四 天 "在 . 守 的 某 些 点 上 可 能 为 零 , 对 这 些 点 , 由 式 (16-1-10) 得 不 出 式 (16-1-11). 但 仍 可 用 式 (16-1-11) 定 义 这 些 
点 的 K? , 详 见 选 读 16-1-3 . 
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A ddd/d limldA@W/d!] ev 4 
lm 一 = lm 2 二 pa 
Vv dv (D/dt lim[dv(D)/d)] XVjv 


式 (16-1-12) 右 边 两 个 括号 代表 的 两 个 因子 都 在 .上 为 替 , 所 以 (VA) |,=0; 而 


XV = XV (KK)=2xX/K, 
[其 中 用 了 式 (16-1-1)] 在 x 冯 0 时 一 定 非 零 ( 因 久 1K, #0), 可 见 上 面 的 极限 为 零 .于 
是 由 pp 在 风 上 的 任意 性 便 知 Av” 在 趋 近 ,Y 时 趋 于 零 , 因而 式 (16-1-14) 给 出 
[(V°K°)V,K.], = -2lim[lv* (KV,K°)K’V,K.,), (16-1-15) 


再 令 4 =v 了 K?V,K*, 4=(4*4,) ,把 式 (16-1-11) 代 入 式 (16-1-15) 便 得 
k=lim(vA). (16-1-16) 
现在 就 可 考察 k 的 物理 意义 . 先 看 静态 黑洞 这 一 简单 情况 , 这 时 K" = ce (静态 
Killing 场 ) 于 是 y=V-E"6， 正 是 熟知 的 红 移 因子 [选读 12-7-1( 中 册 ) 中 的 py]; 而 
4 则 是 该 选读 开头 的 静态 观 者 G, 的 4 加 速 4", 其 大 小 4 等 于 G 与 自由 下 落 观 者 
G 之 间 的 相对 3 加 速 (的 大 小 )a, 故 
/=ma=m4， 其 中 m 是 观 者 G 的 质量 . (16-1-17) 


设想 G, 是 从 无 限 远 实验 室 用 细 绳 悬挂 下 来 的 一 个 物体 (质点 ), 它 所 受到 的 引力 为 
.为 使 它 保持 静止 , 实验 宝应 对 细 绳 他 端 施 力 f.. 可 以 证 明 ( 见 下 一 选 
读 ) f=vf=mv4 ,其 中 vv 是 质点 所 在 处 的 红 移 因子 .可见 =lim(v4) 等 于 无 限 远 


而 这 一 物理 解释 密切 依赖 于 物体 静止 的 概念 ( 指 物体 世界 线 重 合 于 静态 Killing 场 
的 积分 曲线 ), 而 非 静 态 的 稳 态 黑洞 (以 Kerr 为 例 ) 的 事件 视界 外 根本 不 存在 静止 
观 者 ( 见 §$13.4 注 1), 因 此 长 期 以 来 人 们 曾 以 为 把 这 种 黑洞 的 Kk 称 为 表面 引力 不 过 
是 类 比 性 称谓 而 无 更 多 物理 理由 . (但 它 当 然 照样 很 有 用 , 因为 它 对 应 于 黑洞 的 温 
度 .) 然而 , Jacobson and Kang(1993) 建 议 用 “ 零 角 动量 测试 粒子 (zero angular 
momentum test particle) ”代替 静 态 时 空 的 静态 观 者 , 并 指出 : 若 令 (单位 质量 ) 物 体 的 
世界 线 重 合 于 零 角 动量 粒子 的 世界 线 , 则 可 证 明 人 正好 等 于 大 ,就 是 说 , Kk 等 于 无 
限 远 实验 室 为 使 单位 质量 物体 在 视界 紧 外 侧 保 持 零 角 动 量 所 应 施 的 力 , 所 以 也 可 
称 为 表面 引力 .事实 上 , 零 角 动量 观 者 就 是 小 节 13.3.4 的 局 域 无 转动 观 者 , 他 们 在 
Kerr 时 空中 的 特殊 性 在 某 种 意义 上 对 应 于 静态 观 者 在 施 瓦 西 时 空中 的 特殊 性 . 
最 后 还 应 指出 , 虽然 对 一 般 的 非 稳 态 黑洞 并 无 表面 引力 可 言 , 但 对 于 存在 ( 弱 ) 
孤立 视界 的 非 稳 态 黑洞 仍 可 定义 表面 引力 , 而 且 它 在 该 视界 上 也 是 常数 . 这 正 是 弱 
孤立 视界 的 第 零 定律 , 详 见 816. 5 . [选读 16-1-1 完 ] 
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[选读 16-1-2] 

本 选读 旨 在 证 明 上 一 选读 曾 用 到 的 一 个 结论 :为 使 物体 静止 于 静态 黑洞 外 
某 处 , 无 限 远 实验 室 对 细 绳 应 施 的 力 f 等 于 物体 所 受 的 引力 f 来 以 该 处 的 红 移 因 
子 v, 即 =vf. 仅 以 施 瓦 西 黑洞 为 例 给 出 证 明 . 

根据 $9.1, 物体 在 自由 下 落 时 保持 不 变 ( 守 恒 ) 的 能 量 是 EE=-mUE ,其 中 
和 UU" 分 别 是 物体 的 ( 静 ) 质 量 和 4 速 , &" 是 静态 Killing 矢量 场 . 之 所 以 守恒 ,是 
因为 它 代表 物体 的 总 能 量 ( 包 括 引 力 势 能 ), 因此 也 被 称 为 守恒 能 量 . Penrose 过 程 
( 见 §13.5 ) 中 用 以 从 黑洞 提取 能 量 的 物体 的 能 量 指 的 正 是 这 个 守恒 能 量 . 由 U? 与 
EE" 平行 (物体 静止 ) 可 得 "=vU? [ 式 (9-1-7)], 故 E=mv . 想像 物体 从 原 有 位 置 经 过 
无 限 小 位 移 后 静止 于 新 位 置 , 以 dr 代表 两 位 置 的 径 向 坐标 差 , 则 两 点 的 固有 距离 
dl 可 借 施 瓦 西 线 元 在 等 1 面 的 诱导 线 元 


一 | 
ds -( -2 d +7(d0 +sin’0dop’) 
r 


di=(1-2M/r) dr=vdr. (16-1-18) 
这 一 位 移 导 臻 物体 的 守恒 能 量 E=mv 有 一 相应 改变 量 dE =mdv .根据 能 量 守恒 律 ， 
这 一 改变 量 应 等 于 /的 功 fdl ,其 中 dl 本 是 无 限 远 实验 室 的 绳 端的 固有 位 移 , 但 因 
细 绳 固有 长 度 不 变 , 它 也 等 于 物体 的 固有 位 移 d1 = vdr [ 见 式 (16-1-18)], 于 是 
mdv= f.dl= Adr. 
把 dv 和 dr 看 作 1 形 式 场 , 则 上 式 可 改写 为 
m(dv), = fv (dr),. (16-1-19) 
另 一 方面 , 由 第 8 章 习 题 3(b) 可 知 静 止 物体 的 4 加 速 如 =v" VV, 令 4=Ve”44， 
则 由 式 (16-1-17) 得 
f=mA=mye” 44 =mv Ve” (Viv)Vv =mv Ye” (dv),(dv),. 
而 g” (dv),(dv), =m ?fev ?eg® (dr), (dr), =m? fv (2M/r)=m? fo, 
[其 中 第 一 步 用 到 式 (16-1-19).] 代入 式 (16-1-22) 便 证 明了 f=vf. 
[选读 16-1-2 完 ] 
[选读 16-1-3] 


@ 这 是 Wald(1984) 第 6 章 习题 册 的 待 证 结论 , 适用 于 任何 渐 近 平 直 稳 态 时 空 ,只 要 其 中 存在 坐标 系 
{x,y,2} 使 gs 的 分 量 在 六 一 oo 时 趋 于 diag(-LLLD ,其 中 r=(x?+y+22) 7. 
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前 已 述 及 稳 态 黑洞 事件 视界 的 上 为 常数 , 其 证 明 因 较 长 等 缘故 而 被 省 略 . 然而 ， 
如 果 讨 论 的 是 时 空 的 延 拓 产物 (其 黑洞 区 不 是 夫 缩 而 成 的 黑洞 ), 例如 施 瓦 西 或 KN 
的 最 大 延 拓 时 空 ,证 明 就 简单 得 多 . 以 上 册 图 9-13(a) 为 例 . 图 中 的 NUN, 由 于 有 
“分 又 ”而 被 称 为 分 支 Killing 视界 , “分 又 点 ”( 生 =U=0) 在 4 维 时 空中 其 实 是 
一 个 半径 x =2M 的 2 维 球面 , 称 为 分 支 球面 ( 亦 称 喉 , 见 上 册 350 页 ), 记 作 8S . 两 个 
分 支 N 和 N, 都 是 Killing 视界 , 而 且 相 应 的 Killing 场 K" 都 是 89.3 的 静态 Killing 
场 E*,” 其 表达 式 (9-4-40) 现 在 为 


K° -而 |" 售 ] -( 坊 ]| (16-1-20) 
4M | \arV aU 

上 式 表 明 K"|,=0YpeS ,所 以 对 这 些 点 不 能 从 式 (16-1-10) 得 出 Kx? 的 显 表 达 式 
(16-1-11). 但 因 每 点 peS 可 看 作 NN, UN, 上 某 一 类 光 测 地 母线 的 极限 点 , 自然 就 把 
该 母线 的 常数 值 Kk? 定义 为 该 点 的 K? 值 . {请 注意 一 个 微妙 之 处 : p 总 是 两 条 母线 [其 
一 在 Ni (或 N; ) 上 , 另 一 在 N3 (或 NI ) 上 ] 的 共同 极限 点 , 而 N, 和 N, 的 kk 值 差 一 负 号 
(理由 见 稍 后 ), 故 用 极限 点 只 能 定义 pp 点 的 Kk? 值 .) 下 面 证 明 x 在 N UN 上 为 党 
数 , 而 为 此 只 须 证 明 K? 在 8 上 为 常数 . 这 很 容易 , 以 多 代表 切 于 S 的 任 一 矢量 , 则 


S2V cz = -3 V[(V°K’)V,K,] 


=—s° (VK’)VV,K, =s°R, "KV"K’ =0, 
[第 一 步 用 到 式 (16-1-11), 第 三 步 用 到 第 4 章 习 题 14(a) ,第 四 步 是 因为 K"|.=0.] 
可 见 K? 在 S( 因 而 在 NUN,) 上 为 常数 . 
下 面 说 明 Kk|y>0, Kk|y<0 的 原因 .在 Ni 和 N, 上 分 别 有 U=0 和 和信 =0, 故 由 
式 (16-1-20) 得 
V(roY Ia 
Ke? | Re 人 16-1- 
jy 训 ( 训 | ke | ] (16-1.29) 
在 NUN;, 上 定义 矢量 场 刀 和 函数 丈 为 


9 下 2 下 V U 
天 =| 一 | ， 居 =| oo), Fl,=—, Fl,s~-——, 16-1-22 
ka 总 | Ze 而] ,Fh Pe 6129) 


QD 一 般 地 说 , 两 个 类 光 超 曲面 Ni 和 N, 的 并 集 称 为 一 个 分 支 Killing 视界 (bifurcate Killing horizon), 若 N 和 
NN, 都 是 关于 同一 Killing 场 "的 Killing 视界 , 而 且 两 者 交 于 一 个 类 空 2 维 面 8 ( 称 为 分 支 面 ). 交 面 8 的 存在 使 
得 NUN, 不 再 是 流 形 (因而 不 再 是 超 曲面 ), 所 以 严格 说 来 分 支 Killing 视界 不 是 Killing 视界 . 


* 120 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


则 在 NUN; 上 有 天 " = FL .注意 到 太 和 UU 分别 是 NN 和 NN, 上 的 类 光 测 地 线 的 仿 
射 参 数 [ 见 第 9 章 习题 8(1)], 便 知 V,L =0,” 于 是 由 式 (16-1-2) 得 


KK =K'V,K" =KDV,F= KKFIV,F= KK’V,n|F|, (16-1-23) 
因而 


V onlvr| 1 
i 二 和 Ni ， 
4M BV 4M 人 


U oInlU 1 
a 的 


Kk=K’V,In|F|= (16-1-24) 
可 见 四 Kmw>0 Kly,<0; @@K un,=(4M)” 为 常数 . 

注 2 计算 kly 的 上 述 方法 之 所 以 简便 ,关键 在 于 通过 做 习题 (第 9 章 习 题 8). 
早已 知道 是 N, 上 类 光 测 地 线 的 念 射 参 数 .但 为 做 该 题 就 要 计算 茶 些 T" ,工作 
量 较 大 . 下 面 提供 一 种 不 必 借用 该 题 (不 必 计 算 矿 "，) 的 捷径 . 令 

f=K’K,= gnc ， 
则 由 式 (16-1-1) 得 
(df), ls =-2(xrgaK" ) hs . (16-1-25) 
上 式 两 边 可 分 别 借 式 (9-4-26) 及 (9-4-40) 求 得 为 
左边 =(df), =[d,(2Mr VUe™™)), =2M[r"e ”VyV(dU),h, =e''[V(dU),, 
右边 =-2(xgiK') hs 

={-2x(-16M )r 'e™™[(dV),(dU), + (dU), (dr), (4M) IV (0/0V YTD}, 

=4Me [xV (dU), Nh ， 

对 比 左 右 两 边 便 得 | = (4M). 

注 3 如 果 只 想 判 断 x 在 NiUN, 上 的 正 负 , 则 还 有 如 下 简 法 ,而且 可 推广 至 
RN 和 KN 时 空 [例如 适用 于 图 13-14(a) 的 IIIL-ILI 区 之 间 的 分 支 Killing 视界 ]. 在 
Ni, Ni, N;, N; 上 各 取 一 点 , 在 每 点 各 取 一 个 指向 未 来 的 类 时 矢量 7”, 以 Y" 缩 并 
式 (16-1-1) 得 标量 等 式 

P=-2xO， ”其 中 P=sYV(K?K,), Q=YK". 
注意 到 KK, 在 A,A',B,W 四 区 上 的 正 负 性 以 及 在 NiUN, 上 为 零 , 便 知 对 Ni 有 


@ 由 此 不 难 证 明 K" 在 N 上 的 积分 曲线 的 Killing 参数 w 与 仿 射 参数 矿 的 关系 为 区 =ez/44u ， 
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忆 >0( 因 天 "有 从 零 变 正 ). 另 一 方面 , 因 Y* 和 K" 都 指向 未 来 , 由 命题 11-1-1(1) 可 
知 对 Ni 有 CO<0. 于 是 由 已 =-2kO 便 得 KK>0. 对 其 他 三 点 仿 此 讨论 , 结果 如 表 
16-1. 

[选读 16-1-3 完 ] 


表 16-1 Kk 在 Ni,Ni,Ni,N; 上 的 正 负 


16.1.2 ”广义 热力 学 第 二 定律 


Bekenstein(1973) 指 出: 若 某 物体 带 着 自己 的 炉 落 和 人 黑洞, 则 洞 外 物质 的 总 炉 
变 小 , 如 果 把 全 宇宙 看 作 一 个 热力 学 系统 , 宇宙 总 和 岂 非 不 增 反 减 ?这 岂非 成 为 热 
力学 第 二 定律 的 反例 ?以 下 是 原文 该 句 的 译文 :“ 洞 外 观 者 无 法 用 直接 测量 证 实 全 
宇宙 的 总 灶 在 过 程 中 并 无 减少 , 在 这 个 意义 上 热力 学 第 二 定律 似乎 被 超越 了 ”(is 
transcended). 针对 这 一 问题 , Bekenstein(1973,1974) 提出 重要 建议 :黑洞 也 有 信 , 其 
值 Ss 定义 为 Ss = 4/14( 其 中 4 为 事件 视界 的 面积 ). 把 洞 外 物质 及 黑洞 一 起 看 作 
一 个 热力 学 系统 , 其 总 箭 (广义 箭 ) $ 定义 为 润 外 物质 粹 SV 与 黑洞 粹 Sh 之 和 : 
S=Su+Sar, 并 且 认 为 (猜想 ) 如 下 的 广义 热力 学 第 二 定律 (generalized second law 
of thermodynamics) 成 立 : 广 义 炉 5 在 任何 物理 过 程 中 都 不 减 小 . 年 看 起 来 这 一 定 
律 存 在 反例 :用 细 强 悬挂 静 能 为 已 、 焙 为 5, 的 重 物 使 其 缓慢 靠近 施 瓦 西 黑洞 的 事 
件 视界 , 再 在 离 视界 不 远 处 将 绳 切断 使 重 物 自由 落 入 黑洞 , 则 后 果 为 :@ 洞 外 物质 
的 炉 SV 由 于 失去 重 物 而 减少 了 $, , 即 AS, = -8$,; @@ 黑 洞 获 得 能 量 , 导致 视界 面积 
(因而 黑洞 粹 S55 ) 增 加 . 设 S61 的 增 量 为 ASss, 则 广义 焙 的 变化 量 

AS=AS +AS -AS -8,. (16-1-26) 


如 果 没 有 细 绳 , 物体 在 黑洞 引力 作用 下 自由 下 落 ( 世 界线 为 测 地 线 ), 其 守恒 能 
量 瓦 =- 五 V"& 将 保持 不 变 . 然而 , 由 于 细 绳 的 约束 , 落体 在 引力 作用 下 企图 加 速 
时 要 对 强 施 力 并 在 绳 的 他 端 对 实验 室 做 功 , 于 是 落体 的 守恒 能 量 E 不 断 减 小 . 直 
至 绳 断 后 落体 方 可 自由 下 落 , 5 从 此 才 真 正 守 人 恒 ( 不 再 减 小 ). 由 于 缓慢 下 落 , 物体 
在 强 断 前 的 每 一 时 刻 可 近似 看 作 静 止 , 其 4 速 U" 平 行 于 润 外 静态 Killing 场 &". 以 
代表 红 移 因子 ( 即 上 小 节 的 v), 则 Ur = Xe [ 式 (9-1-7)]. 以 代表 绳 断 时 的 E 值 ， 
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好 =Els, 则 
£=-Eo(U Ss) ls= -E(xU'U,)ls= ls Bo- 
质量 为 M 的 黑洞 由 于 “ 吃 进 ” 带 着 能 量 = 的 落体 而 增 大 面积 , 故 黑洞 烂 获得 如 下 


增 量 : 
A A4 _ A(6rM’) 
4 4 
其 中 第 二 步 是 因为 4= 4rx (视界 半径 1,》=4xx(2M)? =16xM?. 另 一 方面 ,前面 
简介 Hawking 辐射 时 曾 说 过 黑洞 的 温度 四, = (2mx .把 施 瓦 西 黑 洞 看 作 KN 黑洞 
在 a=Q=0 时 的 特例 , 由 式 (16-1-3) 得 x=(4M)7', 故 ,=(8xM)! .代入 式 
(16-1-27) 便 得 


=4n[(M+e) — M’]8reM , (16-1-27) 


局 
AS (16-1-28) 
注意 到 视界 上 x =2M , 由 上 式 便 知 只 要 令 绳 断 时 落体 离 视界 足够 近 , As， 就 能 要 
多 小 有 多 小 , 故 总 可 做 到 AS < $,, 因而 由 式 (16-1-26) 便 得 AS <0. 这 就 构成 广义 
热力 学 第 二 定律 的 反例 . 

Bekenstein(1973,1974,1981) 对 这 一 反例 曾 给 出 过 自圆其说 的 解释 . 考虑 到 落 
体 的 量子 特性 , 他 假设 任何 落体 的 粹 5, 与 其 静 能 互 之 比 存在 一 个 上 限 , 其 值 只 同 
其 线 度 有 关 . 设 落体 是 半径 为 R 的 球体 , 则 这 一 上 限 为 2xR, 即 S,/E,< 2xR .这 一 
假设 使 强 断 时 落体 中 心 与 视界 的 距离 无 法 小 到 足以 保证 AS,, < 8 的 程度 , 从 而 反 
例 不 再 成 立 . 虽然 Bekenstein(1981) 给 出 了 支持 这 一 假设 的 许多 论据 , 但 仍 有 不 少 
学 者 对 此 存疑 . Unruh and Wald(1982) 在 对 这 一 假设 从 多 种 角度 提出 质疑 后 给 出 
了 自己 对 反例 的 满意 解释 . 这 一 解释 不 依赖 于 Bekenstein 假设 , 却 充分 考虑 了 黑洞 

自身 的 量子 效应 . 简介 如 下 . 
根据 弯曲 时 空 量子 场 论 , 施 瓦 西 黑洞 外 部 的 静态 观 者 会 感到 ( 测 得 ) 洞 外 充满 

“辐射 ”( 不 是 Hawking 辐射 ), 而 且 是 一 种 温度 为 
T= (16-1-29) 
, + 

的 热 辐射 , 其 中 x 是 观 者 所 在 处 的 红 移 因子 .” 设 落体 为 长 方 体 , 当 它 缓慢 下 落 (每 
一 时 刻 可 近似 看 作 静 止 ) 时 , 其 下 底面 处 的 辐射 温度 略 高 于 上 底面 处 的 温度 ( 因 7 
值 下 小 上 大 ), 所 以 热 辐 射 对 下 底面 的 压力 (压强 乘 面积 ) 略 大 于 对 上 底面 的 压力 , 于 


QD 我 们 只 讨论 黑洞 质量 足够 大 以 至 其 Hawking 辐射 可 忽略 的 情况 . 不 可 忽略 时 结论 不 变 ( 见 原文 ). 
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是 落体 受到 一 个 来 自 辐射 的 浮力 , 称 为 辐射 浮力 (buoyancy force ). 考虑 到 浮力 的 
存在 , 落体 缓慢 下 落 时 绳子 他 端 对 实验 室 所 做 的 功 将 减 小 , 故 黑洞 获得 的 能 量 ( 因 
而 ASaa ) 将 增加 . 可 见 浮力 使 整个 反例 出 现 转机 . 计算 表明 ( 见 原文 ), 考虑 浮力 后 落 
体 通过 绳子 对 实验 室 的 功 减 少 了 (xp)ls ,其 中 广 是 落体 体积 , p 是 辐射 压强 . 既 
然 不 考虑 浮力 时 黑洞 获得 的 能 量 为 a=xls 包 , 考虑 浮力 后 就 应 为 

a'=(xE, + XpV) l= [x(E, + pV (16-1-30) 
落体 从 远方 开始 下 落 时 , 浮力 远 小 于 引力 , ge' 不 断 变 小 , 直至 到 达 视 界外 某 处 时 浮 
力 与 引力 平衡 . 如 果 在 平衡 点 切断 绳子 ，s' 将 取 最 小 值 . 因此 , 如 能 对 这 种 最 不 利 
的 情况 证 明 仍 能 保证 AS >0 (后 来 发 现 此 时 怡 好 有 AS =0), 则 当 落 体 在 洞 外 任何 
地 点 切断 绳子 都 不 会 有 AS <0. 根据 阿 基 米 德 原理 (原文 就 所 论 情况 对 此 原理 重新 
做 了 证 明 ), 浮力 与 引力 平衡 时 被 排 开 的 热 辐 射 的 静 能 等 于 落体 的 静 能 巨 . 以 e, 代 
表 被 排 开 的 热 辐射 的 静 能 密度 , 便 有 eV = , 代入 式 (16-1-30) 得 

E =[X(en + PV ys 。 
由 热力 学 可 知 热 辐 射 的 静 能 密度 ea 、 炳 密度 s、。、 温 度 元 和 压强 p 之 间 有 如 下 关 
系 : eg + 万 = 品 四 , 故 
Ee'=(XT se) TaS ， (16-1-31) 

其 中 心 = 器 大 是 被 排 开 的 热 辐 射 的 箭 , 第 二 步 用 到 式 (16-1-29). 以 AS', 代表 考虑 
浮力 后 黑洞 粹 的 增 量 , 则 由 式 (16-1-28) 及 (16-1-31) 得 AS' = S . 根据 热力 学 , 如 果 
在 容积 相同 的 许多 盒子 里 分 别 放 入 各 种 物质 或 辐射 的 分 布 并 使 各 盒 中 的 能 量 相等 ， 
则 入 值 最 高 的 那 种 分 布 一 定 是 热 辐 射 . 既然 被 排 开 的 辐射 是 热 辐射 而 落体 内 的 物 
质 未 必 为 热 辐射 , 就 有 S > 5, ,因而 AS'， > S,, 于 是 AS > 0 . 可见 广义 热力 学 第 二 
定律 对 本 例 仍然 成 立 , 落体 问题 不 再 构成 反例 . 以 上 只 是 对 原文 有 关 部 分 的 一 个 非 
常 粗略 的 简介 , 由 在 显示 考虑 浮力 后 何以 能 使 “反例 不 反 ”, 其 中 略 去 了 许多 详细 
道理 、 讨 论 和 推 证 . (我 们 所 给 的 道理 有 些 只 是 直观 思辨, 并 非 严 格 证 明 . ) 欲 知 准 
确 详情 必须 阅读 原文 (至 少 是 有 关 部 分 ). 


16.1.3 事件 视界 的 局 限 性 及 其 带 来 的 问题 


上 两 小 节 介 绍 的 传统 黑洞 热力 学 的 适用 范围 是 稳 态 黑洞 以 及 对 稳 态 的 微小 偏 
离 . [第 二 定律 例外 , 它 适用 于 任意 时 空 (可 以 非常 之 动态 ) 的 黑洞 . ] 虽然 “事件 视界 
是 理所当然 的 黑洞 边界 ”这 一 传统 认识 曾 对 黑洞 研究 立 下 过 许多 功劳 , 但 事件 视界 
的 某 些 特点 却 给 后 来 的 进一步 研究 带 来 诸多 不 便 和 制约 .下面 略 举 数 例 . 

(1) 黑 洞 热力 学 第 二 定律 虽 能 断言 视界 面积 不 减 , 但 这 只 是 定性 结论 , 并 未 对 
物理 过 程 中 视界 面积 的 增长 情况 提供 任何 定量 公式 . 第 一 定律 [ 式 (16-1-6)] 虽 然 涉 
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及 面积 增 量 34 , 而 且 把 三 个 增 量 5M, 6J 和 64 联系 在 一 起 , 但 只 适用 于 黑洞 从 一 
个 平衡 态 到 (无 限 ) 邻 近 平衡 态 的 短暂 过 程 , 我 们 更 想 找到 的 是 式 (16-1-6) 的 某 种 积 
分 形式 , 以 便 定 量 地 描述 黑洞 从 某 初 态 到 末 态 的 完全 动态 演化 过 程 中 的 面积 增 量 
与 经 边界 流入 的 能 量 、 角 动量 之 间 的 联系 . 然而 如 果 坚 持 黑洞 的 边界 就 是 事件 视界 ， 

这 是 没有 指望 的 , 因为 事件 视界 甚至 可 以 在 时 空 的 一 个 平 直 区 域 中 形成 并 演化 , 图 
16-2 就 是 一 例 . 该 图 是 大 质量 薄 球 壳 晚 期 雪 缩 成 黑洞 的 时 空 图 , 事件 视界 先是 在 
球 壳 内 形成 (多 段 ), 然后 穿 出 壳 外 成 为 多 段 . 球 壳 内 部 有 平 直 度 规 , 所 以 并 无 任何 
穿越 多 的 能 流 及 角 动 量 流 , 但 多 的 面积 照样 增长 . 上述 讨论 分 明 是 在 暗示 我 们 应 
该 寻找 可 以 代替 事件 视界 的 某 种 其 他 视界 作为 动态 黑洞 (在 某 种 意义 上 ) 的 边界 . 

后 来 果然 找到 , 这 就 是 动力 学 视界 , 详 见 $16.7. 


星 球 

图 16-2 质量 为 6M 的 球 壳 雪 ”图 16-3 4c 多 上 引力 波 可 图 16-4 圾 缩 球 壳 使 4, 取代 

缩 成 黑洞 . 充 外 是 质量 为 6M 的 忽略 , 故 4 所 代表 的 黑洞 处 于 4, 而 成 为 事件 视界 
施 瓦 西 度 规 , 壳 内 是 平 直 度 规 平衡 态 


(2) 与 普通 热力 学 第 零 和 第 一 定律 类 似 , 黑洞 热力 学 第 零 和 第 一 定律 的 适用 对 
象 应 当 是 处 于 平衡 态 ( 以 及 对 平衡 态 的 微小 偏离 ) 的 黑洞 , 因而 应 该 关心 “孤立 黑 
洞 ” 然而 什么 黑洞 才 算 孤 立 ?按照 传统 做 法 , 这 是 指 稳 态 时 空 的 黑洞 , 即 稳 态 黑洞 . 
然而 这 种 做 法 的 限制 性 过 强 , 与 普通 热力 学 对 应 得 不 好 . 例如 , 把 室内 的 静止 汽缸 
及 饶 内 气体 看 作 一 个 热力 学 系统 , 虽然 汽缸 以 外 的 世界 在 千变万化 , 但 只 要 系统 满 
足 适 当 条 件 就 可 认为 它 处 于 平衡 态 , 因此 第 零 定 律 适用 . 如 果 对 这 一 平衡 态 略 施 微 
扰 ( 例 如 证 活塞 经 历 准 静态 过 程 对 汽 纪 做 功 ), 则 第 一 定律 也 适用 , 虽然 外 部 世界 在 
不 断 变化 中 . 可 见 黑洞 热力 学 第 零 和 第 一 定律 的 适用 条 件 应 当 相 应 地 放宽 . 图 16-3 
是 某 种 实际 星体 晚期 拥 缩 成 黑洞 的 Penrose 图 . 星体 H 缩 时 会 发 射 引 力 波 , 它 又 因 
与 时 空 儿 何 相互 作用 而 被 散射 , 其 中 的 反 向 散射 波 又 穿 过 事件 视界 多 进入 黑洞 ， 
说 明 8 外 不 是 稳 态 时 空 (有 引力 波及 散射 波 ). 借用 小 节 16.1.1 开 头 的 3 维 黑洞 概念 
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可 以 更 “物理 地 ”讨论 这 一 问题 . 在 事件 视界 多 形成 后 的 初期 和 中 期 的 每 一 时 刻 ， 
引力 波 都 穿越 视界 多 流入 黑洞 多 , 其 所 带 的 能 流 使 黑洞 的 面积 不 断 增加 , 黑洞 处 
于 非 平衡 态 . 然而 直观 考虑 使 我 们 相信 , 反 向 散射 波 在 2 的 “后 期 阶段 ” 4cC8 将 
微乎其微 (这 也 已 被 数值 模拟 所 肯定 ), 因此 可 以 认为 4 段 (而 不 是 整个 8 多 ) 中 穿越 
每 个 时 刻 ! 的 黑洞 边界 荆门 4 的 引力 波 可 以 忽略 , 于 是 黑洞 就 被 孤立 出 来 , 就 可 被 
称 为 孤立 黑洞 , 因而 就 可 合理 地 把 4 称 为 孤立 视界 (准确 定义 见 $16.5). 黑洞 热力 学 
第 零 和 第 一 定律 对 这 种 孤立 视界 仍 应 适用 . 

G) 在 黑洞 热力 学 第 一 定律 [ 式 (16-1-6)] 所 涉及 的 各 量 中 , 质量 M 和 角 动 量 .7 必 
须 在 无 限 远 定义 , 而 表面 引力 x 和 和 角速度.Q2 却 是 在 视界 上 定义 的 , 这 就 带 来 诸多 
不 便 甚至 困扰 . 例如 , 设 某 星球 外 (很 远 处 ) 章 着 一 个 球状 物质 壳 , 星球 先 韧 缩 成 奇 
点 并 藏 在 某 “ 事 件 视 界 ”4, 内 , 然后 (很 久之 后 ) 外 球 过 再 韦 缩 成 黑洞 , 其 事件 视界 
是 图 16-4 中 的 4, 以 及 向 下 延伸 的 虚线 部 分 , 这 表明 4 其 实 不 是 事件 视界 . 如 无 球 
壳 , 热力 学 第 一 定律 自然 适用 于 4 , 这 时 x 和 在 4 上 局 域 定 义 而 M 和 J 在 无 
限 远 定 义 . 在 有 球 壳 时 , 从 物理 上 也 希望 第 一 定律 对 4, 仍然 成 立 , 然而 , 球 壳 的 存 
在 导致 由 无 限 远 求 得 的 M 和 J 发 生 改 变 ,但 x 和 0Q 却 由 于 在 4, 上 局 域 定义 而 不 
变 , 这 又 如 何 理解 和 接受 ? 、 

(4) 事 件 视 界 多 的 一 个 突出 特点 是 它 的 整体 (全 局 ) 性 :根据 定义 , 要 决定 多 必 
先决 定 .71 .这 就 给 动态 黑洞 的 研究 带 来 许多 难题 . 例如 , 在 对 黑洞 融合 现象 做 数 
值 模拟 (数值 相对 论 的 重要 课题 ) 时 , 人 们 从 某 种 代表 两 个 远离 的 黑洞 的 指定 初 态 
(3 维 ) 出 发 让 系统 按 爱 因 斯 坦 方程 演化 , 并 企图 算出 它们 融合 而 得 的 结果 . 然而 这 
一 “ 初 态 ” 本 身 已 涉及 黑洞 , 如 果 坚 持 黑洞 的 边界 是 事件 视界 , 则 为 确定 黑洞 必 先 
确定 .天 ,而 .7' 又 取决 于 演化 而 得 的 整体 时 空 几 何 ( 它 是 演化 的 最 终 产 物 ), 又 怎 
能 在 给 定 初 值 时 知道 什么 是 黑洞 , 即 怎 能 指定 一 个 含有 两 个 黑洞 的 初 态 ?这 说 明 在 
数值 相对 论 中 用 事件 视界 来 界定 黑洞 是 有 原则 性 困难 的 . 这 一 困难 的 根本 起 因 就 
是 事件 视界 的 过 分 整体 性 , 在 现在 的 例子 中 也 可 说 是 它 的 过 分 “前 脆性 ”:? 为 了 
给 定 初 态 还 得 先知 道 后 来 演化 出 来 的 整个 时 空 , 而 这 当然 是 根本 做 不 到 的 . 由 于 这 
一 研究 十 分 必要 (“不 可 不 为 ”), 数值 相对 论 研究 者 们 便 只 好 明知 不 可 为 而 为 之 ， 
准确 地 说 就 是 放弃 “黑洞 边界 是 事件 视界 ”的 成 见 而 改 用 较为 局 域 的 表 观 视界 ( 定 
义 见 小 节 16.4.2 ) 来 界定 黑洞 并 且 特 别 关心 表 观 视界 的 演化 , 由 此 取得 许多 成 果 . 
自然 要 问 :在 涉及 黑洞 的 其 他 研究 中 是 否 也 可 用 表 观 视界 代替 事件 视界 ?遗憾 的 是 
至 今 尚 无 法 用 表 观 视界 导出 黑洞 力学 定律 , 但 用 更 新 的 概念 一 一 孤立 视界 和 动力 


(CD Ashtekar 等 的 多 篇 原文 的 提 法 是 “the notion (of the event horizon) is teleological”, 而 teleological 在 英 华 大 
词典 的 译 法 是 “目的 论 的 ”. 在 查阅 Oxford Dictionary of Philosophy 后 , 本 书 作 者 以 为 改 用 “前 瞻 性 ”或 “ 遥 盼 性 ” 
一 类 词汇 似乎 更 为 贴切 . 
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学 视界 一 一 则 可 以 , 这 两 个 新 视界 都 是 准 局 域 (quasi-local) 概 念 . 反之 , 表 观 视界 虽 
然 “ 在 时 间 方 面 是 局 域 的 ”, 但 总 体 看 来 还 是 很 整体 的 ( 因 其 定义 依赖 于 一 个 类 空 3 
维 面 , 详 见 小 节 16.4.2 ), 因而 难以 对 所 有 研究 领域 都 有 用 . 我 们 再 举 “明知 不 可 为 
而 为 之 ”的 男 一 常见 例子 . 在 研究 动态 黑洞 的 许多 论文 中 , 人 们 从 某 个 代表 动态 度 
规 的 线 元 (通常 颇 复 杂 ) 出 发 研究 与 “事件 视界 ”有 关 的 各 种 问题 (如 视界 的 表面 引 
力 、 炉 及 辐射 ). 由 于 手中 只 有 一 个 线 元 (非常 局 域 , 类 似 于 当年 只 知道 施 瓦 西 线 元 
而 不 知 何 为 Kruskal 延 拓 ), 本 来 无 从 确定 事件 视界 , 但 是 人 们 往往 根据 稳 态 黑洞 事 
件 视界 的 某 些 局 域 特征 (例如 , 是 局 域 类 光 超 曲面 , 而 且 局 域 存在 Killing 场 , 它 在 视 
界面 上 的 值 与 该 面 正 交 ) 来 认定 某 3 维 面 就 是 事件 视界 , 进而 对 其 种 种 性 质 进行 研 
究 . 这 些 研 究 成 果 固 然 重要 , 但 要 彻底 弄 清 问题 就 应 通过 进一步 的 研究 来 确定 这 些 
视界 到 底 是 不 是 满足 整体 定义 的 事件 视界 , 如 果 不 是 , 又 是 什么 视界 ? Killing 视界 ? 
表 观 视界 ?孤立 视界 ?动力 学 视界 ?而 且 还 要 弄 清 讨论 什么 问题 时 应 该 使 用 什么 视 
界 . 以 上 只 是 事件 视界 的 “前 瞻 性 ”所 带 来 的 种 种 问题 以 及 应 对 措施 的 某 些 例子 . 

(5) 事 件 视 界 的 整体 性 在 量子 引力 中 也 造成 困难 . 要 决定 事件 视界 必 先 知道 由 
全 时 空 整 体 因 果 结 构 决定 的 .一 ,而 在 量子 引力 论 中 某 些 时 空 的 整体 因果 结构 存 
在 含糊 性 . 例如 , 如 果 越 出 半 经 典 近似 的 范畴 (放弃 弯曲 时 空 量 子 场 论 ) 而 从 完全 量 
子 引 力 论 的 角度 重新 审视 Hawking 辐射 问题 , 就 应 认为 “ 奇 点 ”其 实 是 把 经 典 广义 
相对 论 用 到 其 适用 范围 之 外 的 结果 , 在 量子 引力 论 中 (至 少 是 在 圈 量 子 引力 论 中 ) 
代 之 而 存在 的 是 个 很 小 的 “Planck 小 区 ”( 见 $15.8 末 ), 在 此 小 区 内 的 量子 引力 效 
应 明显 到 不 可 忽略 的 地 步 , 这 里 的 几何 是 量子 几何 , 不 能 用 任何 连续 的 度 规 描述 . 
小 区 内 不 再 可 谈 及 光 锥 和 因果 关系 , 因而 .7! 的 编 时 过 去 [ 即 开 (*-) ] 就 变 得 意义 
含糊 . 于 是 , 虽然 经 典 广义 相对 论 基 本 上 仍 适 用 于 除 Planck 小 区 外 的 整个 时 空 , 但 
事件 视界 的 概念 已 失去 明确 意义 . 这 时 还 怎 能 侈 谈 “ Hawking 辐射 是 由 事件 视界 发 
出 的 ”等 类 似 问 题 呢 ? 可 见 , 在 用 完全 的 量子 引力 论 讨论 Hawking 辐射 时 也 该 用 别 
的 什么 视界 来 取代 事件 视界 . 

综 上 所 述 , 看 来 很 有 必要 引入 某 些 不 像 事件 视界 那样 “过 分 ”整体 而 又 能 反映 
人 们 对 黑洞 的 直观 观念 的 关于 黑洞 “边界 ”的 其 他 视界 , Hawking and Ellis(1973) 早 
就 注意 到 这 一 问题 并 提出 了 表 观 视界 的 概念 . 可 惜 , 后 续 的 研究 表明 , 虽然 表 观 视 
界 在 某 些 领域 (例如 数值 相对 论 ) 中 很 有 用 处 , 但 仍 不 足以 代替 事件 视界 以 进一步 
发 展 黑洞 力学 . 后 来 终于 发 现 能 担 此 重任 的 是 弱 孤 立 视界 和 动力 学 视界 . 学 习 这 些 
新 视界 需要 具备 本 书 尚未 讲 过 的 若干 基础 知识 , 我 们 单 辟 下 面 两 节 详 加 讲授 . 


$16.2 ”类 光 测 地 线 汇 及 其 Raychaudhuri 方程 


本 节 讨 论 4 维 时 空 (M,gw) 的 开 子 集 U 上 的 类 光 测 地 线 汇 , 这 对 面积 定理 和 
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奇 性 定理 的 证 明 、 黑 洞 热力 学 及 其 近期 发 展 等 多 方面 问题 都 非常 重要 . 类 光 与 类 
时 曲线 的 一 大 区 别 是 前 者 没有 固有 时 概念 , 不 能 像 后 者 那样 选 固有 时 为 参数 并 
对 其 归 一 化 . 类 光 测 地 线 的 仿 射 参数 没有 一 个 是 特殊 的 , 只 能 任 选 其 一 ( 记 作 4 )， 
相应 的 测 地 线 汇 记 作 fyr(4)} .为 了 打 好 基础 , 有 必要 先 了 解 类 时 与 类 光 测 地 线 汇 
的 异同 点 . 

先 看 类 时 测 地 线 汇 {y(7)}, 其 单位 切 矢 为 Z" = (0/37). 由 式 (4-4-4) 知道 其 分 
离 矢 量 w 可 做 如 下 的 正 交 分 解 : 1 =w.” +m, 其 中 ny.*=h,y? 和 71" =-2"(2,7*) 
分 别 代 表 正 交 于 和 平行 于 Z" 的 分 量 , 而 且 这 样 的 分 解 是 唯一 的 . 又 因为 mn" 是 从 
y(z) 指向 自身 的 矢量 (不 对 应 于 任何 分 离 ), 所 以 ”= "与 "描述 同样 的 分 
离 情况 , 因而 等 价 . 这 是 我 们 对 不感 兴 趣 、 因 而 以 wy“( 以 前 记 作 w) 代 蔡 * 的 根 
本 原因 . 此 外 , §7.6 曾 证 明 过 2?V,(w*2,)=0, 它 保证 ZV,m” =0, 即 7? 沿 测 地 线 
不 变 , 通常 也 说 这 是 对 不感 兴趣 的 男 一 原因 . ? 

再 看 类 光 测 地 线 汇 {y(4)}, 其 切 矢 记 作 k* = (69/934). 这 时 的 分 离 矢 量 w" 无 法 
分 解 为 正 交 于 和 平行 于 的 两 个 分 量 , 因为 k* 的 类 光 性 导致 平行 于 妨 必定 也 正 
交 于 Kk”. 然而 仍 可 把 yy 表 为 两 个 矢量 之 和 ,第 一 个 正 交 于 ( 仍 记 作 w“), 第 二 个 
非 正 交 于 k, 记 作 ,于 是 便 有 w=,“+m”. 为 便于 陈述 , 暂时 把 这 种 分 解 称 
为 “ 正 非 ”分 解 . 不 过 这 种 分 法 很 不 唯一 . 例如 , 设 2 是 正 交 于 的 任 一 矢量 (不 妨 
就 取 o” = 大) 则 7 =m +6 及 7 =74" 一 6” 也 分别 正 交 于 及 非 正 交 于 ,所 以 
7 =71 +74" 就 是 男 一 种 “ 正 非 ” 分 解 . 

为 便于 后 面 的 讲解 , 可 在 线 汇 的 定义 域 U 上 引入 正 交 归 一 标 架 场 {(e,)*}( 简 
写 为 {es} ), 要 求 它 满足 k* = (eg +e?)/V2 .再 令 1* = (eg -e@?)/V2, x* =e", y=e， 
则 {x,y*,7,k"} 是 U 上 的 另 一 标 架 场 ,” 满 足 


gapX "xX? = gpy"y =1, SF = 一 1， 


(16-2-1) 

gal’l 二 ao1 二 82X2 EX = EX = gy 二 guy 大 加 0 “ 

我 们 称 fy ,7 Kk“} 为 伪 (pseudo) 正 交 归 一 标 架 场 , 并 以 {8 人 } 简 记 之 , 即 
Er=x, Ey=y, Es=/", Er=k". (16-2-2) 


此 标 架 场 的 对 偶 标 架 场 {E4} 则 为 


@ 然而 笔者 认为 “mm* 从 测 地 线 指向 自身 ”是 对 n° 不 感 兴趣 的 唯一 原因 , 所 以 对 这 种 “ 另 一 原因 说 ”不 敢 苟 
同 . 事实 上 , 当 测 地 线 为 非 仿 射 参数 化 时 Z*V,mr 0 ,但 "仍然 不 会 引起 我 们 的 任何 兴趣 , 详 见 选读 16-2-1. 
加 令 m =(x -iy”)/V2 , 则 {rm 元，1%,k"} 便 是 上 肌 §8.7 的 NP 类 光标 架 . 
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的 = Xs E, 三 Jo， E, sk,; E’ =—L,, (其 中 Xa = gx ， 等 等 ) (16-2-3) 
将 "用 {Ee} 展开 为 


1 =(7 x +7 yy" 二 1 ) + 1’, (16-2-4) 
则 由 式 (16-2-]) 知 (x + 二")=0， (1)=-p (一 般 非 零 ), 所 以 可 取 
1 =X ty +H, n=", (16-2-5) 


可 见 式 (16-2-4) 是 对 7 的 一 种 “ 正 非 ” 分 解 . 然而 满足 k=(e? +e?)/V2 的 正 交 归 
一 标 架 场 {(e,)*} 有 无 限 多 个 , 设 {(e@,)?"} 是 另 一 个 , 则 1*=(ex -e%)/V2 便 可 不 同 于 
7”, 因而 借助 于 {(e') 又 可 对 丸 做 另 一 种 “ 正 非 ”分 解 . 这 再 次 说 明 “ 正 非 ”分 解 
的 非常 不 唯一 性 . 这 种 不 唯一 性 是 类 光 与 类 时 情况 的 重要 区 别 之 一 . 

现在 来 看 第 二 个 区 别 . 刚才 讲 过 , 在 类 时 情况 下 对 nm" 不感 兴 趣 的 根本 原因 是 
它 从 每 条 测 地 线 指向 自身 , 因而 不 代表 测 地 线 的 分 离 . 然而 , 在 类 光 情 况 下 
1 =77 ,而 1 从 每 条 测 地 线 指向 另 一 相 邻 测 地 线 , 所 以 “也 描述 分 离 . 幸好 现 
在 同样 可 以 证 明 rV,(w“k,)=0, 即 w = 一 yk 沿线 不 变 , 只 要 在 选 标 架 场 时 再 附带 
要 求 沿 测 地 线 平移 (这 总 可 做 到 ), 便 有 ?Vm =0, 因而 w.“ 也 沿线 不 变 . 通常 
据 此 就 说 “我 们 对 wy 不 感 兴趣 ”, 从 而 在 类 光 情 况 下 人 们 也 只 关心 x“, 并 默认 
7 就 是 wy (笔者 的 看 法 见 选读 16-2-1). 

虽然 都 只 关心 7,“, 但 两 种 情况 下 的 w,“ 有 一 重要 不 同 (第 三 个 区 别 ). 类 时 情况 
的 m7“ 是 空间 矢量 , 要 用 三 个 数 刻 画 . 类 光 情 况 的 7 * 虽然 也 有 三 个 分 量 (71, 72, 74 )， 
但 7 ji 代表 从 测 地 线 指向 自身 的 矢量 , 不 代表 任何 分 离 , 所 以 “实质 上 只 由 两 个 
分 量 7 和 决定. 下面 设 法 用 一 个 2 维 矢量 代表 “. 线 汇 定义 域 U0 的 一 点 p 的 
切 空 间 太 有 3 维 子 空 间 

,= {D0” eV 12K, |,=0}. (分 离 和 撩 量 w,“|, 可 看 作 六 的 元 素 ) (16-2-6) 


由 k?k =0 可 知 k"|,e 放 , 故 可 在 六 中 定义 等 价 类 : 部, Ve 户 称 为 等 价 的 ( 记 作 
0D" ~V"), 者 3Qge 民 使 0” = +k"|, .以 六 代表 六 所 在 的 等 价 类 , 以 每 一 等 价 类 
作为 一 个 元 素 便 构成 一 个 抽象 的 2 维 矢量 空间 , 记 作 户 , 即 

V,={0 | 六 是 疡 中 的 一 个 等 价 类 }, (请 注意 户 并 非 户 的 子 空间 ) (16-2-7) 
便 有 投影 (到 上 ) 映 射 z : 户 王 户 满足 zm(5")= 产 ( 即 六 所 在 的 等 价 类 ). 易 证 : 

QD 是 线性 映射 ; Of |,=0er; 


OF ~ OF =ar),; OF -y=ak), OF =. 
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在 的 对 侦 空间 中 取 子 集 


(V)={6, eV 1D =6,0", VO eV 及 DV ~ D7}, (16-2-8) 
则 不 难 证 明 : 
QV,) 是 "的 一 个 3 维 子 空间 ， 
® (,)={6, eV [Gk’|,=0). (16-2-8') 


上 上 式 保证 (V,) 的 每 一 元 素 都 在 疡 的 对 偶 空间 ( 访 》 中 诱导 出 一 个 元 素 @,e( 广 )， 
定义 为 

:= BV, VD eV. (16-2-9) 

[其 中 疡 是 疡 的、 满足 x,(5")= 六 的 任 一 元 素 .] 
由 上 式 可 知 避 与 6 +Qk, |, (Ya e 民 ) 给 出 同一 个 ,所 以 说 6 等 价 于 6, +C |,, 
并 记 作 6@ ~ 6 +Qk |,, 而且 可 把 6 看 作 6 所 在 的 那个 等 价 类 . 可见 (V*) 中 等 价 
类 的 集合 (也 是 个 矢量 空间 ) 与 (V,》 有 同 构 对 应 , 存在 投影 映射 x: (7 ] -> ( 访 ) 满 
足 n,(6)= 今 . 易 证 : 
QO@ x, 是 线性 映射 ; Ohl,=0e(D); 


DD ~ =akl,,aeR; @6 -6, =Qk|, 人 Od =6. 


下 面 进一步 讨论 张 量 . 为 缩短 公式 长 度 , 凡 不 涉及 指标 升降 时 都 可 把 张 量 
7% .4 号 成 Tw . 态 上 的 张 量 7( 按 定义 ) 将 态 和 户 "的 若干 个 元 素 映 射 为 一 个 
实数 . 把 了 的 作用 范围 限制 在 六 和 (六 ) , 如 果 作 用 对 象 加 和 访 换 成 等 价 的 5” 和 
久 后 所 得 实数 一 样 , 就 可 定义 把 六 和 (7V*) 的 等 价 类 ( 即 癌 和 仿 ) 变 为 实数 的 线性 
映射 了 7, 它 其实 就 是 六 上 的 张 量 公 . 于 是 有 

定义 1 WV, 上 的 (k,7) 型 (Xx+1>1) 张 量 T4* 称 为 可 加 ^ 的 , 若 记 上 存在 张 量 
和 区 ,满足 


(16-2-9") 
其 中 六 (i=1…,1)e 访 和 0 (j=1,…,k)e(V,') 要 满足 ND)=, ny ) = . 


式 (16-2-9) 是 式 (16-2-9) 的 特例 . 此 外 , 把 标量 7 看 作 太 上 的 (0,0) 型 张 量 , 规定 它 总 


可 加 人 ^, 而 且 人 = 了 7 . 
注 1 由 定义 1 易 见 加 ^ 操 作 有 线性 性 ( 即 保持 加 法 和 数 乘 ), 亦 即 
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(acT +pBS)=at +ps.. 

命题 16-2-1 起 上 的 (k,7) 型 (x+1>1) 张 量 T… 可 加 人 ^ 的 充 要 条 件 是 7 经 以 
下 两 步 缩 并 所 得 标量 为 零 :个 先 将 任 一 指标 缩 并 大 ( 上 标 缩 上 下 标 缩 刀 ); @ 再 将 其 
他 每 一 上 标 缩 并 任 一 6 e (V*) 及 每 一 下 标 缩 并 任 一 六 e 访 . 例如 , Tr 可 加 人 ^^ 的 充 
要 条 件 是 以 下 三 点 成 立 : 

(a) TEKk DN =0, VO, i ey, 

(b) TG kD =0, vo, el(V,), D° ep, 

(TD =0, V6, e(V,’),D eV. 

证 明 [ 选 读 ] 车 7T 可 加 个 , 则 VY@, 6 2 …E([') 及 六 , 部 ,…e 户 有 


TH 6, De DD = Te 6, (DD + ak’ ey (16-2-10) 
因而 
TO kD .= 0. (16-2-11) 


上 式 说 明 ,车 把 作用 对 象 中 的 友 换 为 k* ,作用 结果 就 为 零 . 同 理 可 知 , 把 作用 对 象 
之 任 一 换 为 k" 或 ,作用 结果 都 为 零 . 可 见 题 设 条 件 确 为 必要 条 件 . 用 式 (16-2-10) 
和 (16-2-11) 不 难 证 明 它 也 是 充分 条 件 . 口 

v” eV 及 ww, eV 都 可 看 作 V, 上 的 张 量 , 借助 于 上 述 命题 便 知 : 

Qk* 和 都 可 加 人 ^, 且 k=0, =0; 

vy eV 可 加 ^ oo vk, =0; 

0w, eV 可 加 ^ © wk =0. 

再 设 {x*,y*,1",k"} 是 p 点 的 一 个 伪 正 交 归 一 标 架 , 则 x,y* 和 显然 都 可 
加 ^, 而 且 {x”,y"} 的 线性 独立 性 保证 { 如 ,入 } 的 线 性 独立 性 ， 故 后 者 构成 户 的 一 
个 基底 , 其 对 偶 基 底 为 人 到, 疡 } (其 中 充 , TE 的 加 ^ 产物 ). 设 7 可 
加 人 ^, 则 


lj TR + 了 DR 十 嫩 六 名 + 了 7 入， 
其 中 下 等 是 TY 在 {x,y,1,k} 及 其 对 偶 基 的 分 量 , 7 的 沾 3 或 4 的 所 有 分 量 在 
7* 中 都 不 复 存在 . 


命题 16-2-2 设 T, 是 4 维 时 空 (M,g,,) 上 的 (0,2) 型 张 量 场 , 则 
(1)T 可 加 人 ^ 的 充 要 条 件 是 M 上 有 张 量 场 P,,V,U, 使 


T, =P, +kU, +Vk,, (16-2-12) 
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其 中 己 ， 满足 Pk =0， Pk =0; 

(2)7 可 加 ^ 之 大 VT 可 加 人 ^. 

证 明 [ 选 读 ] 

(D) 设 72 满足 式 (16-2-12), 则 容易 验证 T, 满足 命题 16-2-1 的 条 件 , 故 了 ,可 
加 ^. 反 之 , 设 75 可 加 ^, 用 伪 正 交 归 一 对 偶 标 架 {E4} 把 了 展开 为 (其 中 六 7 都 从 
1 到 2 取 和 ) 


7 = TE,E! +TBE; +T BE +T EE +T, EE +T, EE +T, EE 


ja i -a 47 一 a 


加 T EE —T3E,k, = -Bk 到 Tl 玉 + Tak,h, + Tl,k, 


ya 3i a i'a 


(16-2-13) 


由 命题 16-2-1 又 知 T， 可 加 人 二 0=Tk*E?=T,EsEs = 人 及 0=T,, 故 式 (16-2-13) 
简化 为 


7, =TE, El + k, (736 ty Ti + (Tl TB )k, . 


ja 


令 P, =T, BE, U;, = Tl, — DBs, V, =Twl, 一 TE, 便 有 式 (16-2-12). 


ja 


(2) 借 助 于 式 (16-2-12) 可 把 eV.7， 表 为 


kV =P, +hkU!+Vik , 其 中 P=k°VP,, U!=k°VU,, VakVy. 


cab C ab’ 


再 由 Pk”=0, Pk” =0 吻 证 Pik"=0, Pkt=0, 故 本 命题 之 (1) 保 证 KVT, 可 


c*ab 


加 人 ^. 口 


证 明 不 难 从 式 (16-2-9) 出 发 证 明 , 练习 . 口 

然而 ， 如 果 7…S 中 包含 某 些 指 标 缩 并 , (7T…S…) 还 等 于 信人 吗 ? 这 其 实 就 
是 缩 并 与 加 人 ^ 可否 交 换 的 问题 .下面 的 命题 对 此 给 出 答案 . 

命题 16-2-4 设 k,1 为 正 整 数 , TI%* 是 V 上 可 加 个 的 (k,7) 型 张 量 . 

(D( 可 交换 充 要 条 件 ) 令 五 = Ti， T= T4222 , 则 CIT(T 的 第 一 上 、 下 标的 
缩 并 结果 ) 可 加 人 ^ 且 (CIT)^=CIT ( 缩 并 与 加 人 ^ 可 交换 ) 的 充 要 条 件 为 T+74 可 
加 ^ 且 (T+7T4) =0. 

(2)( 可 交换 充分 条 件 ) 以 CT 代表 Ti 中 若干 对 上 下 标 缩 并 的 结果 , 若 参 与 缩 
并 的 每 一 指标 与 x (或 ) 缩 并 为 零 , 则 CT 可 加 人 ^ 生 (CT) =CF. 

证 明 [ 选 读 ] 


(D 令 S=CT, 即 S2 =T2, 则 YB,…e (7 苞 ,e 访 有 
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六 _ aw ~ ~b pla Ds Be 4 \、 ~ ~b 
Sp». OW UV" = 2d OU ee (Tp Bak PT + 13. + Tp”. )®, VU 
__ dq ml mb 07 2 pb 3a2 … 4a 人 \ 之 六 忆 
= (人 BoB + De BoE + Ty +he )@, DY 


/Fag Fl Fb Nag 2 Fb 人 Ab, 3a)…: 40 之 六 及 
= (Co 十 了 Eby)@,D (二 


(16-2-14) 
= OB, Dt Te + TG Do... 
[其 中 第 四 步 用 到 Ti* 可 加 人 及 式 (16-2-9"), 第 五 步 与 第 二 步 理由 相同 (只 不 过 第 
五 步 处 理 的 张 量 是 2 维 的 ), 都 用 到 缩 并 定义 , 即 上 册 式 (2-4-5) 的 抽象 指标 表述 . ] 
下 面 利 用 式 (16-2-14) 来 证 明 可 交换 的 充 要 条 件 . 
先 证 条 件 的 必要 性 . 设 CT 可 加 ^ 且 (CT) =CIT, 则 S2 =T49 给 出 


So 的 三 Te 6 的 …( 其 中 Te C7 ); (16-2-15a) 


a 


而 由 式 (16-2-9) 及 (16-2-14) 又 有 


和 Sa 入 AD _ Cw.~ ~b Taw 人 和 AD 3a 4q 一 ~b 
3 (16-2-15b) 


于 是 式 (16-2-15$a) 和 (16-2-15b) 联 合 逼 出 
(Re + 的 六 =0， W019) 


根据 式 (16-2-9), 欲 证 Ti +Ti2 可 加 ^ 只 须 找 到 满足 下 式 的 张 量 

(Te + TH) : 

(De + TD, De = (Te + TG, 
而 由 式 (16-2-16) 看 出 这 一 待 找 张 量 就 是 零 张 量 , 即 (Ti%”+T4%)=0. 再 注意 到 
她 + 下 = 了 2 十 7 ， 便 得 结论 : 天 + 到 可 加 ^ 且 (人 +T0 =0. 

再 证 条 件 的 充分 性 . 设 T3+T4 可 加 ^ 且 (73 +74 六 =0[ 因 而 式 (16-2-16)] 成 立 ， 
则 式 (16-2-14) 给 出 S26 扩 …=742 OO D2…, 表 明 S2 可 加 人 且 62 = 人 oo， 即 
(CT) =C7. 

(2) 只 须 对 “第 一 对 指标 缩 并 ”的 情况 做 证 明 (“若干 对 指标 缩 并 ”的 情况 仿 此 
得 证 ). 这 时 已 知 TA k=0 及 Tk?*=0, 求 证 CT( 即 CIT) 可 加 人 且 (CT) =CT. 
因 | 

Ti = 大 =-TC 无 及 =0,( 林 步 用 到 已 知 条 件 T0e k=0) 
Ti = 三 0,( 林 步 用 到 已 知 条 件 7 ke? =0) 


入 


代入 式 [16-2-14(b)] 得 So, D =70 BD, 加 …， 由 此 便 知 8( 即 CT ) 可 加 ^ 且 
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(CT) =CT. 
由 式 (16-2-1) ~ (16-2-3) 知 道 时空 度 规 g,, 可 以 表 为 


Bap = XX 十 JJ k,l, = > 


' 133， 


(16-2-17) 


上 上 式 右边 各 项 都 因 满 足 命题 16-2-1 的 条 件 而 可 加 ^. 利用 太 =0、 加 人 ^ 操 作 的 线性 


性 以 及 命题 16-2-3 便 得 
Bab = 艺名 十 为 功 ， 
上 式 表明 伦 , 久 } 以 86 衡量 是 正 交 归 一 基 , 号 差 为 (+,+). g ,之 道 
2 0 RD a 
显然 也 可 加 人 ^, 而 且 易 见 


由 式 (16-2-18a) 及 (16-2-18b) 又 得 


AQ 入 


ab 和 AQ 入 
2" Bpe 二 区 X, + py.. 


(16-2-18a) 


(16-2-19) 


(16-2-18b) 


不 难 验证 上 式 右边 正 是 从 访 到 户 的 恒 等 映 射 (不 妨 记 作 人 ), 可 见 8” 就 是 ,的 


逆 度 规 . 
仿照 中 册 式 (14-1-37) 对 类 光 测 地 线 汇 定 义 


Do :二 Vk,, 
则 B, 由 于 满足 kB,, = 0,k*B,, = 0 而 可 加 ^, 即 访 有 意义 . 令 


A gb 人 中 贡 ] a 和 关 
(a) 0=& a (b) 0,, = Bo 一 了 CS8w， (C) Oo = Bi ; 


则 


1 内 A A 
Do -68u 十 0 + 0 . 


(16-2-20) 


(16-2-21) 


(16-2-22) 


作为 (V,,8°) 上 的 张 量 , B,, 当然 可 用 8% 升 指标 , 例如 B= 8”B, .然而 符号 BB。 
义 可 有 男 一 含义 , 即 (g”B,,). 好 在 这 两 种 含义 其 实 一 样 , 即 8“B, =(g“B, ,证 
明 如 下 . 由 式 (16-2-19) 及 KB =0 得 g”B,, =(x'x* +y'y")B, 一 KB ,容易 验证 


此 式 右 边 的 三 项 都 满足 命题 16-2-1 的 条 件 , 故 都 可 加 ^, 因而 
(g™ ) a [C(x’x” 十 yy )B, 和 | (ED ) 


上 式 右边 第 一 项 满足 命题 16-2-4(2) 的 条 件 , 因而 等 于 (xzex? + yy")^, ， 右 边 第 二 
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项 的 与 1B, 之 间 无 缩 并 , 故 由 命题 16-2-3 得 (ke1eB ) = 大 (0"B 六 =0. 于 是 


(g”B,,) a (xcx2 +yy")B, = (8 和 +9°9°)B, 二 6“ 有 
结论 得 证 . 这 一 结论 还 可 推广 成 如 下 的 方便 命题 , 后 面 多 处 用 到 . 
命题 16-2-5 设 7 是 刻 上 可 加 人 的 (k,7) 型 张 量 . 


ys 


(Q2) 阁 KT =0 和 有 7 =0 则 g27 .可 加 个 , 且 
(BT a 

(3), (4) 分 别 与 (1), (2) 类 似 , 只 是 上 下 标 对 调 , 例如 (4) 的 结论 为 
(gL 

证 明 练习. 口 

例 1 令 9=g"B，, 则 0=(g2%B =82 有 =0.[ 其 中 第 一 步 是 因为 6 为 标 
量 , 第 二 步 用 到 命题 16-2-5(2). ] 因此 可 把 0 简写 为 0 . 请 注意 , 若 讨论 非 仿 射 参 数 
化 的 类 光 测 地 线 汇 ( 见 本 节 末 段 ) 则 不 满足 命题 16-2-5(2) 的 条 件 , 结果 是 6z9, 见 
式 (16-2-39). 

本 节 的 主要 任务 是 推导 9, 6, 和 人 D, 沿 测 地 线 的 变化 率 , 即 k*V,9, k*V.6,, 和 
kV.D,, .为 此 可 先 求 变化 率 k*V,B,, .这 一 “变化 率 ”k“V.B, 在 概念 上 存在 一 个 
问题 :按照 83.1 定 义 1, 流 形 M 上 的 导数 算 符 V, 是 把 M 上 的 (k,7) 型 张 量 场 变 为 
M 上 的 (k,1+ 了 ) 型 张 量 场 的 映射 , 即 V, : 和 %(k,1) 二 和 %(k,1+D) .而 所 谓 “7”…， 是 
M 上 的 张 量 场 ” 是 指 Vpe M , 7”,.|, 是 矢量 空间 WV 上 的 张 量 . 根据 这 一 定 
义 , 房 , 不 是 M 上 的 张 量 场 , 因为 记 , |, 是 矢量 空间 记 (而 不 是 VV ) 上 的 张 量 . 于 是 
8B,, 不 是 V, 的 作用 对 象 , 亦 即 VB, 及 kV.B ,并 无 意义 .然而 我 们 当然 很 关心 8B, 
沿 着 以 k 为 切 矢 的 类 光 测 地 线 的 变化 情况 , 因此 有 必要 对 这 一 “变化 率 ” 赋 予 恰 
当 意 义 .一 个 自然 的 定义 是 从 有 意义 的 变化 率 kV.B,, 出 发 . 根据 命题 16-2-2(2) ， 
B 可 加 人 ^ 保 证 XV.B, 可 加 人 ,于 是 就 可 把 kV,B,, 的 加 人 ^ 产 物 定义 为 k*V.B,,, 即 

kV 有 := (kV.B,,). (16-2-23) 
kV 和 用 V .OO ，… 等 也 可 仿 此 定义 . 
仿照 式 (14-1-38) 的 推导 (以 如 取代 Z“) 得 
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KV.B,, 三 = 六 十 Rao 大 和 (1 6-2-24) 


记 T = Rak sk", 则 kT =0, kT =0, 故 TT 可 加 个 , 即 (R,kik") 有 意义 .对 式 
(16-2-24) 加 ^ 后 得 
k°V.B, =-(B,.B’,) +(R, kk’). (16-2-25) 
再 令 5S, =-B,B',, 则 Sk =0 及 Sk*=0 保 证 5S, 可 加 人 ^, 而 Bk*=0, Bo =0 
则 保证 $,, =- 饭 .' .于 是 式 (16-2-25) 又 可 写 为 
k°V.B, =-B, B+(R, kk’). (16-2-25") 
以 8” 缩 并 式 (16-2-25'), 左边 为 
Ek°V.B,, 2 8 (Kk°V.B, w = (gk°V.B,, ” 
do (16-2-26) 


=[k'V(a* Bao) =(k'V.0) =k°V.0= $0 


其 中 第 二 步 用 到 命题 16-2-5(2). 


8&2" 缩 并 式 (16-2-25") 右 一 项 =- 且 8” = 30° OG“ +OO®*, (16-2-27) 


其 中 第 二 步 用 到 式 (16-2-22)、0=0, tr6,, =0=trO 及 6 = 0 = 人 Da. 
&” 缩 并 式 (16-2-25”) 右 二 项 =(g”R, kK") 二 8g2%R kk =—R kk’, (16-2-28) 
其 中 第 一 步 用 到 命题 16-2-5(2). 于 是 8* 缩 并 式 (16-2-25") 的 结果 为 


kV.0= 人 = -0 G06% +O, 0 一 Reka. (16-2-29) 


不 妨 称 上 式 为 类 光 测 地 线 汇 的 Raychaudhuri 方程 . 
下 面 推导 eV. 和 G，. 由 式 (16-2-21b) 得 


kV. = 人 eV ( 记 — 508,) = 大 VB 一 5 SeV.O， (16-2-30) 


[其 中 第 二 步 是 因为 k*V.(08,,)=[k*V,(08,s)] = (gwk*V.0) =SokeV.0.] 由 式 
(16-2-25') 可 知 上 式 右 边 第 一 项 为 


kV Bs = -BB + (Rowak’k’) . (16-2-31) 


利用 Ry 的 若干 对 称 性 质 可 证 Rskk*= Rskrkr ,再 从 式 (16-2-22) 出 发 求 得 
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BB 的 表达 式 , 代入 式 (16-2-31) 得 ieV. 房 ， 的 表达 式 , 与 式 (16-2-29) 一 同 代入 
(16-2-30) 便 得 


1 
A c= 人 ~ AC 入 AC 人 入 A CC 入 Acd 入 
k VO | -2ow 三 人 bpOac + @ pac 一 F800 Ou .a)] 


+ (Riaak kk ) 17 Bs Rakk’. (16-2-32) 


借用 tr =0, 6 = Oo = 人身 四 以 及 伪 正 交 归 一 基底 可 证 上 式 右边 第 二 项 ( 方 
括号 项 ) 为 零 . 再 用 式 (3-4-14) 又 得 


Raak'k “= Copaak 大 “二 (Rk,k”® — ga Rak k “法 了 Ri ) 机 二 RE ， (16-2-33) 
由 此 可 证 
(Ross 有 1 ) =(Coak’k") 一 SR ， (16-2-34) 


代入 式 (16-2-32) 便 得 kV ,6,, 的 最 终 表 达 式 
kV.G =-00,, +(Cuakk’). (16-2-35) 
最 后 来 推导 KV, . 注意 到 月 ,=D 取 式 (16-2-250) 的 反 称 部 分 得 
k°V.@,, =-B', Bs + (Rynak k’)=-B°, B,,, (16-2-36) 


地 
(其 中 第 二 步 是 因为 借 Ross 的 对 称 性 质 可 证 Rssyk*k“=0.) 再 用 


A 


B= O06 + 6+ 


ac 


计算 式 (16-2-36) 右 边 便 得 
k°V.D,, =—00,, — 26°, . (16-2-37) 
令 卫 ,= 人 $5, 则 它 在 正 交 归 一 基底 {f°, 关 } 的 分 量 只 有 一 个 独立 , 可 取 为 7,. 利 
用 兮 , 的 反 称 性 及 6, 的 无 迹 性 易 证 YY,=0, 故 最 终结 果 为 
k°V.@D, =-00,. (16-2-38) 
为 方便 起 见 , 不 妨 把 式 (16-2-29)、(16-2-35) 和 (16-2-38) 合 称 为 类 光 测 地 线 汇 的 
Raychaudhuri 方程 组 , 只 适用 于 仿 射 参数 化 的 类 光 测 地 线 汇 . 若 改 为 非 仿 射 参数 化 


” (后面 要 用 ), 则 teV 上 = Kk #0 ,其 中 x 是 线 汇 定义 域 上 的 函数 . 仍 按 式 (16-2-20) 
定义 B, , 再 按 式 (16-2-21) 定 义 6, 6,, 全, ,用 类 似 方法 可 以 证 明 其 相应 方程 组 的 每 
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个 方程 右边 都 将 多 出 与 x 有关 的 一 项 , ”具体 地 就 是 


keV.O= d0__ LO OG +O,0* —R kk TAO， (16-2-29") 
d1 2 
k°V.6,, =-0 +(C Ke) +KG ， (16-2-35") 
KV.D, =-00 + Kk,. (16-2-38") 
还 应 注意 以 上 三 式 中 的 6 不 再 等 于 9 ,因为 可 以 证 明 (习题 1) 
0=g%V 无 一 K， (16-2-39) 


[选读 16-2-1] 

本 节 开 头 讲 过 , 由 于 KV,7” =0, 人们 对 11? 不感 兴趣 , 并 认为 14 =771” .如果 
追问 :为 什么 沿线 不 变 就 对 它 不 感 兴趣 ?这 其 实 是 个 应 该 质疑 的 问题 . 更 有 甚 者 ， 
krVme =0 的 导出 依赖 于 三 个 前 提 :@ 借 用 伪 正 交 归 一 标 架 场 而 且 选 择 
7 三 1 = 一 "1?; 四 把 该 标 架 场 的 及 选 得 沿 测 地 线 平 移 ; 回 默认 kV,k” =0( 而 
这 只 对 仿 射 参数 化 的 类 光 测 地 线 汇 成 立 ). 如 果 满 足 @E 和 @ 而 不 满足 四 , 则 
Kr"Vs1" =0 不 再 成 立 . 然而 本 选读 前 在 介绍 非 仿 射 参数 化 的 类 光 测 地 线 汇 时 对 
WI 仍然 置之不理 ( 仍 只 关心 2 维 张 量 已 ,), 这 又 如 何 解 释 ? 进 一 步 说 , 不 用 标 架 场 
也 可 做 “ 正 非 ” 分 解 , 而 且 , 即使 开始 时 选择 分 解 使 kV Gr" =0, 也 可 以 利用 本 节 
开头 的 手法 引进 ”=H ”+6 及 11 =7 -6 ,而 且 容 易 找 到 不 满足 KV,c” =0 
的 6G", 于 是 kV 关 0 .可 见 ,这 里 存在 着 两 个 有 待 回答 的 疑难 问题 :(a) 为 什么 当 
Vm =0 时 就 对 114 不感 兴 趣 ?(b) 为 什么 当 jrV nm" 关 0 时 仍然 对 1" 置之不理? 
由 于 我 们 所 看 到 的 、 涉 及 这 一 问题 的 文献 都 未 提出 和 回答 这 一 问题 , 下 面 只 能 简介 
笔者 的 肤浅 看 法 , 仅 供 参考 . 

我 们 认为 ,对 .是否 应 感 兴趣 取决 于 你 所 关心 的 物理 问题 . 举例 来 说 , 类 光 
测 地 线 汇 的 两 个 重要 物理 应 用 是 面积 定理 的 证 明 (用 仿 射 参数 化 测 地 线 ) 和 弱 孤 立 
视界 的 讨论 . ( 见 816.5, 其 有 关 数 学 基础 首先 出 现在 小 节 16.3.3 , 允许 测 地 线 为 非 仿 
射 参 数 化 . ) 两 者 的 共同 特点 是 只 关心 某 个 类 光 超 曲面 4 上 的 (3 维 )] 类 光 测 地 线 
族 , 4 以 外 未 给 定 任 何 测 地 线 . (为 了 借用 本 节 的 结果 , 也 可 把 测 地 线 族 延 拓 出 4 之 


四 Kx0 时 若干 问题 变 得 微妙 , 须 加 小 心 . 例如 , 大 =0 时 B,s 的 可 加 个 性 由 "B=0, kB =0 保证 ,但 
大 关 0 时 天 Bo =K?V,k, = 二 Kk, 郑 0 .本 好 DksB, =KD?k=0 ,因而 B, 仍 可 加 ^. 又 如 , K =0 时 kV.B, 的 可 
加 八 性 由 命题 16-2-2 保证 , 如 果 该 命题 在 K 关 0 时 失效 , kV_B, 可 加 ^ 与 否 就 会 成 问题 , 幸好 不 难 证 明 该 命题 在 
开关 0 时 照样 成 立 . 
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外 以 获得 一 个 4 维 线 汇 , 但 所 得 到 的 关于 4 上 的 线 族 的 结论 与 延 拓 无 关 .) 由 于 
1 代表 从 4 上 的 测 地 线 指 向 4 外 的 测 地 线 , 4 上 的 3 维 线 族 中 的 任 一 单 参 族 的 
分 离 失 量 当然 都 有 1” =0, 自 然 不 必 对 它 感 兴趣 (自然 有 7” =7“). 类 光 测 地 线 汇 
的 另 一 重要 物理 应 用 体现 在 某 些 奇 性 定理 的 证 明 中 [ 见 Wald(1984) 定理 9.5.3]. 定 
理 的 大 意 是 :只 要 时 空 满足 某 些 条 件 , 它 就 必然 含有 不 完备 的 ( 仿 射 参数 化 的 ) 类 光 
测 地 线 , 因而 存在 时 空 奇 性 . 定理 证 明 过 程 的 逻辑 链 中 涉及 若干 个 预备 定理 , 还 特 
别 用 到 与 一 个 类 空 逆 合 面 共 示 的 共 纯 点 概念 . 设 S 是 2 维 类 空 闭 合 面 , y 是 发 自 S 
并 正 交 于 5S 的 外 向 类 光 测 地 线 族 中 的 一 条 线 , pey 称 为 沿 yy 共 轿 于 S 的 共 罗 点 ， 
车/ 上 存在 一 个 不 恒 为 零 的 雅 可 比 场 y" (满足 该 线 族 的 测 地 偏离 方程 的 场 ), 它 在 
了 点 为 零 . 而 1"|,=0 导 致力 |,=0, 与 kK*Vs =0 结 合 便 得 四 |,=0, 即 =0, 自 
然 对 才 " 不 感 兴趣 (自然 有 1 =771"). 或 者 ,也 可 更 简单 地 说 :发 自 S 并 正 交 于 S 的 
所 有 外 向 类 光 测 地 线 铺 成 一 个 (3 维 ) 类 光 面 (整个 问题 根本 不 涉及 4 维 类 光 测 地 线 
汇 , 与 前 面 的 两 个 应 用 一 样 ), 自然 也 就 有 7 = 0. 
以 上 只 是 笔者 视野 内 的 几 个 例子 . 然而 , 原则 上 不 排斥 这 样 的 物理 问题 , 其 中 
的 1 及 其 导数 说 V1" 非 要 考虑 不 可 . 下面 是 笔者 对 这 种 一 般 性 问题 的 肤浅 看 法 . 
首先 请 注意 一 点 :无 论 对 类 时 还 是 类 光线 汇 , 讨论 开始 时 都 强调 分 离 和 拓 量 1, 但 不 
久 就 都 把 注意 力 完全 集中 于 B (对 类 光 情 况 则 是 B, ) 及 其 沿 测 地 线 的 变化 率 
(Raychaudhuri 方程 组 ) 从 引入 B， 开始 就 再 也 看 不 见 11" 的 踪影 . 两 者 到 底 有 何 联 
系 ?为 何 后 来 一 直 只 关心 B,, (或 刀 , ?我们 的 看 法 如 下 . 对 类 时 测 地 线 汇 最 应 关心 
的 物理 问题 是 从 基准 观 者 看 来 邻居 如 何 运动 . 分 离 和 失 量 "描述 邻居 的 位 置 (充当 
位 拓 ), 但 更 应 关心 的 是 邻居 的 3 速 W =2sV,n" 和 (特别 是 )3 加 速 a" = ZeV 22 ( 见 小 
节 14.1.1). 又 因 
1 =Z°V,n" = V,2" = Bn =B",(w +oa2’) 
=B’,w +aB’,2’ =B",w +aZV,Z" = B",w, (16-2-40) 
[其 中 第 四 步 用 到 7 的 正 交 分 解 (w' 就 是 7*).] 所 以 Bu 是 决定 ze 的 关键 量 , 而 要 
决定 a 则 还 要 知道 ZV.B,. (这 正 是 Raychaudhuri 方程 组 的 重要 性 的 来 源 , 这 些 方 
程 决定 着 基准 观 者 测 得 的 邻居 的 膨胀 9 、 剪 切 o, 和 扭转 ww, 的 时 间 变 化 率 .) 在 类 
时 情况 下 可 认为 7”=71”( 即 小 节 14.1.1 的 w ), 根 本 不 必 考 虑 1". 然而 类 光 情 况 就 
要 复杂 许多 , 关键 是 分 解 式 7" =7i" +71 中 的 不 能 随便 会 弃 (不 应 以 “不 感 兴 
趣 ” 为 由 而 置之不理 ), 所 以 与 式 (16-2-40) 对 应 的 应 是 
u’ =kV,n" = Vk = B',n =B" ,n+ B° ,n°. (16-2-41) 


pp 
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可 见 , 只 掌握 B, 及 kV, 记 ,还 不 足以 决定 uw 和 a ,从 原则 上 说 还 应 针对 具体 物理 


cab 


问题 对 B* ,nm 及 其 沿线 的 协 变 导数 做 进一步 的 计算 ， [选读 16-2-1 完 ] 
§16.3 ”类 光 超 曲面 上 的 Raychaudhuri 方程 


16.3.1 起 曲面 的 某 些 数学 知识 


为 了 给 本 章 以 下 各 节 打 好 基础 , 特 补充 本 小 节 . 

设 X 是 集合 , 4c 针 .映射 i : 4 一 六 称 为 包含 映射 (inclusion map), 若 vVxe 4 
有 ix)=xeX .例如 , 设 (M,gw) 是 广义 黎 曼 空间 , f : SM 是 超 曲面 (未 必 类 
空 、 类 时 或 类 光 ), 记 4= 氏 S], 则 i : 4 一 M [定义 为 i(p)= pe M vpe4] 就 是 个 包 
含 映射 ,“ 超 曲面 4c M 上 的 张 量 场 ”一 词 有 两 种 可 能 含义 , 学 习 以 下 各 节 时 尤 应 
明确 区 分 . 

以 下 (本 自然 段 ) 仅 为 陈述 方便 而 设 dimM =4, 和 且 只 讲 (0,7) 型 张 量 场 . 若 
Pe4cM, 则 p 有 切 于 MM 的 4 维 切 空间 V, 和 切 于 4 的 3 维 切 空间 到 ,( 当 4 类 光 
时 又 专 记 作 户 , 见 816.2).“4 上 的 (0.0) 型 张 量 场 ww. ”在 p 的 值 既 可 能 是 上 
的 张 量 又 可 能 是 无 上 的 张 量 (分 别 是 把 帮 或 标的 ! 个 元 素 变 为 一 个 实数 的 映射 )， 
我 们 把 前 、 后 者 分 别称 为 “不 切 于 ”4 和 “ 切 于 ”4 的 张 量 ( 见 85.2 末 ). 对 “不 切 
于 ”4 的 jp,, 总 可 通过 把 它 的 作用 范围 (对 每 点 p 而 言 ) 限 制 在 所, < 及 而 得 到 一 
个 “ 切 于 ”4 的 张 量 场 , $5.2 末 曾 记 作 反 ,并 称 之 为 ,的 限制 . 现在 看 到 它 其 
实 就 是 jy. 在 包含 映射 i : 4 一 M 的 拉 回 映射 站 下 的 像 , 即 =i ,因此 许 
多 文献 称 扣 , 为 y. 的 拉 回 . 例如 , 若 M 上 有 度 规 场 g，, 则 4 上 的 诱导 “ 度 规 ” 
和 就 是 gu 的 拉 回 , 即 刀 =zgw .请 注意 g。, 是 4 维 张 量 而 凡 =i"g,, 是 3 维 张 量 . 

包含 映射 i : 4 一 M 的 原 像 4 同时 又 是 M 的 子 集 (4c MI) 的 这 一 特点 使 某 些 
问题 变 得 微妙 . 例如 , 以 下 两 点 值得 指出 : 

(1) 设 S$S 和 MM 是 两 个 独立 的 流 形 ( 互 不 包含 ), gj : S -> M 定义 了 超 曲 面 , 则 任 一 
Pes 的 像 q=p(p) 是 另 一 流 形 [LS]1c M 的 点 , 因而 p 点 的 任 一 矢量 vw 与 其 像 矢 


量 pv" 是 两 个 不 同 矢量 空间 的 元 素 , 两 者 无 从 (也 不 必 ) 直 接 比 较 . 然而 , 对 包含 映 


外 车 4 是 类 空 或 类 时 超 曲 面 , n* 是 其 单位 法 矢 , 则 又 常 写 h, = g, 干 7n, [ 式 (4-4-2)]. 此 式 是 把 万 ,定义 为 4 


维 张 量 . 为 何 有 有 时 指 3 维 有 时 指 4 维 ?关键 在 于 3 维 与 4 维 及 ,之 间 有 个 自然 的 一 一 对 应 , 详 见 选读 4-4-3 .类似 、 


地 , 选读 12-7-2 在 讨论 3 维 超 曲面 Kk 上 的 张 量 场 了 了. 时 也 指出 有 “ 切 于 ”与 “不 切 于 ”KK 之 分 ,并 说 只 当 二 ”的 
每 一 指标 与 法 矢 (或 法 余 矢 ) 指 标 缩 并 为 零 时 才 “ 切 于 ”KK . 这 也 分 明 是 把 “看 作 4 维 张 量 (否则 与 法 矢 缩 并 无 意 
义 ). 对 此 也 可 参阅 选读 14-4-3 . 


' 140， 微分 儿 何人 门 与 广义 相对 论 


射 i : 4 一 M 有 i[4]=4cM, 故 任 一 pe4 的 像 点 i(p) 就 是 p 自身 ,于 是 任 一 
w’ eW, 的 像 撩 量 iw’ e W, CS VV 是 同一 矢量 空间 W, 的 元 素 , 两 者 不 但 可 以 直接 比 
较 , 而 且 比 较 的 结果 是 i.w” =w (请 自 证 ). 
(2) 设 i: 4 一 M 是 包含 映射 , "是 4cM 上 切 于 4 的 矢量 场 , 则 矢量 场 iX“ 
的 定义 域 只 是 4 而 不 是 M (理由 见 上 册 84.1 注 1), 而 且 不 难 证 明 
iX"=X°, Bi(X"|,)=(,X")|,=X"|,, VpeAd. (16-3-1) 


再 设 了 XY 是 X" 在 M 上 的 任 一 延 拓 , (含义 :XX 是 M 上 的 矢量 场 ; @@XX" | .=XY".) 
则 由 式 (16-3-1) 得 


iX"=X"|,, BG.X)|,=X"|,,vped. (16-3-2) 
命题 16-3-1 设 i: 4 一 M 是 任意 超 曲面 , 4 是 M 上 的 1 形式 场 . 则 
d(i°1/)=i(d1y), BT do 六 = 六 od. (16-3-3) 
证 明 [ 选 读 ] 当 7=0 时 4 是 标量 场 , 改 记 作 瓦 , 则 应 证 明 
d(i°F), =i(dF),, (16-3-4) 


而 这 已 在 $15.7 注 5 后 的 定理 1 中 给 出 (只 须 强 调 该 定理 证 明 中 的 U 现 在 是 点 pe4 
的 、 切 于 4 的 矢量 ). 以 此 为 基础 不 难 证 明 命 题 对 1>1 的 一 般 情况 成 立 : 借助 于 M 上 
的 局 域 坐标 系 {Xx} 把 人 L 表 为 


LH=24wmdx" 入 … 人 和 dx”. [此 即 式 (5-1-8)] (16-3-5) 
C 
则 
dHU=2dU wy 入 dr" A.… 人 dr", (16-3-6) 
C 
于 是 
fdU=DCdUw)AGCde ) A id )= 7d ) A dF) A Ad(ix"), 
C C 

(16-3-7) 


[其 中 第 一 步 用 到 式 (4-1-8), 第 二 步 用 到 式 (16-3-4). ] 从 式 (16-3-5) 又 得 
HA=2 (py id A Aidx” = (7. )d(ix") A Ad(idx"), (16-3-8) 
对 上 式 取 外 微分 得 
dd = dy ) A d(i'x") A Ad(ix"), (16-3-9) 
C 
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与 式 (16-3-7) 比 较 便 得 d(i*j)=i(dp1). 口 
命题 16-3-2 设 i: 4 一 M 是 任意 超 曲 面 , “是 切 于 4 的 矢量 场 , 4 是 M 上 

的 (0,7) 型 张 量 场 , 则 
-故人 AH) = A.), (16-3-10) 


其 中 名 代表 把 4 看 作 独 立 流 形 时 4 上 沿 辣 "的 李 导 数 , "是 X" 在 M 上 的 任意 
延 拓 . 
证 阴 [ 选 读 ] 李 导 数 有 线性 性 且 满 足 菜 布 尼 茨 律 , 故 只 须 对 1=0 和 1=1 的 情 
形 做 证 明 ， 

(A) 设 1=0, 即 4 是 MH 上 的 标量 场 , 则 


HH= FV = "(dn),. (16-3-11) 
类 似 地 有 
HD)= XA), =X" (dp),, (16-3-12) 
[其 中 第 二 步 用 到 doi* =i*od, 即 式 (16-3-3).] 式 (16-3-12) 右 边 又 可 表 为 
rd =X")d), 1s=[X" (dp),), (16-3-13) 


其 中 第 二 步 用 到 式 (16-3-2). 令 已 = 部"(dp)。， 太 = 已 =[ 双 (dp ， 则 已 和 三 分 别 
是 M 和 4 上 的 标量 场 ,而 且 f=iFF, 于 是 式 (16-3-13) 又 可 表 为 
X(Tdn), = f =iF=i[X"(d),]=i(%N). 
上 式 与 式 (16-3-12) 结 合 便 得 .%(i*J) = 六 (如 11) .可 见 命题 对 1=0 成立. 
(B) 设 17=1. 李 导数 的 性 质 (线性 性 且 满 足 菜 布 尼 茨 律 ) 使 我 们 只 须 对 
=(dF), (FF 是 M 上 的 任意 水 数 ) 的 情形 做 证 明 . 此 时 有 
FH)= A (dF))= [dF)= dA (DF))] 
=d[i (4F)]=i[d(GF)]=iT (dF)]= (4 p), 
其 中 第 二 、 五 步 用 到 式 (16-3-3), 第 三 、 六 步 用 到 第 5$ 章 习题 6(b) , 第 四 步 用 到 本 证 
明 (A) 的 结论 . 口 
党 命题 16-3-3 设 i: 4 M 是 (M,g,) 的 任意 超 曲 面 M 上 矢量 场 K* 与 4 正 
Bra 天 。 专 gauK" 则 | 
Ki,V,Ks |s=0， 其 中 V, 是 任 一 无 挠 导数 算 符 . (16-3-14) 
注 1 乍 看 起 来 , 上 述 命题 无 非 是 中 册 定 理 F-4 (Frobenius 定理 的 推论 ) 的 必然 
结论 , 其 实 不 然 . 定理 F-4 的 前 提 条 件 为 必 是 超 曲面 正 交 的 ”这 意味 着 Yps M 存 
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在 过 p 且 处 处 与 v* 正 交 的 超 曲面 (上 册 $8.1 定 义 2), 然而 现在 的 及" 只 同一 张 超 曲 
面 4 正 交 , 不 能 充当 定理 F-4 的 vw. [定理 F-4 的 证 明 用 到 定理 F-3 , 仔细 研究 定理 
F-3 的 证 明 便 可 理解 “ K“ 在 任 一 pe M 都 与 某 张 超 曲 面 正 交 ”这 一 条 件 的 必要 性 . ] 
不 过 , 下 述 证 明 的 确 使 用 了 与 证 明定 理 F-3 类 似 的 某 些 手 法 . 

证 明 只 须 证 明 Yps4 有 天,VK =0. 若 天 "| =0, 此 式 显然 成 立 , 故 以 下 
假定 K"|,#0. 取 4 维基 底 场 {er}, 其 定义 域 含 p, 其 对 偶 基 底 场 {e“ 满足 eo = 天 . 
把 2 形式 (dK),, 按 式 (5-1-6') 展 开 为 


dK =3(dK)er ee (dK)wer Ae' +3(dK),e Ae, i,j=1,2,3, (16-3-15) 


利用 式 (4-1-8) 便 得 


i'dK |,=(dK)(ie’) A (ie')|, 17 (dK),(r'e) 人 (i'e’)|,. (16-3-16) 
因为 v 切 于 4 的 X“ 有 
X(TK), ,=[G.X) K,], = XK,|,=0, (16-3-17) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (16-3-1), 第 三 步 用 到 K“ 正 交 于 4.] 所 以 
iK,=0, (16-3-18) 
即 7e? =0, 故 
i'dK |,= dk se) A e)),. (16-3-19) 


由 do 六 =i?od 又 有 i'dK =d(i*K)=0 ,与 上 式 对 比 得 (dK), |,=0 (因为 不 难 证 明 
他 e } 线性 独立 ) 因而 式 (16-3-15) 给 出 dK |,=(dK)wer'^e'|,=K 和 人 (dK)we'|,, 于 是 
入 dK |,=0, 说 明 式 (16-3-14) 成 立 . 口 


16.3.2 类 光 超 曲面 上 的 类 光 法 矢 场 


设 4 是 4 维 时 空 (M,gw) 中 的 类 光 超 曲面 , 如 是 4 上 的 一 个 指向 未 来 、 处 处 非 
零 的 类 光 法 矢 场 (此 后 不 加 声明 时 类 光 法 矢 场 一 律 处 处 非 零 且 指向 未 来 ), 则 天 乘 
以 4 上 任 一 正定 函数 所 得 k“ 也 是 4 上 的 类 光 法 矢 场 (由 通过 “重新 标 度 化 ”而 
得 ). 设 含 4 的 某 开 集 Uc M 上 有 函数 了 满足 D Fu=0,O@V,jlz0 vpe4, 则 
Vf 是 4 上 的 法 余 矢 场 .注意 到 k = g, | Kr 也 是 法 余 矢 场 ,可知 4 上 有 函数 
使 =aV,fl. 由 处 处 非 零 可 知 w 处 处 非 零 .把 a 延 拓 可 得 Uc M 上 的 处 处 
非 零 函数 &&. 
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令 
EZ bE gh b= (16-3-20) 
则 gp|,=0, 帮 4 上 有 函数 使 
Vp |= rk,. (16-3-21) 
另 一 方面 
Vp=K° Vk, =k V (GV,f) = VV,f +k (V, VE 


=Qk’V, Vf +k’ (Vf)V R= 0K’V, Gk) +EkV, ln|a| 
=(k°Vk kk’ VIn|aD)+k’hv,In|al| 
人 Kk?V,k, 一 kk*V,In|g|,，( 人 代表 “在 4 上 等 于 ”) (16-3-22) 
其 中 第 一 步 用 到 式 (16-3-20c), 第 二 、 五 步 用 到 式 (16-3-20a), 第 四 步 用 到 V, 的 无 挠 
性 .上 式 同 VG 全 Kk, 结合 得 KV,k, = (Ko +kV,In|ank,. 邻 
Ky=KR+kV, nlal=xr +.YIn|e)l, (16-3-23) 


便 有 
KV,k, = Kpk 


上 式 表明 4 上 的 类 光 法 矢 场 刀 的 积分 曲线 是 测 地 线 ( 当 xb 0 时 为 非 仿 射 参数 
化 ). 当 4 为 Killing 视界 时 式 (16-3-24) 就 具体 化 为 式 (16-1-2). 既然 式 (16-1-2) 中 的 
代表 Killing 视界 的 表面 引力 , 不 妨 也 将 现在 的 x 称 为 类 光 超 曲面 (4,k") 的 表面 
引力 . 事实 上 , 后 面 将 看 到 , 当 4 满足 弱 孤 立 视界 的 条 件 时 x 的 确 有 表面 引力 的 
物理 意义 . 

16.3.3 ”类 光 超 曲面 上 的 Raychaudhuri 方程 


学 习 孤 立 视界 时 要 涉及 类 光 超 曲面 4 及 其 类 光 法 矢 场 kr 的 Raychaudhuri 方 
程 组 . 作为 推导 这 一 方程 组 的 第 一 步 , 似乎 可 以 仿照 式 (16-2-20) 在 4 上 定义 张 量 场 
B=Vik,. 然而 , 由 于 只 在 4 (而 不 是 4 维 开 集 U 二 4) 上 定义 , V,k, 并 无 意义 . 
区 服 这 一 困难 的 办 法 之 一 是 改 用 下 式 定义 B，: 

BV (16-3-25) 


其 中 大 =gjk*, 而 KX 是 九 在 U 上 的 一 个 “类 光 测 地 延 拓 ”, 其 准确 定义 如 下 . 
定义 1 到 称 为 在 U 上 的 类 光 测 地 延 拓 , 若 DK 是 k? 的 光滑 延 拓 ; @ 冯 
是 类 光 矢 量 场 ; @U 上 有 函数 元 使 到 Vi = 元. 


(k) 


(16-3-24) 
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设 大 是 如 在 坊 上 的 一 个 类 光 测 地 延 拓 , 则 天 (而 不 是 如 ) 相 当 于 8$16.2 的 


该 季 末 上段 关于 ( 非 仿 射 参数 化 的 )k 的 一 切 操作 和 结论 都 适用 于 现在 的 无, 只 是 有 
关 各 量 上 方 都 要 加 横 杠 . 例如 , 式 (16-2-20)( 即 B。 = Vi ) 现 在 应 写成 


(a) B, =Vsk,， 与 式 (16-3-25) 结 合 得 (b)B,=B,|. (16-3-26) 


又 如 , 由 式 (16-2-29*) 上 一 段 可 知 蕊 , 也 可 以 加 ^, 即 妃 , 有 意义 , 而 且 式 (16-2-21)、 
(16-2-22) 现 在 应 分 别 写成 


人 es 3 入 
(a) 0=8 "B,, (b)o Do Bs,) Bo -70 ga» (©) 0,, = Bay], (16-3-27) 


+O, + WD,, (16-3-28) 


而 式 (16-2-29*)、(16-2-35*) 及 (16-2-38*)( 即 Raychaudhuri 方 程 组 ) 则 应 依次 写成 
E> 


FV = 0 6d" + -Rokk + rst, (16-3-29) 
EV.d, =- OF,+(Couk k’) +kpd,, (16-3-30) 
KV . 遍 = 一 9 高 ,+Kr 应 ，， (16-3-31) 

其 中 
ead =é"8"T, 全 op =6"8"D, (16-3-32) 


注 2 加 ^ ae ee 定义 1 的 
加 人 ^ 是 关于 的 ), 而 本 节 将 与 不 止 一 个 类 光 矢 量 场 打交道 , 因此 谈 及 加 ^ 时 应 该 
明确 是 “关于 哪个 类 光 矢量 场 的 (十 分 明显 的 情况 除外 ). 瓦 ,自然 是 瓦 , 关于 无 的 
加 ^ 产 物 . 对 于 4 上 的 场 ,加 ^ 时 既 可 以 是 关于 恕 的 , 也 可 以 是 关于 任 一 延 拓 到 
的 , 结果 都 一 样 . 

设 庆 是 kr 的 男 一 个 类 光 测 地 延 拓 , 则 轧 ,=V, 雍 关于 扬 的 加 产物 如 ,一 般 
不 等 于 BB, , 即 记 ,与 延 折 有 关 . 好 在 不 难 证 明 育 | 与 延 拓 无 关 , 请 看 如 下 命题 

命题 16-3-4” 育 ,| 与 类 光 测 地 延 拓 的 选择 无 关 . 

证 明 设 k* 和 " 是 ?的 任意 两 个 类 光 测 地 延 拓 , 则 VYpe4, De 广 有 


Di (Bi, — B,)|,=0"(B, — B,,)|,=07°0[V, ks —k)], =0° [WV, (k, 一 天) =0， 


其 中 第 一 步 用 到 式 (16-2-9), [六 六 e 六 要 满足 mn(5*)= 避 ,Ni(iW)= 训 ,而 x 的 合 
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义 见 式 (16-2-7) 下 一 行 .] 第 三 步 是 因为 WV, 代表 沿 4 切 向 求 导 . 于 是 上 式 给 出 
(B, -B,)|,=0, vVpe4， 
即 B, | 与 延 拓 无 关 . 口 
上 述 命题 使 我 们 可 以 在 4 上 定义 张 量 场 互 : 

启 := 育 | =(V 尖 六 | ， 其 中 天 是 忆 的 任 一 类 光 测 地 延 拓 ， (16-3-33) 
注意 到 (V ,大 六 =[CV 无) 下 (因为 每 点 的 加 ^ 操 作 只 涉及 代数 运算 ), 可 知 由 上 式 
定义 的 记 , 其 实 就 是 由 式 (16-3-25) 定 义 的 B, 的 加 人 ^ 产 物 . 

再 以 6, 人 ,入 ,依次 代表 及 ,的 迹 、 对 称 无 迹 部 分 和 反 称 部 分 , 则 


a 


B= 608 | + G+, (163-34) 


式 (16-3-28) 在 4 上 取 值 后 与 上 式 对 比 便 得 
6=0|,, 6,=5,l, Od, =, (16-3-35) 


所 谓 4 上 的 Raychaudhuri 方 程 组 , 就 是 以 上 三 个 量 0, 6, 6, 沿 Kk 的 变化 率 
的 表达 式 . 导出 这 三 个 方程 的 基本 思路 很 简单 :把 $16.2 末 关于 (4 维 ) 类 光 测 地 线 
汇 的 三 个 Raychaudhuri 方程 [ 即 式 (16-2-29)、(16-2-35$) 及 (16-2-38 )] 的 有 关 各 量 加 
上 横 杠 [ 即 写 成 式 (16-3-29)、(16-3-30) 及 (16-3-31)] 后 在 4 上 取 值 便 得 所 要 的 方程 组 
(细节 及 证 明 见 选读 16-3-1), 结果 为 


keV.O=- 5 -O60 -RE TDO， (16-3-36) 
k°V G6,, = 一 00 (Ce + KG, (16-3-37) 
LeV .OO =0, (16-3-38) 


其 中 R, 和 Cj 分 别 是 里 奇 张 量 和 外 尔 张 量 在 4 上 的 值 , 即 R,|, 和 C1 的 简 
写 . 

除 房 , 外 , 本 小 节 还 经 常 涉及 7B,, 其 中 i : 4-> M 是 包含 映射 . z 互 和 启 都 
只 在 4. 上 有 定义 , 但 互 不 相同 : Vp e 4, i*B, |, 是 把 产 的 两 个 元 素 变 为 一 个 实数 的 
映射 (是 六 上 的 张 量 ), 而 部, |, 则 是 把 疡 的 两 个 元 素 变 为 一 个 实数 的 映射 (是 访 上 
的 张 量 ). 然而 下 面 将 证 明 存在 一 个 从 广 上 的 张 量 到 六 上 的 张 量 的 一 一 映射 (但 非 
到 上 ), 它 把 BB |, 映 为 1B |, , 因而 这 两 个 张 量 在 这 个 意义 上 可 被 认同 . 这 一 结论 
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还 可 推广 至 (0,7) 型 张 量 , 请 看 如 下 命题 . 
命题 16-3-$ 设 7 是 4 的 某 邻 域 上 的 (0,7) 型 张 量 场 且 T. | 可 加 ^, 则 
可 做 如 下 认同 : 
不 LiT, 


a a 


(16-3-39) 
特别 地 , 当 7T .是 B, 时 有 
B, iB,. (16-3-40) 
证 明 /=0 时 命题 显然 成 立 . 当 1=1 时 7 简化 为 .请 注意 vpe 4 有 
,ley ， 荆 |e( 访 而 ?Z|,e( 访 .为 证 明 全 | 可 认同 于 77,1, , 先 要 说 明 工 |， 
也 可 看 成 (V,》 的 元 素 , 而 为 此 只 须 用 下 式 定义 人 | 对 任 一 加 e 六 的 作用 : 
TV := TV, 其 中 如 =x(5*). [zt 的 含义 见 式 (16-2-7) 下 一 行 ] (16-3-41) 
为 一 方面 , 由 式 (16-2-9) 又 有 
TD =TD" =T (DY =(77T),D, (16-3-42) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (16-3-1). ] 与 式 (16-3-41) 对 比 得 
Tp =(FT),D, Vi ey, 


故 守 |, 77 |,. 以 此 为 基础 便 可 证 明 ( 访 与 ( 访 ) (3 维 空间 ) 的 一 个 2 维 子 空间 同 


构 . 仿 此 不 难 证 明 命 题 对 1>2 也 成 立 . 口 
命题 16-3-6 D,=0 (16-3-43) 
证 了 明 0 a Bi Pi ‘B= 全 Vk 7 (dk );, 加 70 (ik,) =0, 
其 中 第 一 、 二 步 依 次 用 到 式 (16-3-32c) 和 (16-3-40), 末 步 用 到 i =0[ 式 (16-3-18)]. 
口 
上 述 命 题 表明 B, 只 有 膨胀 和 剪 切 部 分 , 故 式 (16-3-34) 简 化 为 
B= Bn = 08l, +62. (16-3-44) 


[选读 16-3-1] 

本 选读 要 证 明 方 程 (16-3-36) ~ (16-3-38), 首先 要 给 出 kV.B ,等 的 定义 . 这 对 
§16.2 很 简单 ,只 须 将 kV,B,, 定义 为 (kV.B,,) .然而 现在 的 k* 和 户 , 都 只 定义 在 
3 维 子 集 4 上 , 应 该 小 心 行事 . 一 劳 永 净 地 选 定 在 U 二 A 上 的 菜 个 类 光 测 地 延 丘 
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kk". 设 TT 是 U 上 (关于 Kk") 可 加 作 的 张 量 场 , 则 T=T,|, 是 4 上 (关于 kK ) 可 加 入 的 
张 量 场 . 因 K*V,。 代表 沿 4 的 切 向 求 导 , 故 k*V,T,, 有 意义 ,而 且 可 借 下 式 求 得 : 


cab 


kV.T, = (Kk°V.,T,) 》 (16-3-45) 
因为 T 可 加 人 ,由 命题 16-2-2(2) 知 kV,Ts 也 可 加 人 ,因而 可 用 (Kk*VT,)^ 作为 
jeV.75 的 定义 , 即 

kVT, := (KV,T,). (16-3-46) 


利用 式 (16-3-46) 和 (16-3-45) 又 得 


k°vVT, 


=[(k "VT ) = VT,) 1 (16-3-47) 
把 ,=Vk, 看 作 工 ,的 特例 , 则 B, 就 是 祖 , 的 特例 ,所 以 kV.B,( 因 而 kV.6， 
kK"V .OG ,及 kV.@,) 有 明确 意义 .取信 ,= 兮 ,, 则 式 (16-3-46) 给 出 


Cap 


LV. =(EV ov)=0， 因 0 =0 二 w=0) 


cab 
此 即 待 证 的 式 (16-3-38). 把 式 (16-3-29) 在 4 上 取 值 , 注意 到 式 (16-3-35) 及 人心 ,=0， 
便 得 


kev 6-- 5 -664 Re HuE， 
此 即 待 证 的 式 (16-3-36). 最 后 , 把 ,看 作 式 (16-3-47) 的 下 ， 则 该 式 给 出 
KeV.O =(k°V.o,) | = (kV.0,)),, (16-3-48) 


其 中 第 二 步 用 到 “VT 的 定义 ,实质 上 就 是 式 (16-2-23)( 先 注意 该 式 的 大 和 了 
现在 应 分 别 改 为 下 和 万 ,再 把 五 ， 改 为 万 ,). 再 把 式 (16-3-30) 在 4 上 取 值 , 利用 式 
(16-3-48) 便 得 


C A 人 cpa\^ a 
kV. =— 00,, +(Cooak k’) + 大 (Op ， 


此 即 待 证 的 式 (16-3-37). [选读 16-3-1 完 ] 
8$16.4 陷 俘 面 与 表 观 视界 


16.4.1 陷 俘 面 
中 册 附 录 E 的 §E.1 曾 对 陷 俘 面 做 过 较 详细 的 定性 介绍 , 此 处 先 做 简要 回顾 , 然 
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后 给 出 准确 定义 . 
-un jn  ， ， 设 三 是 4 维 闵 氏 时 空中 某 惯性 系 的 同时 面 ， 
A 向 SczZ 是 2 维 球面 光源 (图 16-5 ), 它 发 出 的 内 向 测 地 
线 族 处 处 会 聚 而 外 向 测 地 线 族 处 处 发 散 .一 小 段 时 
5 间 后 , 内 外 向 光子 分 别 到 达 球 面 ( 波 前 )S 和 5, ,其 
lo se 维 球面 ”面积 分 别 小 于 和 大 于 8 的 面积 . 这 样 的 8 当然 再 正 
常 不 过 . 然而 , 由 球 对 称 星体 南 缩 形成 的 黑洞 内 部 的 
2 维 类 空间 合 面 7 (图 16-6 ) 的 表现 却 非常 不 同 . 由 于 黑洞 内 引力 异常 强大 , 从 了 发 
出 的 两 族 类 光 测 地 线 中 不 但 内 向 测 地 线 会 聚 , 就 连 “ 外 向 ” 测 地 线 也 会 聚 [ 它 虽 企 
图 向 外 (逃离 黑洞 ), 但 强大 的 引力 迫使 它 不 得 不 向 内 (指向 奇 点 )]. 于 是 两 族 测 地 线 
在 下 一 时 刻 到 达 的 球面 5 和 3. 的 面积 都 比 7 的 面积 小 [图 16-6(b)]. 要 找到 陷 俘 面 
的 准确 定义 就 要 找 出 代表 “内 (外 ) 向 测 地 线 都 会 聚 ” 的 量 . 设 8 是 4 维 时 空 (M,g ，) 
中 的 任 一 2 维 类 空 闭 合 面 , 4 是 由 5 发 出 且 正 交 于 5 的 、 指 向 未 来 的 内 (或 外 ) 向 类 
光 测 地 线 所 铺 成 的 子 集 [例如 图 16-5 的 “火锅 ”的 内 (或 外 ) 壁 ], 则 可 以 证 明 4 是 类 
光 超 曲面 . 所 谓 两 族 测 地 线 都 会 聚 , 是 指 两 者 的 膨胀 6 都 为 负 ( 这 里 的 6 是 指 小 节 
16. 3. 3 中 类 光 超 曲面 4 上 的 膨胀 ). 下 面 给 出 陷 俘 面 的 准确 定义 . 


陷 俘 面 了 


(b) 陷 俘 面 7 及 其 类 光 测 地 线 汇 的 放大 ，S 和 S, 的 面积 
都 小 于 了 的 面积 


图 16-6 ” Oppenheimer-Snyder 韦 缩 均匀 密度 尘埃 球 的 陷 俘 面 
-定义 1 设 5 是 时 空 (M,8g,) 中 的 光滑 、 闭 合 ?、 连 通 、2 维 、 定 向 的 类 空子 
流 形 , k* 和 分 别 是 从 5 发 出 的 两 族 与 $ 正 交 的 指向 未 来 类 光 测 地 线 的 切 拓 , 6,。 


@ 闭合 是 指 紧 致 而 且 无 边界 . 
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和 6, 分 别 是 它们 的 膨胀 , 则 

(a) $ 称 为 陷 俘 面 (trapped surface), 若 0. »<0, ON <0; 

(b) S 称 为 临界 (marginally) 陷 俘 面 , 若 0 = = 0， ON <0 或 0 <0， 0 =0. 

由 陷 俘 面 的 上 述 定 义 出 发 可 以 准确 地 陈述 并 证 明 在 定义 1 之 前 的 直观 描述 中 
涉及 的 “面积 变 小 ”结论 , 见 如 下 命题 . 

命题 16-4-1 设 5 是 时 空 (M,g,) 中 的 任 一 2 维 闭 合 类 空 面 , 4 是 由 5 发 出 
的 、 指 向 未 来 的 正 交 类 光 测 地 线 族 (两 族 中 之 任 一 ) 铺 成 的 类 光 超 曲面 , $,: 4 一 4 
是 由 4 的 法 矢 场 刀 =(3/847 产生 的 单 参 微分 同 胚 族 的 一 元 ，S(4) = 办 [S] , 则 
5S(4) 的 面积 4(4) 的 变化 率 


dd 1 5 十 
= [ba0), (16-4-1) 


其 中 6 是 的 膨胀 ( 见 小 节 16.3.3), s,, (4) 是 S(4) 上 的 适 配 面 元 . 

注 1 式 (16-4-1) 表 明 |6| 代 表 d4(4)/d4 的 “大 小 ”, 而 6 的 正 或 负 则 反映 面积 
的 增 或 减 . 若 5, 为 陷 俘 面 , 由 6 <0 便 知 “ 面 积 变 小 ”. 

证 明 以 i : 4 一 M 代表 包含 映射 , 则 用, =ig,, 作为 4 上 的 张 量 场 是 退化 的 ， 
但 ,在 S(4)c4 上 的 限制 却 非 退化 . 也 可 这 样 理解 :把 SC4) 看 作 包 含 映 射 
is) ; SC) 一 4 的 像 , 则 gw(2) = 5oj ( 即 的 限制 ) 可 充当 g, 在 S(4) 上 的 2 维 
诱导 度 规 , 而 式 (16-4-1) 中 的 sw(4) 则 代表 与 (42) 适 配 的 面 元 . 在 S, 上 选 局 部 坐 
标 9,g 并 用 携带 出 去 可 得 4 上 的 局 部 坐标 系 {x"=4,x =0,x’=9} ,而 且 是 kk 
的 适 配 系 . 以 q(4,6,9) 代 表 q,(4) 在 {60,9} 系 的 行列 式 , 则 适 配 面 元 


Ea (A)= Yq(4,0,9) (d0), 和 (dp),, 


故 面积 
pr 人 aa) | | VCE20]) dbdp， (16-4-2) 
因而 
人 二 30dbgdg = 0 Ee (16-4-3) 


可 见 , 欲 证 式 (16-4-1) 只 须 证 明 
pO 9 
gq 04 


设 4 是 4 的 某 个 开 覆 盖 的 元 素 (4 的 开 子 集 ), 5,(4) 是 过 任 一 点 pe 4 的 分 


(16-4-4) 
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层面 , x*, 六 是 4 上 切 于 每 张 分 层面 并 满足 下 式 的 矢量 场 : 
GasX =g6 JJ =1, qx =0， 
即 fx",y*} 是 gq 的 正 交 归 一 基 . 再 令 x=gyxs, =g 玫 , 则 fx 是 fx 的 
对 偶 基 , 因而 q,, (4)=xxs+yy. 在 4 上 定义 张 量 场 
jp =x x + yy’. (16-4-5) 
请 注意 h” 不 是 及 的 道 , 因为 ,无 逆 . 然而 , Vg e S,() 门 4 有 
(h™ gy) l= [Gx + yy Rx + Hp) = XX, + yy,) 
而 上 式 右边 是 g 的 2 维 切 空间 上 的 恒 等 映射 , 可见 h*| (看 作 2 维 张 量 ) 是 g,, | 的 
逆 , 故 可 写 hr*|=g”| .此 式 及 gs,()=iso) hs 导致 g* 及 gq 在 2 维 坐 标 系 
{x }={x? =0,x =9} 的 分 量 为 g? = 太 及 gq, = 加 (i,j 可 取 2,3), 于 是 
0 -2 hss 2h Ed = > = >， (16-4-6) 
其 中 第 一 步 用 到 9 = 加 ,及 -加 ,第 二 步 用 到 和 矩阵 (g’) 与 (h)=(q;) 互 逆 . 另 一 方面， 
仿照 小 节 16.3.3, 以 &* 和 成 ,分别 代表 g“ 和 成, = Vi 的 加 ^ 产 物 , 则 在 4 上 有 


0=8"°B, l= (KH + )B, =x +yy)B, l= Vb l= (VE,), (16-4-7) 


其 中 前 三 步 依次 用 到 式 (16-2-21a)、(16-2-18b) 和 (16-2-9"), 第 五 步 用 到 限制 的 定义 
(上 册 §5.2 定义 5). 另 一 方面 ， 
Hh = H(i gs)=i (Kg)=27 (V6h,), (16-4-8) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (16-3-10), 第 三 步 与 Killing 方程 (4-3-1) 的 证 法 类 似 .] 与 式 
(16-4-7) 结 合 便 给 出 
Oh 


20= 1 hs = Th! (Hg = Th 到 ， 
a,p a,p 64 


其 中 及 和 h” 分 别 是 加, 和 hh 在 坐标 系 {x*}= {x =4,x?=0,x?=9} 的 分 量 , 取 和 
时 &,B 跑 遍 0,2,3. 再 由 hy = 及,(0/6x*)(0/60x?》》 及 hk”=0 又 得 加 ;=0, 所 以 
2 Oh 
20= 2 3 
与 式 (16-4-6) 对 比 便 得 待 证 等 式 (16-4-4). 口 
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16.4.2” 表 观 视界 


与 事件 视界 和 Killing 视界 不 同 , 表 观 视界 从 一 开始 就 定义 为 一 张 柯 西 面 2(3 
维 面 ) 过 的 2 维 子 集 . 在 数值 相对 论 中 , 表 观 视界 是 指 卫 上 最 外 围 的 临界 陷 俘 面 . 这 
虽然 与 Hawking and Ellis(1973) 的 原始 定义 ( 见 选 读 16-4-1) 略 有 区 别 , 但 Hawking 
and Ellis(1973) 所 证 明 的 下 述 结论 仍 成 立 : 只 要 在 某 时 刻 卫 存在 表 观 视界 , 它 就 位 
于 该 时 刻 的 某 个 黑洞 以 内 . 因此 , 当 事 件 视界 无 法 把 握 时 不 妨 认 为 表 观 视界 在 某 种 
意义 上 代表 该 时 刻 的 黑洞 边界 . 在 用 数值 相对 论 计算 黑洞 的 形成 和 融合 时 就 是 这 
样 做 的 . 对 某 一 忆 , 为 判断 表 观 视界 存在 与 否 (以 及 在 何 处 ) 只 须 计算 民 内 2 维 闭 面 
的 膨胀 , 这 一 计算 只 取决 于 局 域 几何 , 不 会 像 涉 及 事件 视界 的 计算 那样 遇 到 全 局 
(整体 ) 性 问题 . 具体 说 , 在 数值 相对 论 中 , 只 要 知道 演化 至 某 一 时 刻 ! 时 相应 的 忆 
的 内 襄 度 规 及 ,和 外 曲率 K, , 便 可 对 碟 中 任 一 2 维 闭 面 求 得 其 膨胀 并 判断 它 是 否 
临界 陷 俘 面 , 从 而 就 可 求 得 过 的 表 观 视界 . 应 该 再 次 强调 : 表 观 视界 从 定义 起 就 是 
类 空 3 维 面 的 2 维 子 集 . (是 “天 生 2 维 ”的 , 而 事件 视界 多 则 是 “天 生 3 维 ”的 , 只 
当 用 某 3 维 面 区 与 之 相 截 才 得 到 2 维 事件 视界 E.) 在 数值 相对 论 中 , 时 空 被 一 族 
3 维 类 空 面 {有 } 分 层 , 人 们 关心 表 观 视界 如 何 随时 间 演 化 , 亦 即 想 知道 在 初 值 面 
马 的 表 观 视界 4 < 马 给 定 后 各 层 忆 的 表 观 视界 4 c 世 的 位 置 ,也 就 是 想 知 道 作 
为 所 有 这 些 4 的 并 集 的 那个 3 维 超 曲 面 .x . 有 些 文献 称 此 .w 为 time-evolved 
apparent horizon, 不 妨 简 译作 演化 表 观 视界 . 不 难 相 信 , 如 果 对 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 
空 (图 9-13 ) 用 无 数 水 平面 分 层 , 则 所 得 的 演化 表 观 视界 x 与 事件 视界 多 重合 , 因 
而 .x 是 类 光 超 曲面 . 然而 , 对 于 一 般 黑洞 , 尤其 是 动态 黑洞 , 演化 表 观 视界 既 可 能 
类 光 , 也 很 可 能 类 空 , 还 可 能 在 某 些 阶段 类 光 而 其 他 阶段 类 空 . 而 且 , 粗略 地 说 , 其 
类 空 部 分 对 应 于 远离 “平衡 态 ”( 准 确 提 法 见 §16.7 的 动力 学 视界 ).2 所 以 应 该 特 
别提 醒 : (演化) 表 观 视界 很 可 以 不 是 类 光 的 . 现在 出 现 一 个 问题 :虽然 时 空中 任 一 
2 维 闭 面 是 否 为 陷 爷 面 与 它 位 于 什么 3 维 面 无 关 ( 可 以 根本 没有 3 维 面 ), 但 “最 
外 围 的 临界 陷 爷 面 ” 却 依赖 于 左 的 选取 , 因而 表 观 视界 4 天 生 就 是 依赖 于 3 维 面 
艺 的 . 如 果 对 时 空 做 不 同 于 分 层 蔬 } 的 另 一 分 层 {2 , 则 演化 表 观 视界 .x' 很 可 能 
不 同 于 .x . 一 个 有 趣 的 例子 是 : Wald 等 竟然 能 在 引力 南 缩 形成 施 瓦 西 黑洞 的 时 空 


也 可 放宽 为 部 分 柯 西 面 (partial Cauchy surface), 这 是 指 任 一 无 边缘 的 3 维 非 编 时 子 集 . 与 柯 西 面 不 同 , 任 
一 时 空 (M ,gs) 都 有 无 数 部 分 柯 西 面 , 设 荆 是 其 一 , 则 (D(5), g,) 构成 (M,g) 的 一 个 整体 双 曲 子 时 空 , 区 就 成 
为 该 子 时 空 的 柯 西 面 . 

@ 在 2 维 时 空 图 中 用 无 数 类 空 曲 线 (代表 4 维 时 空中 的 3 维 类 空 面 ) 把 时 空 分 层 , 在 每 层 上 以 某 个 特殊 的 
点 代表 该 层 的 表 观 视界 4 , 则 各 层 的 4 点 所 组 成 的 曲线 .w 就 代表 演化 表 观 视界 , 其 中 的 类 空 段 的 “演化 3 速 ”会 
超 光速 . 这 当然 允许 , 因为 每 个 点 4 代表 的 是 2 维 表 观 视界 而 不 是 粒子 , “演化 3 速 ” 不 过 是 从 粒子 世界 线 借用 的 
术语 而 已 . 
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中 (图 9-17 ) 找 到 一 族 由 类 空 柯 西 面 组 成 的 分 层 , 其 中 每 层 都 不 含 陷 俘 面 (因而 没有 
表 观 视界 )[ 准 确 提 法 及 证 明 见 Wald and Iyer(1991)]. 这 个 例子 从 颇 为 极端 的 角度 揭 
示 了 由 表 观 视界 对 3 维 面 马 的 高 度 敏感 性 所 导致 的 演化 表 观 视界 .w 对 分 层 蔬 } 
的 密切 依赖 性 . 这 就 引出 另 一 问题 :既然 .w 如 此 依赖 于 分 层 , 把 它 作 为 边界 所 得 到 
的 黑洞 岂非 也 分 层 依赖 ?对 某 些 极端 的 分 层 岂 非 就 没有 黑洞 ?如 此 一 来 , 用 表 观 视 
界 充当 黑洞 边界 的 可 信和 性 岂非 大 打折 扣 ? 对 此 问题 的 粗略 回答 是 :在 数值 相对 论 中 
用 表 观 视界 作为 黑洞 边界 只 是 一 种 暂时 措施 , 这 对 于 指定 初 值 尤其 非常 必要 . 有 了 
初 值 就 可 由 计算 机 求 得 它 演化 而 成 的 整个 时 空 , 然后 就 可 用 所 有 这 些 全 局 性 数据 
反 过 来 求 得 事件 视界 , 从 而 最 终 确定 黑洞 . 

表 观 视界 虽然 比 事件 视界 要 局 域 得 多 , 但 也 只 是 “在 时 间 上 局 域 ”, 或 说 “只 
局 域 到 马 ”, 而 为 取得 这 种 局 域 性 所 付出 的 代价 则 是 把 所 关心 的 临界 陷 爷 面 限制 
在 三 以内, 从 而 造成 表 观 视界 对 蕊 的 天 生 敏 感性 . 正 是 这 种 敏感 性 使 得 人 们 原先 
有 过 的 、 用 表 观 视界 代替 事件 视界 以 推广 黑洞 热力 学 的 希望 遭遇 障碍 . 为 了 摆脱 这 
种 对 分 层 的 依赖 性 以 便 推 广 黑 洞 热力 学 定律 Hayward 在 20 世纪 90 年 代 初 期 就 
率先 提出 了 未 来 外 陷 俘 视界 (future, outer, trapping horizon, 简 记 作 FOTH ) 的 概念 ， 
主旨 是 用 4 维 陷 俘 区 代替 Hawking 的 3 维 陷 俘 区 , 其 边界 自然 是 3 维 面 , 这 就 是 
trapping horizon( 陷 俘 边 界 ), 而 且 ( 粗 略 地 说 ) 可 被 临界 陷 俘 面 分 层 . 这 一 定义 的 最 大 
特点 是 无 须 引 入 3 维 类 空 面 , 由 此 带 来 不 少 新 的 研究 成 果 . 这 一 新 视界 虽然 与 演化 
表 观 视界 有 不 少 相 似 之 处 , 但 最 重要 区 别 是 FOTH 天 生 就 不 是 分 层 依 赖 的 . 可 以 
证 明 , FOTH 不 是 类 光 就 是 类 空 , 当 它 为 类 光 时 也 就 是 下 节 将 要 详 述 的 非 涨 视界 . 
直观 地 可 以 说 , FOTH 在 时 空 的 动态 区 域 是 类 空 的 ( 那 时 有 引力 辐射 和 物质 场 的 能 
动量 流 穿 越 这 一 视界 ); 在 时 空 逐 渐 接 近乎 衡 态 时 渐 趋 类 光 . FOTH 与 事件 视界 和 
表 观 视界 相 较 具 有 明显 优势 : 它 既 不 像 事件 视界 那样 依赖 于 .一 (是 准 局 域 的 ), 又 
不 像 表 观 视界 那样 依赖 于 一 张 类 空 面 马 . 出 于 某 些 考虑 ，Ashtekar 等 对 FOTH 的 
定义 又 提出 了 某 些 改进 (主要 是 去 掉 一 个 条 件 ), 从 而 成 为 Ashtekar 等 的 动力 学 视 
界 . 虽然 FOTH 与 动力 学 视界 两 个 定义 互 不 蕴涵 , 但 两 者 密切 相关 . 后 来 发 现 两 者 
各 有 优点 , 例如 , 后 者 更 有 利于 研究 黑洞 动力 学 . 
[选读 16-4-1] 

本 选读 介绍 Hawking and Ellis(1973) 对 表 观 视界 的 定义 . 

定义 2 时 空中 的 光滑 、 闭 合 、 连 通 、2 维 类 空子 流 形 $ 称 为 外 (outer) 陷 俘 面 ， 
若 其 外 向 类 光 法 矢 场 ( 记 作 Kk") 有 ,<0. 

定义 3 部 分 柯 西 面 马 的 3 维 子 集 筷 称 为 陷 俘 区 (trapped region), 若 Vp < 总 
有 外 陷 俘 面 8 使 peScz. 陷 俘 区 可 以 是 个 非 连通 子 集 , 其 每 一 连通 分 支 的 外 边 
界 称 为 一 个 表 观 视界 (apparent horizon). 
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为 了 给 出 表 观 视界 的 一 个 直观 例子 , 我们 把 图 16-4 的 细节 秀成 图 16-7. 这 是 
质量 为 M 的 星球 及 质量 为 8M 的 同心 球 壳 先后 韧 缩 且 最 后 形成 黑洞 的 时 空 图 , 其 
中 虚线 代表 事件 视界 于 ,是 4 维 黑洞 区 加 的 边界 . 马刀 代表 先后 两 个 时 刻 , 它 
们 分 别 与 史 及 多 的 4 个 交集 


; i、 表 观 视界 2= 国 
7 表 观 视界 1 


图 16-7 质量 为 M 的 星球 及 质量 为 8M 的 球 壳 先 后 缩 . 时 刻 上 有 黑洞 BB 而 无 表 观 视界 , 时 刻 
户 既 有 黑洞 已 又 有 表 观 视界 ( 因 有 两 个 陷 俘 区 :也 , U ?X, ), 都 含 于 黑洞 区 内 . 壳 与 星之 间 是 质量 
为 M 的 施 瓦 西 度 规 , 党 外 是 质量 为 8M 的 施 瓦 西 度 规 


B=gND, B=ZND, BE=gND, B= D 
就 是 这 两 个 时 刻 的 视界 和 黑洞 区 . 与 艺 不 同 , 马 还 有 陷 信 区 XX, = 'X, UU?X,, 它 
由 两 个 连通 分 支 加 和 "组 成 ,每 个 的 外 边界 就 是 一 个 表 观 视界 , 所 以 时 刻 ft, 有 
两 个 表 观 视界 . (一 个 位 于 事件 视界 已 之 内 , 另 一 个 与 已 重合 .) 图 16-7 只 是 一 个 
简单 特例 .一般 地 可 以 证 明 [ 见 Hawking and Ellis(1973) 命题 9.2.1], 从 .+ 不 能 
见 任 何 陷 停 面 ( 陷 售 面 所 发 的 光 不 能 到 达 .71 ). 于 是 , 只 要 在 菜 时 刻 驴 存在 表 观 视 
界 , 它 就 一 定位 于 该 时 刻 的 某 个 黑洞 内 , 该 黑洞 的 事件 视界 (可 能 只 是 该 时 刻 的 事 
件 视界 的 一 个 连通 分 支 ) 既 可 能 位 于 表 观 视界 以 外 (如 图 16-7 的 表 观 视界 1), 也 可 
能 与 之 重合 (如 图 16-7 的 表 观 视界 2 ). 因此 , 表 观 视界 至 少 在 某 种 意义 上 代表 黑洞 
的 边界 . [选读 16-4-1 完 ] 
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8$16.5 ” 弱 抓 立 视界 及 其 第 零 、 第 一 定律 


事件 视界 和 Killing 视界 虽然 在 传统 黑洞 热力 学 中 立 过 许多 功劳 , 然而 事件 视 
界 的 “过 分 ”全 局 性 给 非 稳 态 黑洞 研究 带 来 诸多 不 便 和 制约 , Killing 视界 则 由 于 
必须 存在 满足 条 件 的 Killing 场 而 不 适用 于 非 稳 态 黑洞 , 因此 有 必要 寻找 新 的 视界 
概念 . 从 本 节 起 将 陆续 介绍 在 非 稳 态 黑洞 力学 中 起 关键 性 作用 的 弱 孤 立 视界 和 动 
力学 视界 , 它们 的 存在 不 以 时 空 有 Killing 矢量 场 为 前 提 , 而 且 其 ( 准 ) 局 域 定 义 性 又 
使 它们 得 以 避免 由 事件 视界 的 “过 分 ”全 局 性 所 带 来 的 问题 . 本 节 首 先 讨 论 弱 孤 立 
视界 的 定义 及 其 一 系列 几何 性 质 , 然后 介绍 第 零 和 第 一 定律 . 弱 孤 立 视 界 (及 孤立 
视界 ) 是 满足 某 些 条 件 的 类 光 超 曲面 , 我 们 将 首先 介绍 一 般 类 光 超 曲面 的 某 些 性 质 ， 
然后 循序 渐进 地 增加 条 件 使 之 成 为 弱 孤 立 视 界 , 具体 说 就 是 先 讨论 条 件 较 低 的 非 
涨 视 界 , 再 介绍 弱 孤 立 视 界 和 孤立 视界 . 


16.5.1 非 涨 视界 


定义 1 时 空 (M,g,,) 的 类 光 超 曲面 4 称 为 非 涨 视界 (non-expanding horizon)， 
若 

(a) 4 的 拓扑 为 Sx 展 ( 即 4 在 拓扑 上 同 胚 于 S?xR); 

(b) 4 的 每 一 类 光 法 矢 场 妃 的 膨胀 4 = 0 [此 处 的 6 就 是 式 (16-3-35) 的 6]; 

(c) 所 有 运动 方程 ( 即 爱 因 斯 坦 方 程 及 有 关 物 质 场 的 运动 方程 ) 都 在 4 上 成 立 ， 
而 且 , 设 妇 是 4 上 的 任 一 指向 未 来 类 光 法 矢 场 , 7, 是 物质 场 的 能 动 张 量 , 则 
-7“%F 是 指向 未 来 的 因果 矢量 ( 试 与 中 册 附 录 D 的 主 能 量 条 件 对 比 ). 

与 每 一 不 可 延 类 光 测 地 线 相交 有 只 交 一 次 的 2 维 类 空 面 8Sc 4 称 为 非 涨 视界 
4 的 截面 . 

注 1 ” 先 说 明定 义 1 的 三 个 条 件 的 引入 动机 . 条 件 (a) 只 为 讨论 的 方便 和 明确 
而 引入 , 其 实 多 数 几 何 结论 都 与 4 的 拓扑 无 关 , 而 在 多 数 物 理 情况 下 4 的 拓扑 都 
是 S* xR. 其 次 , 物理 上 感 兴趣 的 所 有 经 典 物质 场 都 满足 条 件 (c), 而 且 , 只 要 有 一 个 
k” 满足 条 件 (c) 中 的 因果 性 要 求 , 则 重 标 度 后 的 "也 满足 . 所 以 定义 1 的 关键 性 条 
件 是 (b), 它 与 条 件 (a) 相 结合 保证 4 的 每 一 截面 都 是 临界 陷 俘 面 , 而 这 又 导致 许多 
重要 结果 , 下 面 将 展开 讨论 . 

设 忆 =(3/84)7 是 4 的 任 一 指向 未 来 的 类 光 法 矢 场 , 只 要 约定 在 某 一 截面 上 4 
取 零 值 , 则 每 个 等 4 面 都 是 截面 , 上 且 截面 族 {5,} 构成 4 的 一 个 分 层 . 注意 到 
6 = 0[ 条 件 (bj], 借助 于 命题 16-4-1 便 知 该 族 的 每 一 截面 有 相同 面积 ( 暂 记 作 4 ). 
把 4 看 作 某 种 推迟 “时 间 ”( 因 而 成 代表 “时 间 ” 的 流逝 方向 ), 便 可 说 截面 积 不 随 
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时 间 而 变 , 可 见 非 涨 视界 至 少 具备 稳 态 时 空 的 事件 (Killing) 视 界 “ 面 积 不 变 ” 的 重 
要 特 征 . (Hawking 的 面积 定理 断言 事件 视界 面积 不 减 , 即 不 变 或 增 大 , 而 后 者 只 对 
非 稳 态 才 可 能 . ) 设 k” =(9/34 是 4 的 另 一 类 光 法 矢 场 , 截面 族 {Sx} 中 的 每 一 截 
面 当然 也 有 相同 面积 ( 暂 记 作 4'), 而 且 不 难 证 明 ( 见 $16.6 注 6)4 = 4, 因而 非 涨 视 
界 4 的 任 一 截面 都 有 相同 面积 , 不 妨 就 称 之 为 非 涨 视界 4 的 面积 , 记 作 4,, 并 把 


_ /4 Et 
R,= 下 (16-5-1) 
称 为 非 涨 视界 4 的 面积 半径 (areal radius). 

把 类 光 面 上 的 Raychaudhuri 方 程 (16-3-36) 用 于 非 涨 视界 4 的 任 一 类 光 法 矢 场 


k", 注意 到 4， = 0 , 便 得 

OO" +R,k’k? =0. | (16-5-2) 
非 涨 视界 条 件 (c) 要 求 -7“k* 是 指向 未 来 的 因果 矢量 , 与 中 册 的 命题 11-1-1 结合 人 
Tok k” >0, 再 由 爱 因 斯 坦 方程 便 有 Rk*k* =8nT,k*ks > 0 . 另 一 方面 , vpe 4, 借 
访 的 正 交 归 一 标 架 { 启 ", 记 } 易 见 


入 Aab 


66" SG +20, +0, >0, 
改 式 (16-5-2) 导 致 Rk*k” =0( 因 而 TKKk? =0 ) 及 6,,6% =0. 注意 到 -7”,k? 的 物理 
意义 (参见 上 册 $6.4 并 把 k* 看 作 W*=-7,Z* 从 类 时 逼近 类 光 的 极限 ) 就 可 把 
Tsk“k" =0 解释 为 没有 能 量 和 动量 流 过 非 涨 视界 ; 而 人 ,62 =0 则 给 出 和 =0, 与 
及 ,=0 612+ 和 ，[ 式 (16-3-44)] 及 6 =0 结合 又 表明 非 涨 视界 的 每 一 类 光 法 撩 
场 k* 的 访 , =0. 另 一 方面 ， 


Bb, = Bs PD a EE i (Vuk,)) > 了 (#86) = EA = 7h ， (16-5-3) 
[其 中 第 一 步 是 因为 Bj,= 人 6 =0 ,第 二 步 用 到 式 (16-3-40), 第 三 步 用 到 式 
(16-3-26a), 第 四 步 的 证 明 与 定理 4-3-1(Killing 方程 ) 的 证 明 一 样 , 第 五 步 用 到 式 
(16-3-10). ] 式 (16-5-3) 与 BB, = 0 结合 给 出 

Zh 0: (16-5-4) 
可 见 非 涨 视界 4 上 的 内 豪 “ 度 规 ” 及 不随“ 时间” 而 变 ( 有, 不 依赖 于 时 间 ). 刚才 
己 讲 过 非 涨 视界 的 面积 不 随时 间 而 变 , 现在 又 有 .Zh, =0, 这 从 两 个 侧面 表明 非 涨 
视界 具有 稳 态 时 空 的 Killing 视界 的 一 些 重要 性 质 , 在 这 个 意义 上 可 以 物理 地 认为 
非 涨 视界 处 于 某 种 平衡 态 中 . 总 之 , 定义 1 的 条 件 虽 然 比 Killing 视界 宽松 得 多 
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[Lewandowski(2000) 给 出 了 存在 非 涨 视界 的 非 稳 态 时 空 (无 Killing 视界 ) 的 例子 ]， 
但 仍然 足以 保证 非 涨 视界 具有 不 少 与 Killing 视界 类 似 的 简单 性 质 . 
为 简化 表达 式 ，Ashtekar, Fairhurst, and Krishnan(2000) 用 下 标 a 代 表 对 下 标 a 
的 拉 回 , 例如 用 g， 简 记 拉 回 六 gw . 本 章 以 下 也 用 这 一 记号 , 只 因 下 标 ab 的 下 箭头 
在 本 书 的 排版 中 不 够 清晰 , 我 们 把 gw 改 记 作 g;; . 于 是 多 hs = 0 可 表 为 gss =0， 
而 房 ，P 7 =i(V 厂 ) 则 可 记 作 访 忆 V 庆 ,所 以 非 涨 视界 的 性 质 访 ;, = 0 可 以 
表 为 Vi 无 = 0( 请 记 住 拉 回 就 是 限制 ) 
小 结 ”除了 面积 不 变 和 .Zh, =0 外 , 非 涨 视界 的 定义 还 保证 它 有 两 个 好 性 质 : 
(DRkk’=0; (2) Vak;=0. (16-5-5) 


性 质 (1) 表 明 R",K 切 于 4. 从 定义 1 条 件 (c) 又 已 证 明 RK 是 因果 矢量 (若非 
类 时 就 是 类 光 ), 而 由 中 册 的 推论 11-1-2(1) 知道 切 于 类 光 超 曲面 的 矢量 不 能 类 时 ， 
故 R',k? 只 能 类 光 , 再 由 推论 11-1-2(2) 又 知 类 光 超 曲 面 上 任 一 点 的 、 切 于 该 面 的 类 
光 矢 量 只 能 是 类 光 法 矢 , 所 以 RK = Bk (其 中 8 是 4 上 的 实 值 函 数 ), 以 8g 缩 并 
便 得 

RE = Bk. (16-5-6) 
上 式 用 于 任 一 pe 4 是 V 上 的 余 矢 等 式 , 取 下 标 a 的 限制 ( 拉 回 ) 可 得 访 上 的 余 矢 等 
式 Rj,k* = Pk, 再 用 上 k=0[ 即 式 (16-3-18)] 又 得 
Rk <0 (16-5-7) 
上 式 中 带 着 不 伦 不 类 下 标的 R; 是 一 种 特别 的 张 量 , 它 是 双 线 性 映射 Re。 : 
广 xV, 玉民 ,不 同 于 拉 回 六 R, : 访 x 六 ,书展 ,但 可 用 “限制 ”一 词 描述 : Ra 是 把 ( 且 
仅 把 ) R。 的 第 一 个 下 标的 作用 范围 限制 在 六 c WV, 的 产物 . 在 Ashtekar 等 的 文献 
(及 本 章 ) 中 经 常用 到 这 种 “不 伦 不 类 ”的 张 量 , 例如 R，“. 

在 含 4 的 4 维 开 集 U 上 建立 局 域 NP 标 架 场 {m", 克 ,1",k"}, 其 中 m, mm 切 于 
4,k 是 ?的 任 一 类 光 测 地 延 拓 (请 注意 k" 与 的 上 横 杠 含义 完全 不 同 ), 则 利 
用 上 册 式 (8-7-11) 可 把 式 (16-5-6) 同 (16-5-7) 的 结合 用 NP 形式 等 价 地 表 为 (符号 
代表 “在 4 上 等 于 ”) 


I lp re kl ps _S- 
Co = 了 Ru k* A0, Do B= Rok 万 7 Phim 0. (16-5-8) 

再 看 非 涨 视界 性 质 (2)( 即 Vik; =0) 的 结果 . 第 一 个 重要 结果 是 它 保证 g， 的 适 
配 导 数 算 符 Vv, 可 在 4 上 诱导 出 唯一 的 、 与 h, 适 配 ( 指 儿 h =0) 的 无 挠 导数 算 符 
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FH :FED FI+1), 
其 中 多 (k,7) 代表 4 上 “ 切 于 ”4 的 (k,?) 型 光滑 张 量 场 的 集合 . 定义 急 的 基本 思路 
是 : 先 用 4 上 的 外 微分 算 符 d 定 义 4 上 标量 场 了 的 导数 , 即 钨 f := (df),, 再 设法 
定义 4 上 “ 切 于 ”4 的 矢量 场 w 和 余 矢 场 j 的 导数 , 最 后 用 莱 布 尼 获 律 把 儿 的 作 
用 对 象 拓展 到 4 上 “ 切 于 ”4 的 任意 型 张 量 场 . 下 面 依 次 介绍 Bw 和 多 ji 的 定义 . 
设 v,w 是 4 上 的 、 切 于 4 的 矢量 场 , 则 虽然 Vw 无 定义 ,但 因 v*V, 代 表 沿 4 
切 向 求 导 , v*V,u ”有 意义 . [具体 计算 时 也 可 以 先 取 w 和 vw 的 任意 延 拓 加 和， 
求 出 (2"V ,无 ) 后 也 就 是 w"V, 妈 .] 假若 4 只 是 类 光 超 曲面 而 不 是 非 涨 视界 , 则 
v"Vu 哩 是 4 上 的 矢量 场 , 却 未 必 切 于 4, 这 是 因为 
KV Vu) = V, (Gu) VW V, hk, = -VW Vk 
未 必 为 零 . 然而 非 涨 视界 4 的 好 性 质 V;k =0 恰 恰 保 证 上 式 右边 为 零 , 故 wV , 妈 切 
于 4, 于 是 就 可 用 下 式 定义 vw" : 
Vv DU := VV = (DV )). (16-5-9) 

虽然 上 式 只 定义 了 w 纹 (而 不 是 统 自身 ) 对 w 的 作用 ,但 从 vu (vw) 可 以 求 得 
色 W ,这 是 因为 wr 是 个 (1,1) 型 张 量 , 它 是 把 矢量 变 为 矢量 的 映射 (“ 张 量 面 面 观 ”), 
而 wu" 正 是 Bw 作用 于 任 一 矢量 v* 所 得 的 矢量 , 所 以 有 了 vw (Vv") 便 有 
人 NW. 类似 地 , 欲 定 义 多 对 任意 “ 切 于 ”4 的 余 矢 场 j4 的 作用 只 须 定 义 
人 B14(Vv), 而 这 可 借 莱 布 尼 菊 律 自然 定义 为 

VR := (WV ) 一 全 多 几 ，Y 切 于 4 的 六 . (16-5-10) 
现在 说 明 如 何 把 允 多 性 和 到 攻 岂 中 的 友 电 掉 . 由 于 形 是 达 的 延 拓 ( 定 义 域 从 3 维 
的 4 拓展 为 4 维 的 避 ) 所 以 Ypes4 有 妈 |E 六 , 训 |,eV .但 因 六 ccV, 也 可 以 说 
w|,eV, 于 是 可 以 写 出 等 式 w|,= 训 |, ,因而 有 妈 = 到 .然而 , 必 的 情况 却 有 所 
不 同 :以 思 代 表 满足 六 = 的 余 矢 场 , 则 jl|,e( 防 ), 思 |,eV ,而 (成 与 * 并 
无 包含 关系 , 所 以 4 |,# 专 |, ,只 有 把 为 |, 拉 回 后 才 等 于 1,, 即 441,=(i 专 )|, 于 
是 


Hp = DD)=T(VD)= Vi 万 
[其 中 第 二 步 用 到 统 o7=i*。V, (证明 见 稍 后 的 选读 16-5-1).] 这 就 是 wy 在 甩 
掉 w 后 的 表达 式 . 
为 忆 掉 ww 中 的 w 则 还 要 引入 符号 Vz. (V;)], 是 p 点 的 一 个 特别 张 
量 , 它 是 双 线性 映射 疡 x 矿 ”一下 ,其 下 标的 作用 范围 被 限制 在 六 (而 不 是 全 六,) 
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印 只 能 与 切 于 4 的 矢量 缩 并 . 由 限制 的 定义 [ 仿 式 (5-2-7) ] 便 有 
VV = (DV )),, 
于 是 式 (16-5-9) 可 改写 为 
vBur = VU?*，YV 切 于 4 的 矢量 场 v"， 
从 而 就 可 甩 掉 vw 而 写成 Bw =Vsir* .以 上 两 个 结果 可 统一 写成 下 式 [ 见 Ashtekar ， 
Fairhurst and Krishnan(2000) ]: 
(a) Du =Vi 玉 ，  (b) Hp = Vs. (16-5-11) 
再 者 , 由 色 Mh = 色 (i'g;,)=i(V,g;.)=0 可 知 久 的 确 与 hh, 相 适 配 .最 后 ,9 无 
乒 性 的 证 明 留 做 习题 (有 提示 ). 
非 涨 视界 性 质 (2) 的 第 二 个 重要 结果 是 可 在 4 上 定义 一 个 很 有 用 的 余 矢 场 . 由 
VS 得 
UVVY =Wv"Vsks =0， VYV 切 于 4 的 矢量 场 v,w， 
表明 vV,h 正 交 于 4 的 任 一 切 矢 场 , 故 与 只 能 差 到 一 个 函数 因子 , 于 是 4 上 有 
标量 场 6, 使 
DV Re (16-5-12) 
既然 给 定 一 个 vw 就 有 一 个 6, , 便 存在 把 矢量 场 w 变 为 标量 场 Sw 的 映射 
@ :UP Gy; 而 且 它 在 4 的 每 点 都 有 线性 性 , 故 w 是 4 上 的 “ 切 于 ”4 的 余 矢 场 ， 
应 记 作 w , 满足 


7 0 = G0 (16-5-13) 
于 是 
VVak’ =V°V,k’ =G ,kh =v wk. (16-5-14) 
义 因 上 式 对 切 于 4 的 任 一 v* 都 成 立 , 故 
Vk’ = OO 及. (16-5-15) 
借助 于 式 (16-5-11a) 又 可 改写 上 式 为 
DW = pe. (16-5-16) 


YY 
Y 


请 注意 w, 天 生 就 是 对 4 上 的 某 一 选 定 类 光 法 矢 场 刀 定义 的 , 换 一 ?原则 上 就 有 
丸 一 ,内因 ow, 带 着 抽象 下 标 a 而 不 便 再 加 下 标 (k). 不 难 证 明 当 k* 重 标 度 为 
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k”“ = wk 时 w 服从 
ool=o,+dnw. (d, 是 4 上 的 外 微分 算 符 ) (16-5-17) 
式 (16-5-15) 同 (16-3-24) 结 合 还 给 出 表面 引力 Ko 用 只 , 的 简单 表达 式 
Kb =k°0, . (16-5-18) 
(M,sgw) 的 黎 曼 张 量 Rs 可 分 为 有 迹 部 分 R,, 和 无 迹 部 分 Cu (外 尔 张 量 ). 
Rs 在 4 上 诱导 出 Rs =iR, ,满足 Rk’ = Rsk* =0[ 式 (16-5-7)]; C, 在 4 上 诱导 
出 Cj “, 与 4 上 的 多 及 w, 有 如 下 密切 关系 : 
命题 16-5-1 2 ,0 = -Cs k’. (16-5-19) 
证 明 任 取 切 于 4 的 矢量 场 w,w ,以 ,zw 及 Ke? 分别 代 表 v",w 及 kK" 的 任 
意 延 拓 , 则 由 莱 布 尼 茨 律 得 
vu (DAK) = DAK) -Vv Du RK’. (16-5-20) 
令 w:=ww 人 kr, 则 
vA HE) = Dw’ = (DV Ww) (16-5-21) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (16-5-9). 由 式 (16-5-9) 又 知 (WW?V,K)|=tw 人 Bk*=w ,可 见 
?Vsk“ 是 w 的 一 个 延 拓 , 可 充当 式 (16-5-21) 中 的 ,代入 式 (16-5-21) 便 知 式 
(16-5-20) 右 边 第 一 项 可 表 为 
v' DAK )=[D"V, (Vk)),. (16-5-22) 
再 令 z= 人 Bw, 则 容易 验证 5"V ,zr 是 z* 的 延 拓 , 记 作 有 后 便 可 把 式 (16-5-20) 右 
边 第 二 项 表 为 
-Vu Rk’ = -2 Rk = (VK) = A Va Vk] (16-5-23) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (16-5-9). 将 式 (16-5-22) 和 (16-5-23) 代 入 (16-5-20) 得 
vu (RAE) = TVW Vk) -TV ) Vk] = VV VK) ， 
于 是 
2 (RHR) = 2 Via Vk ) = Dm Rk )|= (VN 0" Rak") | 


a—b ce a—b ce R 


= 1 _ 
=-[V'Yg Sp t+UUEg (gaaRoy ™ Bpla Es gagas Kk J 


oa 3 


= 一 (88 CeF ) = -vu Ck’, (16-5-24) 
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[其 中 第 四 步 用 到 Cj, 的 定义 式 (3-4-14) , 第 五 步 是 因为 第 四 个 等 号 后 的 长 式 中 国 
括 写 内 的 三 项 分 别 为 零 , 证 明 为 零 时 屡屡 用 到 Ri | k= Bh, vk,=0 及 uk, =0.] 
鉴于 只 和 xz 的 任意 性 , 便 有 

29, Hk =-C (16-5-25) 
而 由 缀 k* =Vyk* = wk 得 


DAA = BOK )= ,DK tkDD, = 0,0k +k D0,, 


故 -Cjj k=29, Hk =2k° 0. 品 
设 v* 是 切 于 4 的 任 一 矢量 场 , 则 用 v= gv" 缩 并 式 (16-5-19) 易 得 
Cj vk =0. (16-5-26) 


下 面 要 涉及 外 尔 张 量 在 NP 标 架 的 前 4 个 分 量 , 它们 由 式 (8-7-10) 定 义 : 
P=Cpak mk m’, Y=Cak lm, Y=C,l km , (16-5-27) 


YY, = So (Kk kel mm ). (16-5-28) 


由 式 (16-5-27) 得 

=k°m Cam’k" Skm’C, mk’ =0, 
[其 中 最 未 一 步 是 把 m, 看 作 式 (16-5-26) 的 v.] 利用 C,,, 的 无 迹 性 

0= 8g”C,, = (mm + mm’ — Kk? — 1k’)C,, (16-5-29) 
则 可 把 到 化 为 
到 | = C 天 21104 (mm + mm’ 一 天 21 ) = Cak mm* mm 

= Cm mm kk" Sm mC mk’ =0, 

[其 中 第 二 、 三 步 用 到 Cu = -Cu = -Cu = Cs， 最 末 一 步 用 到 式 (16-5-26).] 于 


是 


(a) 到 ,全 0 ， (b) 吧 全 0. (16-5-30) 
再 用 Coped 的 无 迹 性 和 Ca 本 —Copae 三 —Cpaca 三 Ca 及 Cescle =0 又 可 把 2, 改写 为 
,= Ck mm. (16-5-31) 


如 前 所 述 , “及, 不 变 ” 和 “面积 不 变 ” 是 反映 非 涨 视界 处 于 平衡 态 的 两 个 侧 
面 .“ 各 不 变 ” 的 微分 表达 式 是 .Zh, =0 [ 式 (16-5-4)]. 虽然 及 ,作为 4 上 的 张 量 场 
是 退化 的 , 但 它 在 任 一 截面 5 的 限制 却 是 g,, 在 S$ 上 的 诱导 度 规 (为 明确 起 见 记 作 
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qs ), 描述 S$ 上 的 2 维 黎 曼 几何 . 由 k=(0/34)* 所 决定 的 截面 族 {5,} 构成 4 的 一 
个 分 层 , .Zh =0 表 明 各 层 的 度 规 gq 不 随 1(“ 时 间 ”) 而 变 . 至 于 “面积 不 变 ”， 
命题 16-4-1 只 给 出 一 个 积分 表达 式 (16-4-1), 而 且 证 明 时 用 的 是 坐标 语言 . 其 实 “ 面 
积 不 变 ” 的 结论 也 可 表 为 一 个 与 .Zh, =0 非 常 类 似 的 微分 几何 表达 式 , 即 .ce = 0， 
其 中 &, 是 4 上 的 (3 维 )2 形 式 场 , 而 命题 16-4-1 中 的 &,(4) 则 是 现在 这 个 ,在 截 
面 5$;, 上 的 限制 , 设 fm, 元 ,1 ,k"} 是 本 节 一 直 在 用 的 NP 标 架 场 , 则 后 面 [ 见 命题 
16-6-1 和 16-6-2(2)] 将 证 明 

E =i1m; 和 ms; (16-5-32) 


的 确 满足 .Ze =0, 而 且 在 4 的 任 一 截面 (9,qgw) 上 的 限制 正 是 与 4w 适 配 的 面 元 . 
利用 这 个 sw 就 可 证 明 对 推广 黑洞 热力 学 第 零 定 律 至 关 紧 要 的 如 下 命题 : 


命题 16-S-2 (do)。 = -2Im(Y, |,)8,,. (16-5-33) 
证 了 明 ”以 7 缩 并 式 (16-5-19), 注意 到 “1 = -1, 得 
29%,0, = Ce kl, = CK. (16-5-34) 


令 二 =Cowk1， 则 ;=Cssk1 是 “ 切 于 ”4 的 2 形式 场 . 4 标 架 声 
fm, 砚 ",1",k"} 在 4 上 诱导 出 切 于 4 的 3 标 架 场 


{ef =m’|,, 6 =m" |, 6&4 =k"}, (16-5-35) 
利用 7k =7k” =-1 及 Kk,=ik,=0[ 式 (16-3-18)] 不 难 验证 其 对 偶 标 架 场 为 
{6; =m;, £7 =1m;, Ed =—1,}, (16-5-36) 


将 了 ,用 此 对 偶 标 架 场 按 上 册 式 (5-1-6) 展 开 为 


1 ， 2 1 ， 4 2 、 4 
7 = 了 1 65 入 5 +Y, ss 和 Es + hh, ,65 八 6i 
= 2(Y, |s mamsy — Ya la als ~ Ya la mials) » (16-5-37) 


利用 Caoca 的 对 称 性 易 得 a EE -WF , 故 由 式 (16-5-30b) 得 Ys 
再 用 式 (16-5-28) 又 可 证 明 ,= 一 2i Im(Y,) ,于 是 


Cos =Y ;=—4iIm(Y, [Bam =—2 Im(Y, |,)é,,, (16-5-38) 


与 式 (16-5-34) 结 合 便 得 2 儿 ,w, = 一 2 Im(YY, |4) sw， 此 即 待 证 的 式 (16-5-33)， 口 

注 2 式 (16-5-33) 中 的 ,| 依赖 于 标 架 . 从 原则 上 说 , 换 一 标 架 就 有 另 一 
对 | ,试问 式 (16-5-33) 又 如 何 能 成 立 ? 答 案 是 : 到 | 在 标 架 变换 下 有 不 变性 (规范 
不 变性 ), 即 吧 ,= 到 ,| .为 证 此 结论 , 首先 注意 NP 标 架 的 、 保 持 态 方 回 (或 使 如 反 
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问 ) 的 最 一 般 变换 式 为 [ 见 Kramer et al. (1980) 式 (3. 18)] 

Ke’ = fk", mm’ 二 ei2 (0112 +fak’”), 7 Es eri2( 击 ? + fak”), 

I”=am’ +am +f +flaP k°, 
其 中 /和 0 是 标 架 定义 域 U 上 的 实 函 数 , a 是 U 上 的 复 函 数 .利用 C,, 的 对 称 性 
及 无 迹 性 不 难 证 明 到 , 在 上 述 标 架 变换 下 按 下 式 变换 : 
=, + fa +2fa¥. (16-5-40) 
再 由 ,人 0 人 Sw 便 得 更 全 到 . 
注 3 满足 Im(Y,) 人 $0 的 视界 称 为 无 转动 (non-rotating) 视 界 . 


[选读 16-5-]] 
命题 16-5-3 设 所 ,及 J4.3 为 非 涨 视界 A4 的 某 令 域 U 上 的 (0,7) 型 张 量 场 ， 


局， =i 4p (其 中 i: 4 一 MM 是 包含 映射 ), 则 


(16-5-39) 


Wha =i(Vaps.n), BP Rol =i ooV,. (16-5-41) 


证 明 当 1=0 时 显然 . 下面 先 证 明 1=1 时 成 立 , 即 证 明 妇 b= 六 (V4). 设 
V",U 是 4 上 切 于 4 的 矢量 场 , 5“, 分 别 是 它们 在 U 上 的 延 拓 , 则 


WV Dh, =0 A ) -fov Du =[D°V, (Wp) WD Vm], 
= (WV VL ) = Mv) Vp = (Vp,), 


其 中 第 一 、 三 步 用 到 菜 布 尼 蒋 律 , 第 二 步 用 到 式 (16-5-9), 好 vw = (JV)|,. 
注意 到 v,w 的 任意 性 , 便 知 安 记 = 六 (VY 全) .1>1 的 证 明 与 1=1 的 情况 类 似 , 只 是 
第 一 个 等 号 后 的 第 二 项 换 成 1 项 之 和 . 四 

[选读 16-5-1 完 ] 
16.5.2 ” 弱 孤 立 视界 和 孤立 视界 


非 涨 视界 4 的 重要 特征 是 .Zh, =0. 为 了 得 到 第 零 和 第 一 定律 , 还 要 寸 联络 
多 过 加 额外 条 件 .9k* =0 (其 意义 将 在 稍 后 阐明 ). 满足 此 条 件 的 非 涨 视界 称 为 
有 弱 抓 立 视 界 . 为 给 出 准确 定义 还 应 注意 一 点 :类 光 面 4 上 虽 有 无 数 类 光 法 矢 场 
k"( 差 到 一 个 函数 因子 ), 但 只 要 有 一 个 满足 .Zh, =0, 其 他 "也 必定 满足 . [证 明 留 
做 习题 , 提示 :中 仿照 式 (16-5-3) 后 几 步 的 推导 得 多 ,h, =27[V,(a%,)] (适用 于 任 
意 类 光 面 , 其 中 &z 是 a 的 任意 延 拓 )，@ i =0.] 然而 并 非 所 有 "都 能 满足 额外 
条 件 多 久 @k* =0 的 , 因此 谈 及 弱 孤 立 视界 时 还 要 指明 用 哪 一 个 .不 过 , 只 要 某 
满足 用 9 =0, 则 k”=ck* (其 中 cc 为 常数 ) 也 满足 , 所 以 不 如 把 与 只 差 到 一 个 
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常数 正 因 子 c 的 所 有 法 矢 场 称 为 一 个 等 价 类 , 记 作 [ 妇 , 并 说 弱 孤 立 视界 是 指 一 个 
非 涨 视界 4 以 及 其 上 某 个 等 价 类 [K] 的 二 元 组 (4,[#]). 
由 于 .1 =0, 人 额外 条 件 .多 9k* = 0 等 价 于 


(HH -HAN =0. (16-5-42) 
把 上 式 的 尼 放宽 为 切 于 4 的 任意 矢量 场 必得 
(多 久 - 信 ZF)v" =0，V 切 于 4 的 矢量 场 v. (16-5-43) 


满足 这 一 加 强 条 件 的 弱 孤 立 视界 就 称 为 孤立 视界 . 为 了 理解 以 上 两 式 的 物理 
含义 , 先 讨论 任 意 时 空 (M,g，) 的 Killing 场 &*. 设 2 产生 的 单 参 等 度 规 族 为 
从: M 一 M}), 注意 到 J*g, =g,,, 由 式 (8-10-15) 得 


V,(6'T)=Y*(V,T)，Yv 张 量 场 7. (16-5-44) 
令 T 为 任 一 矢量 场 w*, 则 由 李 导 数 定义 不 难看 出 上 式 等 价 于 
( 受 V。-V. 受 )w =0，Yv 矢量 场 ， (16-5-45) 


也 可 以 说 上 式 是 V (从 办 ) = 内 (Yo) 的 微分 形式 . 式 (16-5-44) 也 可 改写 为 抽象 形 
式 V 办 =pV,，, 它 表明 : 先 沿 &* 的 积分 曲线 移动 再 求 导 等 效 于 先 求 导 再 移动 . 于 
是 , 当 如 类 时 (因而 其 积分 曲线 可 代表 某 种 时 间 的 流逝 ) 时 便 可 说 V, 有 时 间 平 移 不 
变性 , 或 说 不 依赖 于 时 间 . 反观 式 (16-5-43), 发 现 它 很 像 式 (16-5-45), 但 有 一 重要 区 
别 :由 于 4 上 没有 度 规 , 虽然 刀 像 涯 , 但 不 能 说 大 是 4 上 的 Killing 场 . 然而, 只 要 
认为 类 光 的 达 的 积分 曲线 也 代表 某 种 “推迟 时 间 ” 的 流逝 [ 见 式 (16-5-1) 所 在 段 ， 
音 此 曾 把 jn =0 解 释 为 内 豪 “ 度 规 ” 不 依赖 于 时 间 ], 就 可 说 式 (16-5-43) 的 物理 
意义 是 急 不 依赖 于 时 间 . 作为 式 (16-5-43) 的 弱化 形式 , 式 (16-5-42) 没 有 这 样 清 晰 的 
物理 解释 , 但 不 妨 说 它 代表 久 “ 沿 刀 的 分 量 ” 不 依赖 于 时 间 ( 虽 然 “ 多 的 分 量 ” 
是 个 很 不 确切 的 提 法 ). 在 此 基础 上 就 有 如 下 的 准确 定义 : 

定义 2 非 涨 视界 4 与 其 上 类 光 法 矢 场 的 一 个 等 价 类 [有 的 二 元 组 (4,[#]) 称 
为 弱 孤 立 视界 ( weakily isolated horizon ), 若 [x] 中 的 每 一 "满足 式 (16-5-42); 
(4,[#]】) 称 为 孤立 视界 , 寿 [K] 中 的 每 一 kr 满足 式 (16-5-43). 

又 因为 

(HH -DL = HAF = HK’)= KH,, 
所 以 式 (16-5-42) 在 k* 0 的 点 上 等 价 于 
oO, =0， (16-5-42") 


而 且 易 见 若 必 满足 上 式 则 ck? 也 满足 . 
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注 4 虽然 孤立 视界 比 弱 孤立 视界 要 求 更 强 的 条 件 , 但 所 有 条 件 都 只 涉及 4 
的 内 豪 儿 何 ( 刀 , 久 ,[ 阿 ) 及 物理 量 (是 准 局 域 地 定义 的 ), 对 不 切 于 4 的 任何 几何 量 
和 物理 场 都 丝毫 不 做 要 求 , 就 连 4 维 度 规 g, 都 不 必 在 4 上 与 时 间 无 关 . 一 个 好 例 
于 是 : Robinson-Trautman 解 ( 度 规 ) 存 在 孤立 视界 , 但 却 不 存在 稳 态 Killing 场 (就 连 
在 孤立 视界 的 任 一 小 邻 域 中 也 不 存在 ). 在 这 个 意义 上 , 孤立 视界 的 条 件 也 是 相当 
噶 的 , 有 理由 相信 涉及 引力 拥 缩 和 黑洞 融合 的 大 量 实际 情况 在 足够 好 的 近似 下 满 
足 这 些 条 件 . 

注 $ 不 难 证 明 , 每 一 非 涨 视界 4 都 有 等 价 类 [f] 使 (4,[k]) 成 为 弱 孤 立 视界 . 
不 过 这 种 [向 远 非 唯一 , 事实 上 , 每 一 非 涨 视界 4 都 有 无 限 多 个 等 价 类 [ 妇 满 足 
(16-5-42”), 因而 每 个 非 涨 视界 都 可 被 造就 出 无 限 多 个 不 同 的 弱 孤 立 视界 . 然而 情 
沉 对 孤立 视界 却 大 不 相同 . 对 一 个 给 定 的 孤立 视界 (4,[#]), 不 存在 满足 式 (16-5-43) 
的 男 一 等 价 类 [k][ 详 见 Ashtekar et al. (2002)]. 因此 对 孤立 视界 而 言 , 其 类 光 法 矢 
场 k" 的 自由 性 最 多 不 过 是 乘 一 个 常数 因子 c>0. 这 一 点 与 Killing 场 &* 也 很 像 (所 
以 也 说 孤立 视界 比 弱 孤立 视界 更 像 Killing 视界 ), KN 时 空 ( 族 ) 的 事件 视界 
(Killing 视界 ) 配 以 由 式 (13-5-4) 定 义 的 天 * 乘 以 正常 数 c 所 得 的 等 价 类 [Kk] 就 构成 
该 族 时空 的 唯一 的 孤立 视界 (4,[K]). 

小 结 任意 类 光 超 曲面 4 上 都 有 退化 “ 度 规 ”, 但 4 上 的 类 光 法 矢 场 刀 可 以 
“很 不 像 ”Killing 场 (很 可 能 有 .Zh, 0); 通过 逐渐 添加 条 件 可 使 4 依次 成 为 非 
涨 视界 、 弱 孤立 视界 和 孤立 视界 , 而 "也 依次 地 愈 来 愈 像 Killing 场 . 任 一 Killing 
视界 .S 都 是 孤立 视界 (只 要 其 拓扑 为 Sx 民 而且 相 应 物质 场 满足 定义 1 的 能 量 条 
件 ), 即 多 =(4,[#]) ,其 中 等 价 类 [Kk] 的 任 一 元 素 k" 都 对 应 于 M 上 的 一 个 Killing 场 
及" ,所 谓 对 应 是 指 天 "|>= 大 


16.5.3 ” 弱 孤 立 视 界 第 零 定律 


传统 黑洞 热力 学 的 第 零 定律 是 指 稳 态 黑洞 事件 视界 的 表面 引力 在 全 视界 上 为 
常数 . 这 虽然 对 应 于 普通 热力 学 第 零 定律 ( 表 面 引 力 4> 温度 ), 但 这 一 对 应 其 实 并 
不 工整 :前 者 对 系统 外 部 环境 的 要 求 太 过 苛刻 , 具体 说 , 传统 黑洞 热力 学 第 零 定律 
要 求 黑洞 处 于 稳 态 时 空 (存在 全 局 的 、 在 无 限 远 为 类 时 的 Killing 场 ). 只 要 视界 以 外 
(甚至 离 视 界 很 “ 远 ” 处 ) 存 在 引力 波 , 就 不 是 稳 态 时 空 , 就 不 敢 说 第 零 定 律 适用 . 反 
之 , 普通 热力 学 第 零 定 律 适用 于 孤立 的 系统 , 只 要 系统 自身 处 于 平衡 态 , 外 部 世界 
完全 可 以 千变万化 . 弱 孤 立 视界 就 是 为 克服 这 一 重大 缺陷 而 引入 的 , 它 可 能 只 是 黑 
洞 区 的 部 分 边界 (例如 图 16-3), 是 从 一 个 不 一 定 稳 态 的 时 空中 孤立 出 来 的 、 可 被 近 
似 看 作 处 于 平衡 态 (例如 流 过 它 的 能 量 、 动 量 和 角 动 量 为 零 ) 的 这 么 一 段 边界 . 如 果 
它 存在 一 个 可 被 称 为 表面 引力 的 量 [ 回 到 稳 态 黑洞 时 应 回 到 事件 视界 ( Killing 视界 ) 
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的 表面 引力 x], 而 且 该 量 在 整个 弱 孤 立 视界 上 为 常数 , 我 们 就 有 了 一 个 适用 于 处 
在 平衡 态 的 视界 的 黑洞 热力 学 第 零 定 律 . 小 节 16.3.2 引入 的 xb 正 是 这 个 量 [满足 
式 (16-3-24)]. 如 果 4 只 是 非 涨 视界 , 虽然 也 可 在 其 上 定义 上 ob ,但 由 于 k" 可 用 任意 
正定 函数 wx 重新 标 度 ，k 在 4 上 未 必 为 常数 . 然而 , 下面 将 证 明 弱 孤立 视界 
(4,[#D) 的 任 一 如 的 Kj 在 4 上 为 常数 ,这 就 是 弱 孤 立 视界 的 第 零 定律 . 

命题 16-5-4( 弱 孤立 视界 第 零 定律 ) 设 (4,[#]) 为 弱 孤 立 视界 , 则 [的 任 一 代 
表 元 的 表面 引力 ri 在 4 上 为 常数 . 

证 明 以 d, 代 表 4 上 的 外 微分 算 符 , 由 Kx, = Kw, [ 式 (16-5-18)] 得 


dK =d,(K 0,)= 0, (do)ssk’ =-2Im(F,)s,k’ = -2iIm(Y,)k’m, Am; =0， 


其 中 第 二 步 用 到 第 5 章 习题 6(a), 第 三 步 用 到 .Zw, =0[ 式 (16-5-42)] 及 式 (16-5-33)， 
第 四 步 用 到 sw。 =i 现 入 Ai [ 式 (16-5-32)]. 注意 到 4 是 连通 流 形 , 便 知 &, 在 4 上 为 
常数 . 口 

注 6 命题 16-5-4 正 是 关于 弱 孤 立 视界 的 第 零 定 律 . 这 是 个 并 非 寻 常 的 结论 : 
它 的 成 立 只 要 求 视界 处 于 平衡 态 ( 只 要 是 弱 孤 立 的 ) 而 无 须 有 任何 对 称 性 , 即 无 须 
有 Killing 场 , 连 只 在 其 2 维 截面 上 定义 的 Killing 场 (用 诱导 度 规 衡量 ) 也 不 必要 . 反 
之 , 推广 前 的 第 零 定律 的 成 立 条 件 却 强 很 多 : 它 只 适用 于 稳 态 时 空 , 而 这 当然 意味 
着 存在 Killing 场 . 

注 7 Kb =0 的 ( 弱 ) 孤 立 视界 称 为 极端 (extremal)( 弱 ) 孤 立 视界 . 

注 8 弱 扳 立 视界 的 表面 引力 Kb 的 定义 [ 仍 用 式 (16-3-24)] 与 Killing 视界 的 
表面 引力 x [ 见 式 (16-1-2)] 非 常 类 似 . 事实 上 , 拓扑 为 Sx 恨 (而且 相应 物质 场 满 足 
定义 1 的 能 量 条 件 ) 的 Killing 视界 .多 也 是 弱 孤 立 视界 , 即 .=(4,[K]), 其 中 等 价 
类 [K] 的 任 一 元 素 K" 都 是 某 Killing 场 在 4 上 的 值 . 这 样 就 会 出 现 一 个 问题 : 设 
K" 和 cK“ 是 [K] 的 两 个 元 素 , 则 由 K”“V,K”=KxyK” 得 CK*V,K’=KixcK?, 与 
KA RS Kk 对 比 可 知 Kxko = CU ， 为 什么 小 节 16.1.1 讲 Killing 视界 的 表面 
引力 时 只 有 一 个 x? 这 是 因为 该 小 节 关 心 的 是 渐 近 平 直 的 、 存 在 全 局 Killing 场 K。 
的 情况 , 那 时 早已 通过 要 求 KK, 在 .7' 为 -1 而 在 [K] 中 挑 出 了 唯一 的 K". 然 而， 
在 只 有 弱 孤 立 视 界 而 无 Killing 场 的 情况 下 却 无 法 采用 这 一 措施 , 因此 只 好 保留 这 
种 对 k" 重新 标 度 的 自由 性 . 这 时 [ 妇 的 每 一 元 素 如 有 自己 的 kb， 而 且 对 太 = cj 
有 Km =cxb 可 见 严 格 说 来 “ 弱 孤 立 视界 (4,[k]) 的 表面 引力 ”一 词 也 存在 可 重新 
标 度 的 自由 性 , 就 是 说 , 表面 引力 一 般 不 是 弱 孤 立 视界 (4, [Kk]) 的 内 豪 性 质 , 一 个 
( 非 极 端 ) 弱 孤立 视界 可 以 有 很 多 不 同 的 表面 引力 . 不 过 , “表面 引力 在 弱 孤 立 视界 
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上 为 常数 ”的 结论 总 是 对 的 . 如 果 必 要 ,也 可 对 ,做 “规范 固定 ”, 例如 选 定 
ko = ,其 中 ,是 4 的 面积 半径 , 由 4 = 4rR. 定 义 [ 见 式 (16-5-D)], 而 4 是 视 


界 任 一 截面 的 面积 ( 纯 内 豪 几 何 量 ). 

注 9 我 们 一 直 把 ( 弱 ) 孤 立 视 界 (4, [如 看 作 一 个 处 于 平衡 态 的 热力 学 系统 ， 
并 说 它 的 表面 引力 ku 正比 于 系统 的 温度 , 所 以 < 在 4 上 为 常数 正好 表明 这 个 系 
统 满足 热力 学 第 零 定 律 . 然而 , 注 8 明 明 指 出 ( 弱 ) 孤 立 视界 (4,[#]) 的 表面 引力 x 
依赖 于 等 价 类 [ 妇 的 代表 元 态 的 选择 , 于 是 出 现 如 下 问题 :这 个 热力 学 系统 的 温度 
到 底 是 多 少 % 系 统 的 温度 有 规范 自由 性 ( 指 依赖 于 大 的 选取 )” 这 样 的 提 法 像 话 吗 !? 
我 们 的 看 法 是 : 恶 怕 应 该 认为 ( 弱 ) 孤 立 视界 (4,[#]) 是 一 族 处 于 平衡 态 的 热力 学 系 
统 , 只 当选 定 代表 元 k* e[k] 后 , (4,k”) 才 是 其 中 的 一 个 系统 . 设 k”=ck” zk , 则 
(4,k”) 就 是 另 一 个 热力 学 系统 , 两 者 有 不 同 的 温度 就 是 很 自然 的 事情 . 这 一 看 法 也 
可 从 施 瓦 西 事件 视界 得 到 印证 . 施 瓦 西 黑 洞 的 表面 引力 x = (4M)"' ,质量 各 为 MY 和 
M'z# M 的 施 瓦 西 黑洞 当然 被 看 作 两 个 不 同 的 黑洞 , 亦 即 有 不 同 温度 的 两 个 热力 学 
系统 . 然而 我 们 早已 知道 施 瓦 西 事件 视界 多 是 孤立 视界 的 特例 , 现在 自然 要 问 : 质 
量 各 为 M 和 M'z M 的 两 个 事件 视界 是 一 个 还 是 两 个 孤立 视界 ?把 施 瓦 西 事件 视 
界 看 作 孤 立 视界 时 , 这 个 孤立 视界 的 就 是 静态 Killing 场 &' 在 视界 多 上 的 值 , 即 
k” = 6 |z. 若 取 图 9-13(a) 的 Ni (两 个 类 光 分 支 之 一 ) 为 罗 , 则 由 式 (9-4-40) 得 

E°|,=(4M)'V(0/0V)", 


可 见 W 值 (因而 上 < 值 ) 的 改变 相当 于 妃 的 重新 标 度 化 , 因而 应 该 说 不 同 质量 的 所 有 
施 瓦 西 事件 视界 合 起 来 才 是 一 个 孤立 视界 (4,[k]), 这 与 本 节 注 5 最 末 一 名 话 一 致 . 
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如 中 册 §12.5 开头 所 述 , 广义 黎 曼 空间 (M,g,) 上 的 每 一 等 度 规 映射 $ : 
M 一 M 称 为 一 个 对 称 性 , 因为 保 度 规 就 是 保 几 何 . 然而 , ( 弱 ) 孤 立 视界 (4,[#]) 的 
退化 “ 度 规 ”有 h, 不 完全 决定 几何 , 所 以 只 保有 ,还 不 算是 对 称 性 . 从 定义 2 可 知 , 弱 
孤立 视界 和 孤立 视界 的 几何 各 由 三 个 要 素 决定 , 对 前 、 后 者 分 别 是 及 ,,w,,[x] 和 
hh, 名,[K], 只 有 同时 保持 这 三 个 要 素 的 变换 才 够 资格 充当 对 称 性 . 于 是 有 以 下 定 
义 . 

定义 3 微分 同 胚 p : 4 一 4 称 为 弱 孤 立 视界 (4.,[ 妇 ) 的 一 个 对 称 性 , 若 

(a)p'h, =h，(b)p'@,=@,，(c)p.k”=ck"， 其 中 为 非 零 常数 . (16-5-46) 


上 式 的 (ec) 不 应 改 为 pi =k”, 因为 被 保 的 对 象 是 等 价 类 [] 而 不 是 其 中 的 哪 一 个 
元 素 ”. 
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对 孤立 视界 , 由 于 第 二 个 被 保 对 象 是 经 ,所 以 式 (16-5-46) 的 条 件 (b) 应 改 为 
Pp (多 站 = 多 (07) ,其 中 7 代表 4 上 “ 切 于 ”4 的 任 一 张 量 场 ( 略 去 抽象 指标 ). 于 
是 有 

定义 4 微分 同 豚 p : 4 一 4 称 为 孤立 视界 (4,[ 旭 ) 的 一 个 对 称 性 , 若 

(a)p js =h,, (b)p' (RT)= 久 (pT), (c)p,k" =ck”, c 为 非 零 常数 . (16-5-47) 

假设 {p; : 4 一 4|4e 民 } 是 由 kK 产生 的 单 参 微 分 同 胚 群 , 我 们 自然 猜想 每 个 
Pi 都 是 一 个 对 称 性 , 因为 至 少 由 多 有 =0[ 式 (16-5$-4)] 及 李 导 数 定义 可 知 
Pa hs = hs. 下面 的 命题 将 对 这 一 猜想 做 出 肯定 . 然而 并 非 所 有 弱 孤 立 视界 (4,[k]) 
的 kx" 都 能 产生 单 参 微分 同 胚 群 的 . 如 果 ?是 4 上 的 不 完备 矢量 场 (其 积分 曲线 的 
参数 取 值 不 能 遍及 全 展 , 例如 图 16-3), 则 它 产 生 的 映射 p, : 4 一 4 除 4=0 的 那个 
之 外 都 不 是 微分 同 胚 , 因为 只 要 4zz0, 4 上 就 总 有 这 样 的 点 , 它 被 p, 映射 到 4“ 以 
外 ”. 可 见 , 只 当 k? 是 完备 矢量 场 时 方 可 产生 单 参 微分 同 胚 群 . 

命题 16-5-5 设 {p, :44|4e 民 } 是 由 弱 孤 立 视界 (4,[K]) 的 kr 产生 的 单 参 
微分 同 胚 群 (这 已 意味 着 “完备 ), 则 每 一 群 元 p, 都 是 一 个 对 称 性 . 

证 明 第 一 , 由 .Zh, =0 及 李 导 数 定义 得 p,'h, = 有 hh, .第 二 , 因为 

os =d,(k'0,)+ do) kk’ = dr -2Im(¥, | ) esk’ =0, 


[其 中 第 一 步 用 到 第 5 章 习 题 6(a) , 第 二 步 用 到 式 (16-5-18)( 即 Ko =K?@, ) 及 式 
(16-5-33), 第 三 步 用 到 第 零 定律 及 sk” =0.] 所 以 由 李 导 数 定义 便 有 po =w . 
第 三 , 由 


a 1 本 了 ayv_1: 1 a_pya 
0= .4k Bs ep —k = F(a kK") 


得 pi,k” =k". 于 是 p, 满 足 定义 3. 口 

注 10 ”上述 命 题 的 结论 也 适用 于 孤立 视界 . 

由 于 pi 把 4 的 点 变 为 同一 母线 的 点 , 所 以 称 p; 为 保 母 线 对 称 性 
(generator-preserving symmtry). 此 外 当然 还 可 能 有 其 他 对 称 性 , 它们 都 同 4 的 截面 
有 关 ( 准 确 含义 见 小 节 16.6.3). 4 的 每 一 截面 都 是 拓扑 2 球面 , 而 且 其 上 存在 由 g， 
诱导 的 度 规 场 g,, . 若 以 NN 代表 (S,q,,) 上 的 独立 Killing 矢量 场 的 个 数 , 则 只 有 以 下 
三 种 可 能 :CD N=3(S 有 球 对 称 性 ); @N =1(S 有 轴 对 称 性 ); @N = 0(S 无 对 称 性 )， 
见 Ashtekar et al. (2001). 于 是 ( 弱 ) 孤 立 视界 可 依 上 述 次 序 分 为 型、 本 型 和 西 型 . 
施 瓦 西 时 空 和 Kerr 时 空 的 事件 视界 分 别 是 I 型 和 本 型 孤立 视界 的 简单 例子 . 

注 11 Ashtekar 等 的 文献 对 ( 弱 ) 孤 立 视界 的 分 类 曾 先后 给 出 过 两 种 不 同 的 定 
义 [分 别 以 Ashtekar et al. (2001) 和 Ashtekar and Krishnan(2004) 为 代表 ], 我 们 把 它 
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们 依次 称 为 定义 中 和 人 @). 刚才 介绍 的 I 型 、II 型 和 本 型 是 定义 加 的 分 类 方式 ( 按 截 
面 的 对 称 性 分 类 ), 小 节 16. 6. 3 将 详细 讲述 定义 中 的 分 类 方式 . 后 面 (小 节 16. 6. 4) 
在 推 证 弱 孤 立 视界 的 角 动 量 公 式 时 , 某 些 地 方 要 用 到 定义 DD 的 条 件 ( 强 于 定义 @ 的 
条 件 ), 因此 我 们 明确 约定 , 以 后 谈 到 任何 一 种 类 型 的 ( 弱 ) 孤 立 视界 时 , 分 类 方式 都 
以 定义 二 为 准 . 由 于 本 型 视界 最 为 常用 , 本 书 只 讨论 这 种 视界 . 根据 定义 四, II 型 
视界 的 截面 (S,qgw) 既 可 能 是 轴 对 称 的 也 可 能 是 球 对 称 的 ( 详 见 小 节 16. 6. 3), 而 球 
对 称 蕴涵 轴 对 称 , 所 以 II 型 视界 一 定 存在 反映 轴 对 称 性 的 矢量 场 , 借 此 就 可 给 视 
界定 义 角 动量 , 详 见 下 一 小 节 . 


16.5.5” 弱 孤立 视界 第 一 定律 


本 书 只 讨论 无 物质 场 情 况 下 的 芽 型 弱 孤 立 视界 , 仿 此 不 难 讨论 无 物质 场 的 I 
型 视界 . 器 有 物质 场 的 各 型 视界 的 推广 可 参见 Ashtekar and Krishnan(2004) 所 引文 
献 . 

下 面 要 推导 弱 孤 立 视界 4 的 第 一 定律 , 即 该 视界 的 质量 M, 、 面 积 4, 和 角 动 
量 .7 的 微小 增 量 的 关系 式 , 为 此 应 先 介绍 Ashtekar 等 借用 哈 氏 形式 所 找到 的 M， 
和 .的 定义 .通常 的 哈 氏 理论 ( 见 $15.4 ) 关 心 共 斩 对 (gq,7z) 的 时 间 演 化 , 其 中 9 是 3 
维 场 位 形 , x 是 动量 密度 , 定义 为 x=63.Z/09 ,所 以 哈 氏 理论 的 使 用 前 提 是 对 时 空 
选 定 了 一 个 3+1 分 解 . (满足 适当 条 件 的 ) 全 体 共 轿 对 组 成 相 空 间 厂 = {(q,7)}, 其 上 
自然 存在 辛 形式 .2,,( 见 $15.7). 然而 Ashtekar 等 在 讨论 孤立 视界 时 所 用 的 相 空 间 
与 此 略 有 不 同 , 它 由 场 方程 满足 边界 条 件 的 全 体 解 (未 经 3+1 分 解 的 4 维 场 位 
形 )y 组 成 , 简 记 作 厂 = {fy} . 因为 我 们 仅 讨 论 含 工 型 弱 孤 立 视界 而 且 无 物质 场 的 
时 空 ,所谓 场 方程 就 是 真空 爱 因 斯 坦 方 程 , 相 空 间 的 一 点 就 是 一 个 满足 真空 爱 因 斯 
坦 方程 的 时 空 . ( 若 讨 论 有 物质 场 的 时 空 , 则 还 应 包括 物质 场 的 场 方程 . ) 由 于 未 做 
3+1 分 解 , 这 种 相 空间 称 为 协 变 (covariant ) 相 空间 , 而 通常 的 厂 = {(q9,7)} 则 称 为 正 
则 (canonical ) 相 空间 . 正则 相 空间 自然 存在 辛 形式 , 而 协 变相 空间 则 不 然 . Lee and 
Wald(1990) 对 协 变相 空间 (虽然 未 用 此 称谓 ) 做 过 开创 性 研究 , 证 明 它 自然 存在 闭 的 
2 形式 2 ,但 可 能 退化 (退化 方向 对 应 于 规范 自由 性 ), 并 称 之 为 预 辛 形式 
(pre-symplectic form). 孤立 视界 可 用 上 述 两 种 相 空间 之 任 一 来 讨论 , 结果 相同 . 仿 
照 Ashtekar , 本 章 也 使 用 协 变 相 空间 . 由 小 节 15.7.1 可 知 :@ 若 02,, 非 退化 (是 真正 
的 辛 形式 ), 则 对 六 上 的 任 一 函数 已 可 定义 其 哈 氏 矢量 场 站 4 = .23V ,FF ,等 价 地 ， 
8 =V PF ;@ 厂 上 满足 多 .02,, =0 的 矢量 场 X^ 称 为 无 限 小 对 称 性 , 由 4 产 
生 的 微分 同 胚 太一 六 称 为 正则 变换 ; @ 局 域 地 说 ，X“4 是 无 限 小 对 称 性 当 且 仅 当 
它 是 某 函 数 的 哈 氏 矢量 场 . 预 辛 形式 2 ,的 退化 性 导致 无 道 , 哈 氏 矢量 场 的 上 述 定 
义 失 效 ,但 可 改 用 其 等 价 形式 定义 , 即 : 厂 上 任 一 矢量 场 X4 称 为 哈 氏 矢量 场 , 若 
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矿 上 有 荫 数 政 使 Q2,;X,”=VF .于 是 对 辛 形式 成 立 的 命题 15-7-1 可 推广 为 
命题 16-S$-6” 设 2 是 预 辛 形式 , 则 84 是 哈 氏 矢量 场 当 且 仅 当 弘 2 =0. 
证 明 由 第 5 章 习 题 6(a) 得 


-2 = ds(QrpX) + 时 do = -dy (2scX") 》 
(其 中 末 步 用 到 0,, 为 闭 , 即 dQ2=0.) 若 XY4 是 哈 氏 矢量 场 , 则 有 函数 下 使 
QeX° =V,F =d,F, 


故 名 0 人 24s=-dy(dgf)=0. 反 之 ,车 名 0 人 2 =0, 则 d,(C2 7)=0. 而 普 有 平凡 拓 
扑 [ 见 Ashtekar and Krishnan(2004)P.33~34], 故 矿 上 有 函数 已 使 


人 =dsF =V,F, 


因而 X“ 是 哈 氏 矢量 场 . 口 
以 研 上 任 一 矢量 场 5^ 缩 并 0 ,X,”=V4F 得 
(196 X=6V,F=6F, (16-5-48) 
其 中 6F 应 理解 为 矢量 场 5 作用 于 函数 羽 的 产物 , 即 5(F) . 综合 以 上 结果 得 
了 “为 蛤 氏 场 心 名 024s=0 仿 3 使 Q ,X=VFOIF 使 人 ,6%X?=6FV64. 
(16-5-49) 
下 面 要 用 哈 氏 形式 讨论 能 量 和 和 角 动 量 问题 . 首先 说 明 两 点 ， 
第 一 , 弯曲 时 空 的 能 量 来 自 物质 场 和 引力 场 的 贡献 , 而 引力 能 量 的 非 定 域 性 
(中 册 小 节 12.6.3 ) 使 任何 (有 限 的 )3 维 空间 区 域内 的 “引力 能 量 ”( 因 而 “3 维 空间 
内 总 能 量 ”) 一 词 失去 意义 , 只 能 谈 及 渐 近 平 直 时 空 在 任 一 时 刻 的 “全 空间 ”( 类 空 
柯 西 面 ) 的 总 能 量 , 即 ADM 能 量 . 这 种 非 定 域 性 使 得 连 “ 施 瓦 西 时 空 的 质量 位 于 黑 
润 内 部 还 是 分 居于 内 部 和 外 部 ?” 这 种 常 被 问 及 的 问题 都 不 许 问 (因为 “能 量 位 于 
何 处 ”一 词 无 意义 , 只 能 说 施 瓦 西 时 空 的 总 能 量 是 M ), 从 而 带 来 诸多 不 便 . 有 鉴于 
此 , 长 期 以 来 有 许多 学 者 致力 于 准 局 域 能 量 的 研究 . Hawking(1968) 提出 的 能 ( 质 ) 
量 定 义 (后 来 被 称 为 Hawking 质量 ) 也 许 是 最 早 的 准 局 域 能 量 定义 , 粗略 地 说 , 它 是 
指 某 2 维 类 空 面 $ 所 包围 的 3 维 区 域内 的 准 局 域 能 量 , 定义 为 


Pioweing (S) = 20 | 和 0 (16-5-50) 
nT 
其 中 4(S) 是 5 的 面积 , 6 和 0 是 由 5 发 出 的 两 族 类 光 测 地 线 的 膨胀 . 车 5S 是 施 瓦 


西 黑洞 的 视界 截面 (图 9-20 中 不 交 于 圾 缩 星 的 任 一 水 平面 与 视界 的 交 面 ), 则 由 
0. =0 得 iwne(S)= M (该 黑洞 的 质量 参数 ), 与 人 们 关于 “ 施 瓦 西 时 空 的 能 量 位 于 


,170 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


视界 以 内 ”的 直观 想法 一 致 (但 这 “能 量 ” 只 能 理解 为 准 局 域 能 量 ). 然而 应 注意 Kerr 
视界 内 的 Hawking 质量 并 不 等 于 Kerr 度 规 的 质量 参数 M 而 等 于 其 不 可 减 质量 
M [定义 见 中 册 式 (13-5-8)], 所 以 人 们 不 愿 把 Hawking 质量 定义 为 Kerr 黑洞 内 的 准 
局 域 能 量 . 结论 的 不 同 源 于 两 种 时 空 的 关键 区 别 : Kerr 时 空 有 角 动 量 而 施 瓦 西 时 
空 没有 . 本 小 节 关 心 的 则 是 ( 弱 ) 孤 立 视界 4 的 截面 5S 以 内 (3 维 黑洞 区 内 ) 的 准 局 域 
能 量 , 但 仿照 Ashtekar 等 的 文献 而 简称 为 “8 的 能 量 ”. 类 似 地 , “Ss 的 角 动 量 ” 是 
指 S 而 以 内 的 准 局 域 角 动 量 ( 引 入 动机 与 准 局 域 能 量 相 同 ). 

第 二 , 在 相对 论 中 谈 及 能 量 时 应 先 选 定 一 个 类 时 矢量 场 , 能 量 是 关于 该 矢量 场 
而 言 的 . 例如 , 给 定 闵 氏 时 空中 物质 场 的 7T, 后 , 为 定义 其 能 量 就 应 先 选 定 一 个 类 时 
Killing 场 . 用 不 同 的 Killing 场 定义 的 能 量 一 般 不 等 ( 见 中 册 小 节 12.6.2 关于 电磁 
场 能 量 的 讨论 ). 类 似 地 , 为 定义 角 动 量 应 先 指定 一 个 反映 空间 转动 对 称 性 的 
Killing 场 . 能 量 和 角 动 量 都 是 闵 氏 时 空 的 守恒 量 , 守恒 性 来 自 时 空 的 对 称 性 [这 也 
是 Noether 定理 的 结论 ( 见 附录 五 )], 所 以 定义 时 要 选 Killing 场 . 这 一 精神 原则 上 可 
推广 到 弯曲 时 空 . 

设 (M,g,,) 是 含 工 型 弱 孤 立 视界 4 的 时 空 ,我们 来 寻求 4 的 截面 5S 的 能 量 和 
角 动 量 的 定义 . 先 从 较 容 易 的 角 动 量 人 手 . 虽然 现在 的 (M,g,,) 可 能 根本 没有 
Killing 场 , 但 至 少 有 以 下 两 方面 的 对 称 性 可 资 利 用 : 作 由 于 渐 近 平 直 , 空间 无 限 远 
六 有 由 SPI 群 ( 见 中 册 第 12 章 ) 代 表 的 对 称 性 ; @ II 型 视界 总 有 反映 轴 对 称 性 的 “ 转 
动 ”矢量 场 , 记 作 yg, 它 的 积分 曲线 闭合 并 铺 成 4 的 一 个 截面 8 . 考虑 M 的 开 子 集 
HN CM ,其 边界 由 以 下 四 部 分 组 成 (图 16-8 ): 一 、 二 是 类 空 面 守 和 乙 ; 三 是 弱 孤 
立 钢 界 4 ; 四 是 空间 无 限 远 疡 的 切 空间 到 中 的 类 时 超 曲面 二 . ( 即 图 12-14 及 图 
12-22 的 天 .本 章 的 天 太 多 , 故 改 记 作 去 .) 4 和 分 别称 为 .Y 的 内 边界 和 无 限 
远 边界 . 图 16-8 中 还 选 了 一 张 柯 西 面 允 , 它 与 4 及 二 之 交 依 次 为 截面 S 和 8 (后 
者 即 图 12-22 的 C), 两 者 共同 组 成 区 的 边界 , 即 95=SUS.. 


之 
4 柯 西 面 六 St” 
S NM | 
之 1 


图 16-8 ”4 维 开 集 .& 由 4 部 分 边界 巴 , 世 ,4, 7 围 成 . 柯 西 面 5 与 4 r。 分 别 交 于 截面 9S 和 8 


设 几 是 .6 上 的 矢量 场 , 它 在 4 上 重合 于 w?* ,在 t, 上 重合 于 某 个 指定 的 转动 
对 称 性 ( 渐 近 Killing 场 ). 由 于 只 讨论 无 物质 场 的 情况 , M 上 的 物理 场 w 就 只 有 度 
规 场 gw。，, 其 场 方程 (真空 爱 因 斯 坦 方程 ) 由 Hilbert 作用 量 S$= [Re 导出 ( 见 小 节 
15.1.3 ). 每 一 满足 场 方程 的 w 可 看 作 相 空间 本 的 一 点 . 以 {f,: M -> M} 代表 由 y 
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产生 的 单 参 微 分 同 胚 族 , 则 f* 对 yy 的 作用 结果 w= fi'w 是 M 上 的 另 一 个 场 . 因 
为 里 奇 张 量 等 对 度 规 的 依赖 关系 有 微分 同 胚 不 变性 , 即 对 任意 微分 同 胚 f 有 
(Rl8])= Rs[f.g] [上册 式 (8-10-13) ], 所 以 作用 量 也 有 这 种 不 变性 , 因而 yw; 也 
满足 场 方程 , 也 可 看 作 丁 的 一 点 . 当 和 连续 变动 时 yw, 就 是 厂 上 以 4 为 参数 的 一 条 
曲线 . 以 X6, 代 表 此 线 在 yy 点 的 切 矢 , 现在 的 关键 问题 是 : X6 是 否 为 哈 氏 矢量 场 ? 
等 价 地 , 它 产 生 的 微分 同 豚 友 一 六 是 否 为 正则 变换 ?根据 式 (16-5-49) 或 (16-5-48)， 
这 也 等 价 于 : 六 上 是 否 有 函数 .74% 满足 
MO =.024s64X6， V (代表 变 分 的 ) 矢量 场 54? (16-5-51) 
计算 表明 [ 见 Ashtekar et al. (2001)] 下 式 成 立 : 
Dos64X2 = | -二 | oo] _ 8 ， (16-5-52) 
TS 
这 已 表明 满足 式 (16-5-51) 的 函数 .7% 的 确 存 在 , 它 就 是 


ee =- 人 0°0@, — TO. (16-5-53) 


上 式 包含 两 个 边界 项 , 其 一 为 视界 截面 项 , 其 二 是 无 限 远 截面 项 , 也 就 是 时 空 的 
ADM 角 动 量 .9 物理 学 中 的 角 动 量 本 应 是 矢量 , 只 当 谈 到 其 某 一 分 量 时 才 是 标量 . 
标量 .7 他, 右上 角 的 jp 标明 它 是 ADM 角 动 量 关于 所 选 的 渐 近 Killing 场 (时 空 渐 近 
无 限 小 轴 对 称 性 )4* 的 那个 特定 分 量 , 于 是 式 (16-5-53) 右 边 第 一 项 自然 应 被 解释 为 
(定义 为 ) 视 界 4( 关 于 无 限 小 轴 对 称 性 gr =y" |,) 的 角 动 量 , 因而 应 记 作 49, 即 


.10) = -去 | 9"0, . (16-5-54) 
8 Js 


注 12 上 式 的 积分 域 S 是 4 的 一 个 截面 , 取 法 非常 任意 . 如 果 另 取 和 截面 9, 积 
分 仍 一 样 吗 ? 后 面 ( 见 小 节 16.6.4 ) 将 证 明 : 任 选 一 个 截面 族 ( 记 作 族 1) 对 4 分 层 , 则 
各 层 的 积分 人 wo"w, 相等 ; 改 用 另 一 截面 族 ( 族 2 ) 分 层 , 则 各 层 的 积分 不 但 相等 , 而 
且 还 等 于 族 1 的 积分 . 因此 , 把 2 维 截面 $ 上 的 积分 [9"w, 称 为 3 维 4 的 角 动 量 (并 
记 作 .74 ) 是 合理 的 . 

式 (16-5-54) 表 明 视 界 角 动 量 .79 完全 由 ( 准 ) 局 域 几何 量 决定 . 只 要 知道 I 型 视 
界 上 的 局 域 几何 就 可 用 此 式 计算 7% .由 于 ww, 与 外 尔 张 量 C,, ”有 密切 联系 ( 见 命 


题 16-5-1), 我 们 期 望 /9 也 可 借 外 尔 张 量 的 适当 分 量 表 出 . 这 是 可 以 做 到 的 , 后 面 


@@ 式 (16-5-52) 只 能 把 J 确定 到 差 一 个 常数 的 程度 . 再 考虑 到 如 下 自然 要 求 : 静 态 轴 对 称 时 空 的 角 动 量 /中 
为 零 , 才 有 式 (16-5-53). 


。 172 ， 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


(命题 16-6-12) 将 证 明 式 (16-5-54) 也 可 等 价 地 表述 为 
1 
(人 一 Se 
J = | fm), (16-5-55) 


式 中 和 多, 是 外 尔 张 量 在 NP 标 架 的 第 2 分 量 [ 见 式 (16-5-31)], f 是 4 上 的 函数 , 定义 
为 纹 f =&,s9', 其 中 ,是 S 上 的 适 配 “ 面 元 ”[ 了 的 存在 唯一 性 见 命题 16-6-11(2) ]. 

由 式 (16-5-53) 及 (16-5-54) 得 

Td (16-5-56) 

既然 J 代表 视界 4 以 内 (黑洞 内 ) 的 准 局 域 角 动量 , 而 J 是 全 时 空 的 角 动 量 , 自 
然 应 把 -J 解释 为 介 于 4 和 无 限 远 之 间 ( 黑 洞 外 ) 的 时 空 区 域 .NV 内 的 准 局 域 角 动 
量 ， 

以 上 讨论 只 要 求 视 界 是 开 型 的 , 即 4 上 存在 反映 轴 对 称 性 的 矢量 场 p" , 并 不 
要 求 时 空 存在 任何 Killing 场 , 甚至 也 不 要 求 含 4 的 任何 4 维 开 集 上 有 Killing 场 . 
然而 , 如 果 含 4 的 某 个 4 维 开 集 上 有 Killing 矢量 场 几 (满足 加 1,=2") 则 还 可 把 
J 表 为 如 下 的 Komar 积分 :[ 尽 管 Komar 原文 只 涉及 时 空 质量 和 动量 (而 无 角 动 
量 ) 的 表达 式 , 人 们 仍 把 下 式 也 称 为 Komar 积分 . ] 


1 
(@) 一 cpad < 
JI) = ev 1 ， (16-5-57) 


详 见 命题 16-6-13. 

进一步 说 , 如 果 时 空 整体 存在 反映 轴 对 称 性 的 Killing 矢量 场 加 (满足 
=9”), 则 J 等 于 .JO 并 且 都 等 于 式 (16-5-57) 的 Komar 积分 (KN 时 空 就 是 一 
例 ). 这 时 式 (16-5-56) 给 出 .7 =0, 说 明 时 空域 .N 中 ( 即 黑洞 外 ) 的 准 局 域 角 动 量 为 
下 面 再 寻找 视界 能 量 的 定义 . 与 的 定义 手法 类 似 , 先 在 时 空中 选 定 一 个 代 
表 “ 时 间 平 移 对 称 性 ”的 矢量 场 1" ,准确 说 就 是 要 求 rf 满足 如 下 边界 条 件 : @ 在 二 
上 要 重合 于 某 个 时 间 平 移 渐 近 Killing 场 ，@ 在 4 上 应 是 工 型 视界 的 一 个 对 称 性 ， 

即 是 两 个 对 称 性 k* 和 gp" 的 线性 组 合 : 
{Abik’ -2 9", (16-5-58) 


其 中 4b,, 和 0 都 是 常数 .( 但 对 不 同时 空 可 有 不 同 常数 值 , 例如 , 从 物理 角度 考 
虑 ,0 对 施 瓦 西 时 空 应 该 为 零 而 对 Kerr 时 空 则 应 非 零 . ) 仿照 角 动量 的 讨论 , 以 
及 X64 代替 "及 X6, 则 现在 的 问题 是 : 4 是 否 为 哈 氏 矢量 场 ?等 价 地 , 厂 上 是 
否 有 函数 Fo 满足 
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DE hd 


WW» V6”? (16-5-59) 


从 式 (16-5-58) 出 发 的 计算 给 出 [ 见 Ashtekar, Fairhurst, and Krishnan(2000)]? 


648 =- Kd, — 6, + EO (16-5-60) 


Ko) 
式 中 44 = 人 sw 是 视界 面积 , EADv 是 用 +* 定义 的 ADM 能 量 , x =bk”w, (其 中 5 是 
bi 的 简写 ). 暂 令 K* =bk”, 则 

K?V,K" DPKV kK = Dkk" 一 (Day)K = RK’. 
K" 与 5 有关 而 5b( 实 为 bi,) 依 赖 于 x |,, 故 也 把 x 称 为 伴随 于 如 | 的 表面 引力 . 
现在 寻找 函数 E" 存在 的 充 要 条 件 . 首先 , 如 果 存 在 函数 E” 满足 式 (16-5-59), 就 可 


令 


Es Op 
与 式 (16-5-59)、(16-5-60) 结 合力 得 


6E% = on KdAs + (96,, (16-5-61) 


上 式 表 明 (8m Kon54 + 人 37 是 恰当 变 分 . 反之 , 如 果 (8) Kos5644 +42,6J4 是 恰 
当 变 分 , 便 存在 函数 EE 满足 式 (16-5-61), 从 而 存在 函数 满足 式 (16-5-59). 可 见 


3E” 满足 式 (16-5- -59) oid, + 256J4 是 恰当 变 分 . (16-5-62) 


矿 的 每 点 代表 一 个 时 空 度 规 , 而 不 同时 空 可 有 不 同 的 2, ,x&, 和 EW (如 果 存 在 )， 


所 以 这 三 个 量 J 作为 无 限 维 相 空 间 , 六 的 一 点 有 无 限 多 个 坐 
标 , 但 式 (16-5-61) 说 明 Cn ,Ki, 三 只 取决 于 机 和 几 这 两 个 坐标 . 所 以 在 这 一 问 
题 上 六 类似 于 2 维 流 形 . 仿照 恰当 微分 的 充 要 条 件 ( 见 上 册 推 论 5-1-6 ) 可 知 : 
(8mD Kiw544 + 25,674 是 恰当 变 分 当 且 仅 当 


a (16-5-63) 
23, “84， 

因为 及 2 都 由 | 决定, 所 以 上 式 是 对 | 提出 的 要 求 .满足 上 式 (因而 存在 
E? ) 的 fr 称 为 允许 的 (permissible) 时 间 演 化 矢量 场 . 请 注意 式 (16-5-61) 无 非 就 是 4 


上 的 第 一 定律 , 可 见 第 一 定律 正 是 x 为 允许 时 间 演 化 场 的 充 要 条 件 ! 


QD 该 文 的 计算 默认 角 动量 为 零 , 但 不 难 推 广 至 角 动 量 非 零 的 情况 . 
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现在 的 关键 问题 是 如 何 求 得 允许 时 间 演 化 场 * ,下面 介绍 Ashtekar and 
Krishnan(2004) 所 建议 的 方法 . 式 (16-5-62) 后 几 行 说 明 每 对 (4,J) Ry 
所 以 x 可 看 作 4 和 二 的 二 元 函数 , 记 作 (4,J) .相当 任意 地 指定 这 个 二 元 
蝴 数 的 函数 关系 , 便 有 映射 (4.7J)F> x ,再 由 k= bsk"@, 便 求 得 5 ( 因 kr@， 
已 知 ) 可 见 又 有 (4.7s)Hy bx, 另 一 方面 , 由 函数 关系 x (4,J) 求 出 偏 导 函 数 
8xkw/37 代 人 式 (16-5-63) 便 得 到 关于 待 求 函数 (2,(4,J) 的 偏 微分 方程 . 适当 选 
取 此 方程 的 一 个 解 & , 把 它 及 刚才 求 得 的 64, 一 同 代 入 式 (16-5-58) 便 可 求 得 一 
个 允许 时 间 演化 场 . 由 于 从 一 开始 选 定 二 元 函数 (4,J) 时 就 有 很 大 任意 性 ， 
按 上 述 思路 可 求 得 无 限 多 个 允许 时 间 演 化 场 . 自然 要 问 : 其 中 有 没有 一 个 是 与 众 不 
同 的 、 因 而 是 值得 偏爱 的 ?考虑 到 : 真空 稳 态 黑洞 的 事件 视界 应 作为 特例 包括 在 
(提醒 :我 们 已 约定 只 讨论 工 型 弱 孤 立 视界 , 而 且 其 上 没有 物质 场 , 故 言 真 
空 .) @ 真 空 稳 态 黑洞 只 能 是 Kerr 黑洞 , 就 可 找到 对 7x 的 唯一 的 自然 选择 ( 专 记 作 
如 ) 具体 做 法 如 下 . 
取 二 元 函数 Kk,(44,J)，, 要求 其 函数 关系 与 Kerr 时 空 的 表面 引力 x (作为 
Kerr 视界 面积 4 和 角 动 量 .7 的 函数 ) 的 函数 关系 相同 , 后 者 则 可 推导 如 下 : Kerr 质 
量 M 与 事件 视界 的 坐标 半径 x, 的 关系 为 上 = M+VM?-(J/MY》 [ 式 (13-3-D], 而 
1 -2-1) 可 为 4=47r[r”+(J/M)], 故 其 面积 半径 R 满 足 
2 =p ?+(J/MY ,两 式 结合 和 


[p14 2 
ane (16-5-64) 
2R 
再 与 Kx 的 表达 式 (16-1-3) 联 立 , 经 过 烦 而 不 难 的 计算 便 得 
R’ -47° 
sd = 一 一 天 -一 一， (16-5-65) 
2RIVR’+47? 
于 是 取 
4 2 
Ko(A,,7)= 0 (16-5-66) 


2R JR4+472 
以 此 0(44,J4) 充当 式 (16-5-63) 左 边 的 函数 k,,(44,J) ,通过 求解 方程 (16-5-63) 得 
到 的 02, 为” 


QD 式 (16-5-63) 是 个 关于 二 元 函数 40)(0447) 的 偏 微分 方程 , 其 通 解 可 表 为 式 (16-5-67) 右 边 加 上 一 个 . 的 任 
意 函 数 C(J,) .为 何 取 C(J) 为 零 ?Ashtekar and Krishnan(2004) 未 做 任何 说 明 . 
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D -2 
[把 Rs, 取 为 Kerr 的 R,J ,代入 上 式 所 得 的 2。 正好 等 于 Kerr 视界 的 角速度 , 满 
足 式 (13-5-3)]. 最 后 求 得 的 视界 能 量 为 


(16-5-67) 


RTA] > 
BE, ”其 中 RR 是 4 的 面积 半径 . (16-5-68) 
4 


上 式 的 EV 又 专 称 为 正则 视界 能 量 (canonical horizon energy), 亦 称 视界 质量 
(horizon mass), 并 记 作 M, = EW .把 式 (16-5-61) 的 全 部 t 取 为 4 便 得 


(16-5-69) 


(10) 43? 


3554 = Kk + 人 2 


这 就 是 弱 孤 立 视 界 (在 选 总 = 如 时 ) 的 第 一 定律 . 式 中 各 量 都 在 视界 上 ( 准 ) 局 域 地 定 
义 , 从 而 克服 了 传统 第 一 定律 中 4 和 0 在 视界 上 定义 而 M 和 .在 无 限 远 定义 的 重 
大 缺陷 . 


$16.6” 弱 孤立 视界 的 进一步 讨论 [选读 ] 


小 节 16.5.4 给 出 了 弱 孤 立 视界 的 角 动 量 .19) 的 三 个 表达 式 , 本 节 拟 对 其 中 的 

后 两 个 [ 即 式 (16-5-55) 和 (16-5-57)] 给 出 详细 证 明 . 弱 孤 立 视界 首先 是 类 光 超 曲面 ， 

类 光 面 上 的 几何 与 只 涉及 正定 度 规 的 歼 曼 几何 既 有 某 些 共性 更 有 许多 非常 不 同 的 

性 质 (姑且 称 之 为 反常 性 质 ), 后 者 特别 值得 引起 注意 . 可 以 说 , 类 光 面 4 的 种 种 反 

常 性 质 的 总 根源 是 时 空 度 规 g ,在 4 上 的 诱导 “ 度 规 ” 忆 , 的 退化 性 .利用 gw 在 NP 
标 架 {m", 元 ",1",k"}( 其 中 Kk“ 是 Kk” 的 延 拓 ) 的 表达 式 

Bap = Mam, + mm, -k,l, = (16-6-1) 


一 
0 


有 5 =i 8, = mams + min; (16-6-2) 


a ap’ 
其 中 i: 4->》M 是 包含 映射 , m; =i*m, .作为 3 维 流 形 4 上 的 张 量 场 , hh, 竟然 可 以 
只 由 两 个 独立 的 对 偶 矢量 场 (元 ; 和 rm ) 的 张 量 积 表 出 , 这 正 是 及 退化 性 的 明显 表 
现 . 虽然 $16.3 对 类 光 面 的 某 些 反常 性 质 有 过 介绍 , 但 是 , 为 了 证 明 上 述 两 个 角 动 量 
表达 式 , 同时 也 为 帮助 初学 者 更 深入 确切 地 了 解 类 光 面 的 反常 性 , 我 们 专 辟 两 小 节 
(16.6.1 和 16.6.2 ) 对 此 做 补充 讨论 .要 证 明 J8 的 表达 式 还 应 对 弱 孤 立 视界 的 对 称 
性 有 进一步 的 认识 , 小 节 16.6.3 专门 为 此 而 设 .有 了 以 上 基础 ,就 可 在 小 节 16.6.4 中 
详细 介绍 J 的 两 个 表达 式 的 证 明 . 
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16.6.1 类 光 超 曲面 上 的 适 配 “ 面 元 ” 


证 明 器 孤立 视界 第 零 定律 (命题 16-5-4 ) 的 关键 量 是 sw =i 页 ;入 m;, 它 是 3 维 流 
形 4 上 “ 切 于 ”4 的 2 形式 场 ,满足 .Ze,=0, 而 且 在 4 的 任 一 截面 (S,g，,) 上 的 限 
制 正 是 与 9 适 配 的 面 元 , sw 的 这 些 性 质 早 在 命题 16-5-2 之 前 就 已 给 出 , 本 小 节 补 
充 其 证 明 . 

命题 16-6-1 设 4 是 时 空 (M,gw) 中 的 任意 类 光 超 曲面 (不 一 定 是 非 涨 视 
界 ) 刀 是 4 上 的 任 一 (处 处 非 零 的 ) 类 光 法 拓 场 ,8 是 4 的 任 一 截面 5( 相 应 的 包含 
映射 为 i : S 一 >4)，gs 是 gi 在 S 上 的 诱导 度 规 , 则 A 上 存在 唯一 的 2 形式 场 Es 
满足 

(a) k's,, =0; 

(b)z sw ( 即 es 在 S 上 的 限制 ) 是 与 q, 适 配 的 面 元 . 

证 明 本 证 明 要 借用 标 架 场 , 但 标 架 场 的 定义 域 一 般 不 能 覆盖 整个 4 , 所 以 
我 们 先 局 域 寻 找 Ej， 再 “ 拼 成 ” 定义 在 4 上 的 (全 局 的 ) 5 场 . 设 {4} 是 4 的 一 个 
开 履 盖 , 在 每 一 上 和 的 某 4 维 邻 域 上 可 定义 NP 标 架 场 fm”, 加",1*,k"}, 则 A 上 的 2 
形式 场 


Ew 二 1725 A ms (16-6-3) 


显然 满足 条 件 (a). 下 面 验证 它 也 满足 条 件 (b). 记 S_=Sm4 , 设 {x",y"} 是 (S,,g,,) 
上 的 正 交 归 一 标 架 场 , 则 x", y* 因为 切 于 5S 而 切 于 4. 考虑 到 jm", 所" 虽然 切 于 4 却 
未 必 切 于 5S, 可 知 x” 和 y* 的 NP 标 架 展开 式 应 各 含 三 项 : 


X= am |s, +am’ |s, +Ak’® | , y° =bm’ 07 ls, +Bk ls ， (16-6-4) 
其 中 a,b 是 S, 上 的 复 标量 场 ，4,B 是 S, 上 的 实 标量 场 . 由 正 交 归 一 性 


Eap 网 We = Bap ls ] =1， Bap 网 x =0 


得 
1 
dl=|0 = 天 ， ab +ab=0, 16-6-5 
lal=|2| 2 ( ) 
其 通 解 为 
1 i 1 io 
d=—=e", b=+——e’, OeR. 16-6-6 
万 万 E09 


(D 4 的 截面 仍 定义 为 4 上 与 每 一 类 光 测 地 线 相交 且 只 交 一 次 的 2 维 类 空 曲 面 . (这 种 相交 一 定 不 会 相 切 , 否则 
曲面 的 类 空 性 会 导致 测 地 线 为 类 空 这 一 矛盾 .) 为 避免 可 能 出 现 的 微妙 情况 , 我 们 要 求 4 的 拓扑 为 M? x 及 ,其 中 
M7? 代表 任 一 2 维 流 形 . 以 下 凡 涉 及 类 光 超 曲面 时 都 适用 此 脚注 . 
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为 验证 面 元 i 8 与 qs 适 配 , 只 须 证 明 i*e, 在 {x",y"} 的 唯一 独立 非 零 分 量 
(is'a)wx"y" = 十 1. [ 见 式 (5-4-1) , 正 负 号 取决 于 所 选 {x*,y"} 与 S$, 上 的 诱导 定向 的 
关系 .] 


pb A 三 i 三 
(ey i(i;m; — mams x y” =i(R,m, — m, mm, x , 


其 中 第 一 步 是 因为 i'e,, 是 sy 在 8$ 上 的 限制 ( 即 拉 回 ) 及 如 ,加 切 于 8 ,第 三 步 是 因 
为 所 ;m4 = 六 (而 ,1 ) 是 坝 ,ms 在 4 上 的 限制 及 x",y* 切 于 4. 把 式 (16-6-4) 代 入 上 式 并 
利用 式 (16-6-6) 便 得 
(ive),,x"y =i(ab -ab)=+1. (16-6-7) 
可 见 6 =iWt; 入 1s 的确 是 4, 上 满足 条 件 (a), (b) 的 2 形式 场 . 
为 了 证 明 这 样 局 域 找到 的 sw 可 “ 拼 成 ”一 个 定义 在 4 上 的 &, 场 , 只 须 证 明 如 
下 结论 : Vp e 4, 设 p 属 于 {4,} 的 若干 元 素 (4 的 开 集 ) 的 交集 4, 则 这 些 开 集 在 p 
点 给 出 的 sw 都 相同 . 这 些 开 集 上 的 4 标 架 场 {m”, 克 ,1",k"} 在 4 上 诱导 出 3 标 架 场 
{4", 而 ,kK"} ,其 对 偶 标 架 场 为 {万 ;,ms,-1;} ,无 论 用 哪个 开 集 找 出 的 E， 都 可 借 此 展 
开 为 
Ea = 612s \ ms 一 2o310 Nl; — Ela 人 Mm; . (在 4 上 ) 
2 满足 条 件 (a) 导 致 0= 尼 Eco = -6ysm; 十 与 而， 由 此 得 B = 电 =0, 从 而 有 
2 = E11; A 1; . (16-6-8) 
5 满足 条 件 (b) 则 导致 (iv*e),,x"y* =+] ,仿照 式 (16-6-7) 的 推导 过 程 得 
+l= (se)x =x =e,(ab -ab)= +ie,, 
其 中 末 步 用 到 式 (16-6-6). 上 式 给 出 &，=i, 代入 式 (16-6-8) 便 得 
5p =17; Nm; . 
用 任 一 开 集 找 出 的 sw 都 可 表 为 上 式 , 因而 在 4 上 相等 .这 样 就 在 整个 4 上 拼 成 一 
个 满足 条 件 (a), (b) 的 2 形式 场 sw .而且 由 这 一 论证 易 见 这 个 <， 是 唯一 的 . 口 
注 1 作为 3 维 流 形 , 4 上 有 很 多 体 元 (3 形式 场 ). 但 因 A 上 的 “ 度 规 ” 有 ,退化 ， 
无 法 从 众多 的 体 元 中 挑 出 偏爱 的 一 个 . 然而 用 及, (和 Jk") 却 可 在 众多 的 2 形式 场 中 
挑 出 特殊 的 一 个 , 这 就 是 上 面 的 sm, 它 在 任 一 截面 上 的 限制 正 是 该 截面 的 适 配 面 
元 , 所 以 不 妨 把 它 称 为 4 上 的 适 配 “ 面 元 ”. 存在 适 配 “ 面 元 ”是 类 光 面 的 反常 性 
的 一 个 重要 表现 . 
命题 16-6-2 ”以 下 三 个 结论 对 满足 命题 16-6-1 的 4,K", 成立: 
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() 设 "是 切 于 4 的 矢量 场 , 则 gv =0 的 充 要 条 件 是 4 上 有 函数 5 使 


下 
(2) SOs (16-6-9) 
(3) O, =0 > (de),s. =0 


证 阴 

(1) 条 件 的 充分 性 是 显然 的 , 下 面 证 明 必 要 性 . 用 反 证 法 , 设 &v =0 但 不 能 
写成 Gk“ 的 形式 , 则 3 pe A 使 "|,zGk*|, Ve e 民 . (特别 地 ,这 保证 y*|,z0.) 于 是 
由 推论 11-1-2( 中 册 §11.1) 可 知 v |, 类 空 , 故 有 i :5S 一 4 使 v0"|, 切 于 截面 S$, 从 而 
对 pp 点 的 、 切 于 S 的 任 一 矢量 了 ?有 


DZ | 到 全 =E(is.O |,) A = EpU" | xX" =0， 


再 由 XX” 的 任意 性 便 得 
Ués =0， 其 中 =v |,, 6 =is 5: (16-6-10) 
因 w 切 于 S, 且 AE, 也 “ 切 于 ”S, 故 上 式 实质 上 是 个 2 维 问题 .注意 到 gq, = 有 有 ， 
可 知 u，=qwu 是 p 点 切 于 5S 的 2 维 切 空间 上 的 1 形式 ,其 对 偶 形式 按 式 (5-6-1) 应 
为 (0 =u”é,, 故 
式 (16-6-10) 之 (WW), =0 > u,=0 = vv |,=0, 


与 v"|,0 矛 盾 . 
(2) 设 U 二 A 是 MM 的 开 集 ,{m",",1",k"} 是 U 上 的 局 域 NP 标 架 场 ,其 中 "是 
"的 类 光 测 地 延 拓 , 则 4 维 体 元 E, ,在 此 标 架 的 非 零 分 量 
21234 二 Eapca “Fl ke" = Sui(ierezeiey )=i, (16-6-11) 
其 中 第 二 步 用 到 NP 标 架 与 正 交 归 一 标 架 {ef,e?,es,e?} 的 关系 , 即 式 (8-7-1). 由 式 
(16-6-11) 得 
EU = Es, Am, A(—k) A )=im, Am, Ak.AL,, (16-6-12) 
故 
ep k” =i[(m, Am,) ANAK NK’ =im, Am,, (16-6-13) 
与 6 =izm; 人 ms [ 式 (16-6-3)] 联 立 得 
s, =i(s,, lk’). (16-6-14) 


上 式 是 4 上 的 张 量 场 等 式 , 沿 " 求 李 导 数 给 
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LE = [i (aocal )]= i DO i[(A eo )k® + Eapcd (%I NK"] ， 
(16-6-15) 


其 中 第 二 步 用 到 名。 六。 名 [ 式 (16-3-10)], 第 三 步 用 到 家 大 = 0 
对 U 上 的 4 维 标量 场 等 式 g ,Kk"1’ =--] 两 边沿 E" 求 李 导 数 又 有 
+h, lr, (16-6-16) 


0=(%gas)k D+ goak" Ll =(V,k, + Vb) +hLl = -Kp 
[其 中 第 三 步 用 到 kV k=1V,(KkE)/2=0 以 及 KVE=kk.] 令 =s_Z1， 
ba b a a'b (Kk) b k 
则 由 式 (16-6-16) 得 
Ki =hkD =6Lm + Lm + oh + LE)=-D, 
故 
Hl =L =Lm +Lm ral + LE’. (16-6-17) 


不 难 证 明 (练习 ) 名 sswy = (Vk )sspwy, 把 此 式 及 上 式 在 4 上 取 值 再 代入 式 (16-6-15) 


得 
Ze lV 帮 ) -Ki (ea k’ +L | i (eam kk )+L | i(e,, mk’). 
(16-6-18) 


-i(m,h 一 km,) ,再 利用 ik =0 便 有 


第 三 项 也 为 零 . 于 是 


仿照 式 (16-6-13) 的 推导 又 可 得 & ,mk 
(ajoam kk")=0, 故 式 (16-6-18) 右 边 第 二 项 为 替 , 同 理 可 证 


Le =[(V Kk')), -Kn]i (ccal'k")=[(g “8B,) | Kn] €6 = OF 1 2 = A ， 
其 中 第 二 步 用 到 B=Vjk, 及 式 (16-6-14), 第 三 、 四 步 依 次 用 到 式 (16-2-39) 和 


各 须 证 明 


(16-3-35). 
(3) 证 明 留 做 习题 . 提示 :由 第 5 章 习题 6(a) 得 .Ze =k(de),， ,再 由 本 命题 之 
和信 


(2) 又 得 .Hs =0 字 0 =0, 故 欲 完 成 本 习 


k'(de),, =0 © (de),,. =0, 
口 


其 中 生 是 显然 的 , 而 之 则 可 借 4 上 的 局 域 标 架 场 {er =",e?,e?} 证 实 . 
以 上 两 个 命题 对 任意 类 光 超 曲面 A 成 立 . 如 果 4 为 非 涨 视界 , 则 介 , =0, 由 命 
题 16-6-2(2) 便 可 得 出 .Ze =0( 面 积 不 变 ) 的 结论 . 此 外 , 当 4 为 非 涨 视界 时 还 可 在 
其 上 定义 适 配 寻 数 算 符 安 , 下 述 命题 说 明 GE ， 必定 为 零 . 
命题 16-6-3” 非 涨 视界 4 上 的 适 配 “ 面 元 ”g ,满足 
Fe, =0. (16-6-19) 
证 明 设 {eg= 有 ,ee 人 是 4 上 切 于 4 的 局 域 标 架 场 , 满足 
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guele = gee =1, Suefe =0， (16-6-20) 
则 sw 可 用 对 偶 标 架 场 {e?,e,, eis} 展开 为 
6 = Eve Ne +Ewe MO? + Ee Ne = eel Ae, (16-6-21) 
其 中 第 二 步 是 因为 k*e, =0 导 致 so1=s0y=0. Vpe4, 令 5 为 会 p 且 与 e?|,, es|, 
相 切 的 截面 , 则 {er |,,e? |,} 构 成 5 在 p 点 的 切 空 间 的 正 交 归 一 基 , 其 对 偶 基 为 
{ess,is |,}, 故 由 命题 16-6-1(b) 可 知 i,"e |,=is'(e@, 作 @@)|, (适当 安排 er,e? 的 顺 
序 总 可 消除 等 号 右边 原 有 的 土 号 ), 与 式 (16-6-21) 结 合 便 知 6&1,|,=1. 再 由 p 的 任意 
性 便 得 
A (16-6-22) 
从 es 三 Kk" 出 发 ,利用 式 (16-5-16) 又 有 
Nes = Hk" = ,Kk" = ,es, (16-6-23) 
下 面 要 用 到 Se” (w =0,1,2) 的 表达 式 , 它 包 含 三 个 (0,2) 型 张 量 场 Be0, Gel, Gye2， 
统一 记 作 7%, 即 7%= 统 er ,可 用 {es,es,es} 展 开 为 
Aer = 了 =TYefer=00e ， 其 中 024 =TYef . (16-6-24) 
用 统 作 用 于 eres = 67 ,利用 式 (16-6-24) 得 一 等 式 , 再 缩 并 e? 便 给 出 
Hep = 一 42ppex (16-6-25) 
[从 上 式 可 以 看 出 29 其 实 就 是 (4, 久 ) 上 的 联络 1 形式 , 即 §5.7 的 ws",, 因 为 由 式 
(5-7-3) 和 (5-7-4) 可 推出 Vi(epg)”=-@s"es .] 取 式 (16-6-25) 中 的 DB 为 0 并 与 式 
(16-6-23) 比 较 又 得 
020 =— 0%, 1 0, 1) 
代入 式 (16-6-24) 便 有 
Se =-We tel, He,= 0). (16-6-26) 
由 式 (16-6-2) 可 以 证 明 (习题 ) 
jp = Cevel ， (16-6-27) 
代入 久 =0( 久 与 h 适 配 ) 得 
0=%(6,0,0)=6, (Hes)e + oe Qe 


ja 


国 PO A 站 k Ry ey 
= Oy deaes + Oy dies = (Oo + Orb2ic)eses ， 


ja c 
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故 6.62。+642% =0. 依 次 令 i=j=1 及 i= j=2 给 出 


(2.=0, .02 =0. (16-6-28) 
于 是 
Res =29 (Ge) = 2 Ra,)e +20, Ne? 
=20..6%0 +20,022e =2(02. + 022 )eser =0， 
其 中 第 一 、 三 、 五 步 依 次 用 到 式 (16-6-22)、(16-6-26)、(16-6-28). 口 


在 结束 本 小 节 前 先 证 明 一 个 非常 有 用 的 引 理 . 
引 理 16-6-4 设 4 是 时 空 (M,g,) 中 的 类 光 超 曲面 , k=(3/4)" 是 任 一 类 光 
法 矢 场 , 选 4 的 零 值 使 所 有 等 4 面 的 集合 1S(4)} 构成 4 的 一 个 分 层 , ” 则 对 A 上 
的 任 一 2 形式 场 ,有 
d 


了 son 人 = | ,Sp (16-6-29) 


证 明 设 {p,: 4 下 民 是 kr=(9/94)* 产 生 的 单 参 微分 同 且 族 , 如 能 证 明 
br 全 Hap ， (16-6-30) 


则 从 下 式 可 知 本 引 理 证 毕 : 


d 1 1 
三 首富 加 Ee 
dA Js) Fab A AL (Fs Ha [, 人 pu ) lim A Js) (pm Hap ~ Ha ) 


,二 ， 
-| lim 和 TO Hap Ry Hs) = 人 A Hap 


SCDAL30 
所 以 余下 的 任务 就 是 补 证 式 (16-6-30). 在 菜 层 上 选 局 域 坐 标 9,@ 并 用 类 光 母 线 的 
带 至 4 上 , 则 {x "=h4,xi=0,x?=9} 是 4 上 的 局 域 坐标 系 ,而 且 任 一 S(4) 上 的 
“(0/06)” 和 (06/09) 都 切 于 S(4). 把 J1= An 用 此 系 的 对 偶 基 拓展 开 得 
HA=jd0O 人 dp+d4Aw， 其 中 太 =A， =uUd0+ do9. 

由 于 d4[ 作 为 等 4 面 5S(4) 的 法 余 矢 ] 在 S(4) 上 的 限制 为 零 ,所 以 | ，d4 和 人 a=0, 因 
而 上 op= 人 AdgAdp .此 式 的 SC) 改 为 8S0Q+AH) 当然 也 成 立 , 于 是 欲 证 式 
(16-6-30) 只 须 证 明 


加 此 分 层 还 应 满足 :(a) 所 有 S(4) 都 同 胚 于 某 个 紧 致 的 2 维 流 形 ; (b) je 的 每 一 不 可 延 积分 曲线 与 每 一 S(4) 
有 且 仅 有 一 个 交点 ; (c) k" 不 切 于 任 一 S(4). 
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人 yagAdp= 人 Pu (fdO ANd) + pa (dA A)]. 6630) 

上 式 右 边 的 pi"(d4 入 Q) 可 借 式 (4-1-8) 疏 号 为 p,,'(d4) 入 PQ ,而 
Pa (d4)=d(pa 4)=d4+A4)=d4， 
[第 一 步 用 到 式 (15-7-7), 即 对 多 : NM 及 M 上 函数 屎 有 dGw"P)=w(dF); 未 步 
是 因为 A4 是 常数 .] 故 
人 Pu (d4^o)= 人 Pu (MA pu = 人 aa 和 Pua ax=0， 
其 中 末 步 仍 是 因为 d4 在 S(4) 上 的 限制 为 零 .可见 欲 证 式 (16-6-31) 只 须 证 明 
人 yagAdp= 人 Pu (f dO Adp). (16-6-31") 

上 式 左边 的 是 3 元 函数 /(4,0,9) 在 自 变 量 取 值 为 14+A4, ,go 时 的 值 , 故 由 形式 
场 的 积分 定义 可 知 


(16-6-31) 左 = | dg | LEAL OD 
(6-631) 右 = | (ou f)(pudO) (pxdg) 


(pu /ao ndp= |a9|f (+A 0,9)d0, 


S(4 
其 中 第 一 步 用 到 上 册 式 (4-1-8); 第 二 步 用 到 式 (15-7-7) 以 及 pw*0=0, pu'p=9; 
第 三 步 是 因为 
(pa f)|,= fl VpesS(h). 

于 是 式 (16-6-31)[ 因 而 式 (16-6-30)] 得 证 . 口 

注 2 取 j4 为 6 , 则 式 (16-6-29) 同 (16-6-9) 结 合 立即 给 出 式 (16-4-1). 这 可 看 
作 命 题 16-4-1 的 另 一 (基于 李 导 数 的 ) 证 明 . 
16.6.2 “ 度 规 ”和 适 配 “ 面 元 ”的 广义 逆 

本 小 节 介 绍 甩 ,和 6 的 广义 “ 逆 ”. 这 一 知识 虽然 在 下 面 并 不 直接 用 到 (因而 
急于 往 下 阅读 的 读者 可 以 跳 过 ), 但 对 于 理解 类 光 面 的 反常 性 质 却 有 裤 益 . 

hs =ig,s =8,s 和 sn 都 是 4 上 的 张 量 场 . hs 由 于 退化 而 无 递 , 但 不 妨 把 4 上 
满足 


ho hh =h, (16-6-32) 
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的 h” 称 为 有 ,的 广义 遂 . 此 北 很 不 唯一 , 因为 如 果 有 是 广义 逆 ， 
则 
hs=h”+v 人 Kk”) (其 中 wv 是 切 于 44 的 任 一 矢量 场 ) 
也 是 . 在 Ashtekar and Krishnan(2004) 中 , ke” 的 膨胀 0 站 就 是 用 je 按 下 式 定 义 的 : 


Qs := jwV 硬 (选任 一 广义 逆 都 得 同一 入 ) (16-6-33) 


此 定义 与 本 书 小 节 16. 3. 3 借用 延 拓 的 定义 一 致 

设 是 切 于 类 光 面 4 的 矢量 场 , 用 及 降 指 标 得 v= 有 hv .如 果 甩 ,是 度 规 (不 
退化 ) 自然 有 v =h”v, ,其 中 hh 是 有 ,之 逆 . 然而 ,由 于 有 ,退化 ,其 广义 逆 h2e 有 
无 限 多 个 , 故 v” = 有 hv 一般 不 对 , 代 之 而 成 立 的 公式 见 如 下 命题 . 

命题 16-6-5 设 h” 是 及 ,的 广义 逆 , 则 对 切 于 4 的 任 一 矢量 场 J 有 A 上 的 标 
量 场 几 使 

v0” = 有 hv + Uk"， 其 中 ,= 有 hv”. (16-6-34) 

证 明 习题 . 口 ] 

注 3 对 符号 ,应 该 小 心 ,因为 它 既 可 能 代表 及 vw"( 如 上 式 ) 又 可 能 代表 g ,1 ， 
两 者 不 等 . 作为 一 个 极端 的 例子 , 我们 来 看 "=K" 的 情况 . 这 时 显然 g,k* 关 0, 但 
由 式 (16-6-27) 却 有 


h,k”=0. (16-6-35) 
再 讨论 适 配 “ 面 元 ”6 .仿照 式 (16-6-32), 我 们 把 满足 
Se (16-6-36) 


的 ae” 称 为 6 的 广义 “ 逆 ”. 广义 “ 逆 ”a? 不 但 存在 ,而 且 很 多 . 下 述 命题 描写 多 
到 什么 程度 . 
命题 16-6-6 若 上 "是 sn 的 广义 “ 北 ”, 则 上 sm 是 6 的 广义 “ 逆 ” 的 充 要 条 
件 是 4 上 有 切 矢 场 u" 使 
Ee =e®* + vk). (16-6-37) 
证 明 
(A) 充 分 性 . 由 式 (16-6-37) 及 [se ,=0 得 


ed _ cd ] cpd cd\y_ cd _ 
cuoEidE = EEpaE + EaEsalV kK’ 一 下) = e625" 一 mb， 


可 见 e' 人 也 是 广义 “ 谤 2? 
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(B) 必 要 性 . 设 e ”也 是 广义 “ 北 ”, 令 p=e%-e*%, 则 eejjB”=0. 取 A4 上 
的 局 域 标 架 场 fk",x",y"} (要 求 x?,y” 切 于 4 目 gx'x =gy"y =1, gx y=0) 
仿照 式 (5-1-6) 可 把 PB 展开 为 
B® = Cok 上 *G> ykel 十 CR 
代入 ssB”=0 并 利用 k"e,,=0 得 Cs, s,sx*y" =0. 再 利用 
Be | bp0， vpe4  ( 稍 后 将 补 证 ) (16-6-38) 
便 得 C=0, 因 而 Bw”=vtk, 其 中 v =Cx +C,y”. 
最 后 补 证 式 (16-6-38). Vpe 4 令 4,=ex |,,B,= eyy” |,, 则 
2(g082ax yy" )|,= A, 和 B,. 
如 能 证 明 4,, B,,li|, 三 者 线性 无 关 , 则 {4,,B,,l;|,} 构成 pp 点 的 一 个 对 偶 基底 ,于 是 
A 入 B, [作为 p 点 的 (0,2) 型 张 量 组 成 的 空间 的 一 个 基 笑 ] 必 定 非 零 ,从 而 式 
(16-6-38) 成 立 .为 证 4,B,,1; 1, 线性 无 关 , 可 设 3Q,p,ye 民 使 44,+ PBB,+yl;|,=0， 
以 k"|, 缩 并 得 y=0, 故 QA4,+pBB,=0, 即 se,(ax +By*)|,=0, 于 是 命题 16-6-2(1) 
保证 3ce 取 使 
CO +D |,= 6k" |,, 


表 由 x?|,,y” |,,K”|, 的 线性 无 关 性 就 有 Q==0. 这 就 证 明了 4,B,,l;|, 线 性 无 关 . 


口 
命题 16-6-7 设 e” 是 6 的 广义 “ 逆 ”, 则 对 4 的 切 矢 场 * 有 A 上 的 标量 场 6 
使 
UV” =E”Q,+Gk"， 其 中 ,= EU". (16-6-39) 
证 明 习题 .提示 :利用 命题 16-6-2(1). 口 


16.6.3” 弱 孤立 视界 上 的 无 限 小 对 称 性 


本 小 节 拟 在 小 节 16.5.4 简介 对 称 性 的 基础 上 做 进一步 研究 . 

任 一 广义 歼 曼 空间 (M,gw) 上 的 全 体 对 称 性 构成 群 , 此 即 等 度 规 群 . 等 度 规 群 
G 的 李 代数 多 称 为 等 度 规 李 代数 , 其 每 一 元 素 都 是 (M,gw) 上 的 Killing 矢量 场 . 
虽然 弱 孤 立 视 界 (44,[K]) 由 于 “ 度 规 ”退化 而 谈 不 上 Killing 矢量 场 , 但 其 很 像 
Killing 矢量 场 [ 当 k” 完备 时 , 它 产生 的 单 参 微 分 同 胚 群 的 每 一 群 元 都 是 一 个 对 称 
性 ( 见 命题 16.5.5 )], 因而 可 被 称 为 (4,[k])) 上 的 一 个 无 限 小 对 称 性 . 一般 地 
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说 , (4[K]) 上 的 无 限 小 对 称 性 可 定义 如 下 : 
定义 1 弱 孤 立 视界 (4[k]) 上 的 矢量 场 ? 称 为 一 个 无 限 小 对 称 性 , 若 它 产生 
的 单 参 微分 同 胚 族 {p,} 的 每 一 元 素 p, 都 满足 如 下 的 “三 保 ” 条 件 [ 见 式 (16-5-46)]: 


(a)2 hss = hrs, (b)pr ,=0,, (DO =c(Dk’, (16-6-40) 
其 中 c(0) 为 4 上 的 非 堆 常 数 , 但 可 因 / 而 异 . 
由 李 时 数 的 定义 自然 有 
Pirhy=h, Hh, =0, pw,=0, HL0,=0, (16-6-41) 
而 且 上 两 式 在 一 改 为 所 后 也 成 立 (请 读者 自 证 ) 然而 ,221e 是 否 为 零 的 问题 却 要 


复杂 一 些 . 首先 证 明 如 下 命题 : 
命题 16-6-8 设 儿 产生 的 单 参 微 分 同 胚 族 {fp} 的 每 一 元 素 D 都 满足 式 
(16-6-40), 则 Be 民 使 | 


(a) Gk =Bk", (bj 人 =e 人， (16-6-42) 
证 明 由 jp, 是 对 称 性 可 知 pf” =c(t)k", 即 
| Pek)= ek l, vped. (16-6-43) 
从 上 式 得 
Prrsr Ck’ | 210)) = c(t +s) |,. (16-6-44) 


令 p'=p， (Pp), 则 
prss (Pp)=(p,°p,) (p)=(p, "op, Np)=p, "(pp) =p i (p), 
将 式 (16-6-43) 的 1 及 p 分 别 改 为 8s 及 p' 便 有 
Po 0p) = CS lp 
再 以 p,, 作 用 于 上 式 两 边 , 注意 到 pop,, =(p,。p,), = Piss 及 式 (16-6-43), 又 得 


(16-6-45) 


Ps | 710p)= (Spek | 


pp)) = C(s)c(DK® |, (16-6-46) 
与 式 (16-6-44) 对 比 可 知 

c(t+5)=c(t)c(s) 对 参数 取 值 范围 内 的 任意 1,s 成 立 . 
上 式 是 二 元 函数 等 式 , 在 s=0 处 对 s 求 偏 导 数 给 出 c'(1)= -Bic(D ,其 中 B.=-c(0). 
由 pk” =c(1)k" 不 难看 出 c(0)=1 ,再 以 此 为 初 值 求解 常 微分 方程 c(t)=-B,c(1) 得 
c(t1)=e ,由 此 便 得 式 (16-6-42b). 注意 到 六 =D， ,由 李 导 数 定义 又 得 式 
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(16-6-42a). 口 
基于 上 述 讨论 , 我 们 找到 弱 孤 立 视界 上 无 限 小 对 称 性 的 等 价 定义 : 
定义 2 弱 孤 立 视界 (4,[K]) 上 的 矢量 场 &* 称 为 一 个 无 限 小 对 称 性 , 若 


(a) Zh =0， (b) 0@, =0，(C) .k=Bsk”, 其 中 Bs 为 4 上 的 常数 . (16-6-47) 


”显然 是 一 个 无 限 小 对 称 性 , 因为 式 (16-5-4) 及 (16-5-42) 分 别 给 出 Yh,=0 
及 %w,=0, 而 .k=0 则 表明 Kk" 也 满足 式 (16-6-47c). 事实 上 , k" 是 无限 小 对 称 
性 的 最 简单 、 最 重要 的 例子 . 

不 难 证 明 ( 习 题 )(4,[k]) 上 的 全 体 无 限 小 对 称 性 £" 的 集合 是 矢量 空间 , 再 以 矢量 
场 对 易 子 为 硅 括 号 便 成 为 李 代数 , 称 为 (4,[K]) 的 对 称 性 李 代数 , 记 作 .9 . 因为 不 少 
弱 孤 立 视界 的 "都 不 是 完备 矢量 场 (其 类 光 母 线 的 参数 取 值 范围 不 能 遍及 全 恨 , 例 
如 图 16-3), 所 以 要 注意 区 分 Kk 完备 和 "不 完备 这 两 种 情况 . 这 时 有 必要 回忆 广义 
黎 曼 空间 (M,gw) 的 对 称 性 的 有 关 结 论 . 仍 以 G 和 多 分 别 代 表 (M,g,,) 的 等 度 规 群 
和 等 度 规 李 代数 , 以 .多 代表 (M,g。) 上 全 体 Killing 场 的 集合 , 则 由 定理 G-7-1( 中 册 
附录 G ) 可 知 : 当 每 一 Killing 场 都 是 完备 矢量 场 时 多 = .9Z ( 李 代 数 同 构 ), 故 


dimG=dimS9g=dim%; (16-6-48) 
当 Killing 场 不 都 完备 时 多 己 .Y, 图 #. 究 (8 图 是 . 罕 的 真子 代数 ), 故 
dmG=dim2G <dim.z . (16-6-49) 


类 似 地 , 若 以 G4 代表 由 (4,[X]) 的 全 体 对 称 性 构成 的 李 群 , 则 当 k" 不 完备 时 也 
有 dimG,<dim. . 以 下 只 讨论 dim.72 

如 eE.9 称 为 保 母 线 无 限 小 对 称 性 , 若 6* 的 积分 曲线 与 母线 重合 .以 FC 
代表 全 体 保 母线 无 限 小 对 称 性 的 集合 , 则 当 c 为 常数 时 显然 有 cf e.%. 但 是 .9% 的 
元 素 未 必 都 可 表 为 ck", 因为 也 可 能 在 4 上 存在 函数 了 使 fk" 是 无 限 小 对 称 性 ,从 
而 有 fk"e.FH; 又 由 于 .9 的 元 素 必 取 fk 的 形式 ,所 以 .FH={fk*e.9}. .显然 
是 .9 的 子 代 数 , 更 有 其 者 , .9 其实 还 是 .9 的 理想 , 因为 下 式 表明 它 满足 理想 的 定 
义 ( 见 $G.3 定 义 4): 


[S, fk = (SK )= fk +hk Gf =(Bef + Hf EF, Ve EY, fh eH. 


其 中 第 三 步 用 到 式 (16-6-47c). 
利用 理想 .9% C.F 就 可 构造 商 代数 ( 见 定理 G-3-4).=.9 /1.9 . 注意 到 
dim.F = dim.%+dim.9, 
为 求 dim.7 只 须 分 别 求 得 dim.% 和 dim.92 . 先 看 .多 ,首先 要 再 清 当 函数 f 满足 什 
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么 条 件 时 才 有 ke e.%? .由 于 fk*e.9 的 充 要 条 件 是 式 (16-6-47), 即 
(a) - 鸡 和 =0，(b) 0,=0，(c) kKk"=Bak", 其 中 BA 为 4 上 的 常数 (16-6-50) 
所 以 只 人 须 逐 一 查 明 上 式 的 三 个 式 子 对 f 各 给 出 什么 限制 . 式 (16-6-50a) 不 提供 任何 
限制 , 因为 由 下 式 可 知 -2 加 自动 为 零 : 
CA)=2 f ho Dk’ +2k ho Hf =2f hok’ wm, =0， 
其 中 第 一 步 用 到 Qh =0 ,第 三 、 四 步 都 用 到 kh,=0 [ 式 (16-6-35)]. 再 看 式 
(16-6-50c). 由 该 式 得 Bak” = 多 (fk")= 一 kK".%f, 故 
妥 =-BA = 常数 . (16-6-51) 
这 就 是 式 (16-6-50c) 对 给 出 的 限制 . 最 后 , 式 (16-6-50b) 导 致 
0=% Oa = d。 Ce) 十 (do), kf =d,(fx ch) = LT ， (16-6-52) 
其 中 第 二 步 用 到 第 5 章 习题 6(a), 第 三 步 首先 用 到 ii = 大 Kw) [ 式 (16-5-18)], 然后 用 
到 式 (16-5-33) 及 ke, =0, 第 四 步 用 到 第 零 定 律 . 
对 非 极端 的 弱 孤 立 视界 有 Ki 关 0, 故 式 (16-6-52) 要 求 久 f=0, 即 f 在 4 上 为 
常数 , 于 是 .79={ck“|ce 民 } ,因而 dim. 四 =1. 然而 极端 弱 孤 立 视界 的 Kb =0, 使 式 
(16-6-52) 成 为 恒等式 , 因而 式 (16-6-50b) 对 了 并 不 给 出 任何 限制 , 于 是 式 (16-6-50) 


对 了 的 唯一 限制 表现 为 式 (16-6-51). 作为 4 上 的 函数 ，f 在 每 条 母线 y(4) 上 诱导 
出 一 元 溃 数 /(4) ,其 导 函 数 


df(4) 0 a C 
YW. -( 苔 ] gf = gf = [ 末 步 用 到 式 (16-6-51)] 


故 
f(1)=-BnAi+Y, (16-6-53) 
其 中 了 在 整 条 母线 上 是 任意 常数 (d7/d4 =0), 不 同 母线 的 了 值 可 以 任 选 . 可见 了 的 
自由 性 相当 于 在 某 截面 5 上任 选 (光滑 ) 函 数 . S$ 上 全 体 (光滑 ) 子 数 构成 无 限 维 失 量 
(线性 ) 空 间 , 其 每 一 基 夭 所 决定 的 了 与 如 之 积 都 是 .多 的 基 秋 ,所 以 Kb =0 时 
dim.% =%. | 
在 讨论 dim.8 之 前 ,有 必要 给 出 弱 孤 立 视界 上 的 无 限 小 轴 对 称 性 的 定义 . 


定义 3 弱 孤 立 视界 (4,[K]) 上 的 切 矢 场 g" 称 为 一 个 无 限 小 轴 对 称 性 , 若 
(a)O 是 无 限 小 对 称 性 ; 
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(b) 4 有 且 仅 有 两 条 类 光 和 母线 使 g" 在 这 两 条 母线 上 为 零 ( 两 者 与 任 一 截面 的 交 
点 就 是 该 截面 的 两 “ 极 ”), 在 这 两 条 母线 以 外 类 空 ; 

(CO) 8” 产生 的 单 参 微分 同 胚 群 {p, : 4 4|te 民 } 满足 :四 P = p,; 四 不 存在 
Te(0,27) 使 pj = p,. 

现在 就 可 讨论 dim.9 .以 4A 代表 把 4 的 每 条 类 光 母 线 看 作 一 个 元 素 所 构成 的 
集合 , 便 有 投影 映射 从 :4-4. 用 下 法 给 4 定义 拓扑 :O 〇 cA4 称 为 开 子 集 当 且 仅 
当 公 '[O] 是 4 的 开 子 集 , 则 4 成 为 拓扑 空间 , 而 且 同 胚 于 4 的 任 一 截面 8. 设 
:SS 人 4 是 定义 8 的 包含 映射 , 记 多 = 人 oo ， 则 多 :8S 一 4 是 个 同 胚 , 它 把 8 的 微 
分 结构 带 给 4, 使 4 成 为 2 维 流 形 (拓扑 2 球面 ), 而 且 凡 :8 一 4 是 微分 同 胚 . 可 以 
证 明 4 由 此 获得 的 微分 结构 与 8 的 选择 无 关 , 还 可 证 明 以 下 两 个 结论 : 

结论 1 4 上 的 切 和 拓 场 站 在 4 上 自然 诱导 一 个 矢量 场 区" 当 且 仅 当 4 上 有 函 
数 o 使 .%X"=ok”; [证 明 提示 :参考 命题 12-5-8( 中 册 ) 的 证 明 并 利用 多 to =0.] 

结论 2 4 上 的 (0,1) 型 张 量 场 ,在 4 上 自然 诱导 一 个 张 量 场 全 (满足 
Ta = 家. ) 当 且 仅 当 (a) .9%T,，。=0; (b)T 。 的 任 一 指标 与 如 的 缩 并 为 零 . ( 读 
者 不 妨 把 证 明 当 作 一 个 有 挑战 性 的 练习 . ) 

下 面 是 结论 2 的 两 个 重要 应 用 例子 . 

(1) 因 为 .hh =0,k"hhs =0, Kk*h ,=0，, 所 以 A 上 有 张 量 场所 ,使 有 ,=X 人 有，. 这 
个 甩 ; 可 充当 A 和 上 的 度 规 场 . 

(2) 作 为 2 维 黎 曼 空间 , (入 甩 ,) 当然 有 适 配 面 元 &,. 由 结论 2 可 知 4 上 的 张 量 
场 6 =7X'6 满足 Ve, =0 及 ke,,=0. 这 其 实 就 是 小 节 16.6.1 开 头 所 找到 的 6. 

设 E"E.9, 则 式 (16-6-47c) 保 证 "在 和 4 上 自然 诱导 矢量 场 2. 可 以 证 明 如 下 
结论 : 

Hh =0 > 2 了 =0. (16-6-54) 

上 式 左 边 正 是 式 (16-6-47a), 可 见 名 < .79 全 2 刀 =0, 即 名 是 (4 刀 ) 上 的 Killing 
矢量 场 . 以 .用 代 表 (所有,) 上 全 体 Killing 场 的 集合 , 便 有 c"e.F 寺 EE. 区. 另 一 方 
面 , 6* 又 在 .9 中 挑 出 了 它 所 在 的 等 价 类 (类 中 各 元 素 可 差 到 "的 倍数 ), 故 每 一 
EE 又 给 出 一 个 [Ee.9. 既 然 &*e.F 同时 给 出 2 和 [E] ,就 可 把 后 两 者 认同 ， 
因而 就 有 
trey = [Ef eS, 
这 表明 . 史 c 岁 , 即 史 是 图 的 子 代数 . 以 上 讨论 只 用 到 名 满足 式 (16-6-47a), 但 
ee. 史 还 满足 式 (16-6-47b) 和 (16-6-47c), 而 对 . 罗 的 元 素 则 并 无 这 两 个 额外 要 求 ， 
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因此 一 般 来 说 .有 =. 多. 注意 到 .22 尽 ,为 了 弄 清 dim.22 有 多 少 个 可 能 值 , 只 须 弄 
清 多 的 各 种 可 能 维 数 . 带 度 规 的 拓扑 2 球面 (所有 ,) 只 能 属于 以 下 三 种 情况 之 一 
[ 见 Ashtekar et al. (2001)]: 

1， (4 如 ,) 有 最 高 对 称 性 , 即 有 球 对 称 性 (人 是 真正 的 2 球面 ) 这 时 . 鸭 李 代数 
同 构 于 .99(3) ,因而 dim 多 =3; 

2.， (4 和 4h) 有 和 轴 对 称 性 而 无 球 对 称 性 , .你 李 代 数 同 构 于 .99(2), 因而 
dim. 光 =1; 

3，(4 局) 无 对 称 性 , 即 没有 任何 Killing 矢量 场 (0 场 除 外 ), 因而 dim. 作 =0. 

上 述 三 种 情况 的 划分 非常 便于 dim.Z 的 讨论 . 在 情况 1 中, 作为. 作 =.99(3) 的 
子 代数 , .9 既 可 能 同 构 于 .949(3) 本 身 ， 又 可 能 同 构 于 其 子 代数 .F909(2) ,还 可 能 同 构 
于 其 平凡 子 代数 {0}, 因而 dim.92 可 取 3,1,0 中 之 任 一 ; 情况 2 只 有 两 种 可 能 性 , 即 
dim .92 既 可 能 为 1 又 可 能 为 0; 情况 3 则 只 有 dim.92 =0 这 一 种 可 能 性 . 于 是 弱 孤 立 
视界 可 依 dim.92 之 为 3, 为 1 或 为 0 而 分 成 如 下 的 LILII 等 三 种 类 型 , 加 上 前 面 关 
于 dim.%7 的 结论 , 便 知 每 种 类 型 的 dim. 还 取决 于 视界 是 否 极端 , 即 K， 是 否 为 零 

型 视界 (4,[k]) 的 .=.909(3) (等 号 代表 李 代 数 同 构 ,下 同 ), 故 dim.92 =3 . 当 
kb 关 0 时 dim. =4; 当 xb=0 时 dim.” =oo 

开 型 视界 (4[) 的 .=.9H9(2), 故 dimP=1. 当 Kz#0 时 dim.F=2; 当 
kb =0 时 dim.F =%. 

II 型 视界 (4[K]) 的 .= 人 0} , 故 dim. 芒 =0. 当 Kz#0 时 dim.F=1; 当 
Kip=0 时 dim9 =%. 

上 述 结论 可 简明 地 由 表 16-2 示 出 , 该 表 也 适用 于 孤立 视界 (证 明 从 略 ), 由 表 看 
出 , 孤立 视界 与 弱 孤 立 视界 在 dim.9 上 的 区 别 只 在 于 : 无 论 极 端 与 否 , 各 型 孤立 视 
界 的 .都 没有 无 限 维 的 情况 . 这 同 如 下 事实 密切 相关 :从 一 个 非 涨 视界 4 只 能 造 
出 一 个 孤立 视界 ,或 者 说 , 孤立 视界 的 类 光 法 矢 场 刀 的 自由 性 最 多 不 过 是 乘 一 个 
常数 因子 c> 0( 见 $16.5 注 5). 

注 4 I 型 视界 的 (所 hh) 一定 属于 情况 1 (但 反之 不 然 )， 故 有 球 对 称 性 . 卫 型 
视界 的 (44 甩 ,) 既 可 能 属于 情况 2 也 可 能 属于 情况 1, 所 以 既 可 能 有 轴 对 称 性 也 可 
能 有 球 对 称 性 . [虽然 情况 1 有 dim. 鸭 =3 ,但 (4 刀 ) 的 Killing 场 未 必 满 足 定义 2 的 
条 件 (b) 或 (c), 因而 未 必 是 无 限 小 对 称 性 (未 必 属 于 . 吧 ),] 由 于 讨论 角 动 量 时 很 关 
心 截面 (8,gw) [而 不 是 (4 思 ,)] 的 对 称 性 问题 , 所 以 还 有 必要 弄 清 (S,9,) 同 (人 4 太 ) 
的 关系 . 上面 已 指出 存在 微分 同 胚 映射 y : S 一 4, 其 实 y 还 是 (5S,q,) 与 (人 有,) 之 
间 的 等 度 规 映射 , 因为 
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表 16-2 ” 弱 孤 立 视界 和 孤立 视界 的 对 称 性 李 代数 .2 的 维 数 


dap = hs 到 is (2 有,) (i 公 ) 及 ， =( 公 。 is) hs 二 yh, ， 

可 见 各 型 视界 的 截面 (5,q,,) 与 该 型 视界 的 (所 及 ,) 有 一 样 多 的 对 称 性 , 因而 I 型 视 
界 的 截面 (S,q) 有 球 对 称 性 ; 开 型 视界 的 截面 (8,qg，) 既 可 能 有 球 对 称 性 也 可 能 只 
有 轴 对 称 性 . 

注 5 刚才 已 讲 过 (所, 如 ,) 和 (S,q,,) 的 对 称 性 、 两 者 间 的 对 应 关系 以 及 如 何 据 
此 对 视界 进行 分 类 . 但 是 我 们 最 关心 的 毕竟 是 视界 (44 思 ,) 本 身 的 对 称 性 , 所 以 还 
要 说 明 如 何 从 (所 甩 ,) 的 对 称 性 得 出 (4, 甩 ，) 的 对 称 性 . 略 去 细节 和 证 明 , 此 处 只 想 
简介 结论 , 设 E 是 (人 有,) 上 的 一 个 Killing 场 , 则 可 按 如 下 三 步 得 到 (4 有 ,) 上 的 一 
个 无 限 小 对 称 性 . 

(1) 在 4 上 任 选 鹤 面 5S, 利用 kk" 的 单 参 微分 同 胚 族 把 S， “携带 ”至 全 4 便 得 到 
4 的 一 个 截面 族 (一 个 分 层 ){S} . 

(2) 对 {S} 中 的 任 一 截面 8 ,利用 w: 4 ->8 可 得 到 名 的 积分 曲线 族 在 8 上 的 
像 曲线 族 , 其 切 和 拓 场 Y" 便 是 (S,q,) 的 一 个 Killing 场 . 

(3){S} 中 的 所 有 S 上 的 了 "构成 4 上 的 一 个 矢量 场 &", 它 就 是 待 求 的 、 与 名 对 
应 的 无 限 小 对 称 性 , 所 谓 对 应 是 指 : 5" 在 4 上 自然 诱导 的 矢量 场 ( 按 前 面 的 结论 1 ) 
下 是?. 

于 是 ,既然 开 型 视界 的 截面 (S,q。) 可 能 有 球 对 称 性 也 可 能 只 有 轴 对 称 性 ( 见 
注 4 末 ), 而 球 对 称 性 蕴涵 轴 对 称 性 , 所 以 开 型 视界 4 上 必定 存在 无 限 小 轴 对 称 性 
矢量 场 g", 它 对 定义 视界 角 动 量 有 关键 性 意义 . 

由 式 (16-6-42a) 可 知 无 限 小 对 称 性 E° e .9 不 一 定 满足 .Zh =0. 然而 , 下面 的 
命题 表明 ,对 无 限 小 轴 对 称 性 gr 一定 有 Zh" =0. 

命题 16-6-9 设 g" 是 弱 孤立 视界 (44,[Kk]) 上 的 无 限 小 轴 对 称 性 , 则 


(a) Zk" =0, (b)psk’ =k°. . (16-6-55) 


证 明 gg 是 命题 16-6-8 的 &" 的 特例 , 故 只 须 证明 式 (16-6-42) 中 的 B,=0. 取 
式 (16-6-42b) 的 1 为 24 得 pk" =e Kk, 而 定义 2 条 件 (c) 则 导致 
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Dor[ =Dof = ， 

两 式 结 合 便 给 出 B, =0. 口 

下 面 进一步 证 明 , 不 但 轴 对 称 性 gr' 满足 .k=0, 而 且 非 极端 弱 孤 立 视界 的 
任 一 无 限 小 对 称 性 "都 满足 Zk” =0. 

命题 16-6-10 非 极 端 ( Ki, 关 0 ) 的 弱 孤 立 视界 (4,[K]) 上 的 任 一 对 称 性 pp : 
4 一 4 满足 p,k”=k*[ 即 把 式 (16-5-40) 的 c(1) 确定 为 1], 从 而 (由 命题 16-6-8 ) 任 一 
无 限 小 对 称 性 6 满足 2k” =0. 

证 明 由 式 (16-6-40) 得 p'w,=0@,, p,k"=ck” (cz0). 以 p' 作 用 于 第 二 个 等 式 
又 得 k*=cpk"， 故 pK" =-K°， 于 是 Vpe A 有 

C 
Te 
(p wj) kK) N=, |, pa )p= Ke |,， (16-6-56) 

另 一 方面 , 上 式 左边 又 可 表 为 
(Pp'@ NPR ) ,=p (8 |pp)p 0 la) 


= om P.O (ke | 2) =(Oof ) 1 C0 apy = Ka 有 ， (16-6-57) 


其 中 第 一 步 用 到 p*=p ,第 四 步 用 到 Kj = wk [ 式 (16-5-18)], 最 末 一 步 用 到 第 零 
定律 .对 比 式 (16-6-56) 和 (16-6-57) 得 Ki,=Kiw/c，, 当 Kj,z0 时 便 有 c=1, 因而 


Kk" = 天 2 口 
命题 16-6-11 设 u 是 非 涨 视界 4 上 满足 .Zh,=0 的 切 矢 场 , 则 
(1) Ye,, =0; (16-6-58) 
(2)4 上 有 函数 三 使 
sl = Df. (16-6-59) 
证 明 
(1) 借 用 命题 16-6-3 证 明 中 的 3 标 架 场 及 求 和 约定 , 由 式 (16-6-22) 得 
LEe= Le Ae’)=(Le) Ne 二 el 人 -ze . (16-6-60) 


另 一 方面 , eik” =e’er =0 则 导致 
0= Z(eik’)= (Ye')k’ +e! Gk’. (16-6-61) 


由 式 (16-6-2) 易 见 有 hk*=0, 与 .Yh,=0 结合 得 有 ,Zk*=Z(h,k*)=0 ,再 用 式 
(16-6-2) 就 不 难 证 明 4 上 存在 函数 y 使 2 有 =Vy 肥 ,代入 式 (16-6-61) 便 有 
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(Ze')k" =0. (16-6-62) 
记 入 =-2e , 则 式 (16-6-62) 可 改写 为 
Xies =0. (16-6-63) 
把 入 用 对 偶 标 架 展开 为 从 =MWel+ 和 el ,与 @= 配 缩 并 给 出 拉 =Xiey ,与 式 
(16-6-63) 结 合 便 有 和 二 0 » 故 入 = Ye! 3» 即 
el = ie. (16-6-64) 
将 式 (16-6-27) 代 入 .Zh =0 并 利用 式 (16-6-64) 又 得 | 


0=%(6,e0!)=6, (Le)e! +6,e' Yel 


i a ja 


六 天 » » 天 CY 天 k i J 
= OXreaes + OyesXtes = (Oy + Oui)esel ， 


故 6iXj +6y =0. 依 次 令 i=j=1 及 i=j=2 给 出 如 = 旭 ?=0. 把 式 (16-6-6 人 代入 
式 (16-6-60) 便 得 
HEe=Hie’ Ne te A(Xie’)= Hie Ne +xie! Ae’=0. 
(2) 式 (16-6-58) 导 致 


0= %é,, =d,(u’e,,) tu (de),,, =d, (ue,,). 


cab 
[其 中 第 二 步 用 到 第 5 章 习 题 6(a) , 第 三 步 用 到 人 ,=0 及 命题 16-6-2(3). ] 上 式 表 明 
WUEs 是 4 上 的 闭 的 1 形式 场 . 因 4 同 胚 于 恨 xS?, 其 上 的 闭 1 形 式 场 都 恰当 (理由 
略 ), 故 4 上 有 函数 /使 eur = 久 f. 口 

注 6 取 本 命题 的 u 为 k*, 则 式 (16-6-58) 成 为 .Hs,s =0, 就 是 说 从 Zh,=0 
出 发 可 直接 推出 Ys,, =0. 可 见 , 只 要 4 为 非 涨 视界 (因而 有 ,“ 不 变 ”, 请 注意 无 须 
要 求 它 为 弱 孤 立 视界 ), 取 引 理 16-6-4 的 /im 为 6s 便 知 面积 不 变 ,从 而 印证 了 式 
(16-5-32) 所 在 段 的 讲法 . 所 谓 面积 不 变 , 是 指 各 个 等 名 面 有 相同 面积 , 其 中 1 满足 
K”* =(8/84) .但 是 ,如 果 S 和 S' 是 任意 两 个 给 定 截 面 ,面积 各 为 4 和 4', 是否 也 有 
A =A? 式 (16-5-1) 前 曾 给 出 肯定 的 答案 却 未 加 证 明 , 而 现在 很 容易 补 证 :把 
Kk” =(0/04)" 重新 标 度 化 为 

ji =(8/847 = J1k ， 其 中 f=dA/d14'. 


总 可 选 函 数 f 使 S 和 5S' 成 为 两 张 等 放 面 .利用 “有 ,不 变 ” 对 任 一 类 光 法 矢 场 成 立 
得 .多 hh =0, 故 .%s,=0, 从 而 就 有 4 =A. 
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16.6.4” 角 动量 两 个 公式 的 证 明 


小 节 16.5.5 介绍 了 Ashtekar 等 利用 协 变 相 空间 推导 弱 了 弧 立 视界 角 动 量 公式 的 
思路 并 给 出 了 如 下 结果 (本 节 重 新 编号 ): 


sal [ G0,8, (16-6-65) 
8T JS 


其 中 8 是 4 的 任 一 截面 , g* 是 弱 孤 立 视界 (44[Kk]) 上 的 无 限 小 轴 对 称 性 , 而 .JW 上 
标的 多 则 是 式 (16-5-51) 所 在 段 所 要 求 的 那个 失 量 场 , 特别 地 , J"|,=g" .此 外 ,当时 
还 水 加 证 明 地 指出 两 点 : 

(1) 上 式 也 可 用 外 尔 张 量 的 NP 标 架 分 量 罗 ,等 价 地 表 为 


1 
(p) 
J 杯 人 aeroes ) 


其 中 由 纹 f/=e9*' 定义 .现在 可 以 清楚 地 看 到 ， 由 于 gy (作为 无 限 小 对 称 性 ) 满 足 
呈 姑 =0 ,命题 16-6-11(2) 保 证 这 样 的 必定 存在 . 

(2) 如 果 含 4 的 某 个 4 维 开 集 U 上 有 Killing 和 拓 量 场 加 (满足 如 |,=g*), 则 
J 还 可 表 为 如 下 的 及 omar 积分 : 


1 
(Di cd 
J sr 用 和 


注 7 上 式 的 成 立 条 件 “ 9 是 Killing 场 ( 即 Vt lu= Vi I )” 还 可 弱化 为 
Vb 1s=Vistb ls 见 式 (16-5-33). 

本 小 节 要 从 式 (16-6-65) 出 发 给 出 后 两 式 的 详细 证 明 . 

命题 16-6-12 ” 弱 孤 立 视界 (4,[K]) 的 角 动量 原始 表达 式 (16-6-65) 可 以 改写 为 


=| fin)s,, (16-6-66) 
TS 


其 中 S 是 4 的 任 一 截面 , /由 久 f =6,9' 定 义 , ,是 外 尔 张 量 在 NP 标 架 的 第 2 分 


二 ， 


旱 . 
证 明 基本 思路 : 先 从 式 (16-6-65) 出 发 证 明 


J es | OA 人 (Dee ). (16-6-67) 
8Tr Js 
(证 明 较 长 , 稍 后 补 写 . ) 以 此 式 为 基础 , 式 (16-6-66) 立 即 得 证 : 


1 1 1 ff 
: -| 0 ‘Ee =- 去 | 四 [a 0 
4 8 a 人 ^ 人 (9 二 8 ^ 人 Hf 8 sf 人 ^ . 
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-去 | udo)- 去 | flaw = | dos -元 | fmt) 


其 中 第 一 步 用 到 咏 = exog ,第 五 步 利 用 Stokes 定理 把 人 d,(/w) 变 为 几 fm,=0 
(拓扑 球面 边界 为 空 集 ), 第 六 步 用 到 式 (16-5-33). 

余下 的 工作 就 是 补 证 式 (16-6-67). 

久 作为 4 上 的 和 失 量 场 挑 出 了 一 类 特殊 截面 , 记 其 任 一 为 5,, 特 点 就 在 于 g” |， 
切 于 5, VpeS,. 为 行文 方便 , 称 这 类 截面 为 “ 切 截面 ”. 我 们 先 证 明 5S=5, 时 的 
式 (16-6-67), 即 

;a | @, (9°E,, (16-6-68) 
再 借助 于 引 理 16-6-4 推广 至 任意 截面 8, 即 证 明 式 (16-6-67) 本 身 . 
不 难 验证 


DO (@, NE)= 9 0,6, — 0, (GE,,), 


代入 S=5, 的 式 (16-6-65) 得 


| 9 (@, ^ew)- 志 | OO 和 人 (De (16-6-69) 

为 证 明 式 (16-6-68) 只 须 证 明 上 式 右 边 第 一 项 为 零 .根据 上 册 85.2 之 末 , 积分 号 内 的 

9(o. 和 2) 应 该 理解 为 它 在 积分 域 8 上 的 限制 , 即 i"[g"(@, 和 Es)] ,其 中 

:8 一 4 代表 包含 映射 . 所 以 为 了 证 明 式 (16-6-69) 右 边 第 一 项 为 零 只 须 证 明 
有 [oo 和 Emo)]=0. 又 因为 对 切 于 8, 的 任意 矢量 场 %% ,如 有 
3 [9°(@, A 6)]= st p° (@, 人 &6) = Sci (@, 人 é)=0, 

[第 二 步 是 因为 g* 也 切 于 5S,, 第 三 步 是 因为 i,"(@, 人 Ej) 是 S, 上 的 3 形式 场 而 


dimS, =2.] 所 以 i [po (o. 和 人 sw)]=0. 于 是 式 (16-6-68) 得 证 . 


最 后 要 从 式 (16-6-68) 出 发 证 明 式 (16-6-67). 设 k*e[k], 对 指定 的 两 个 截面 
S 和 S,, 总 有 A 上 的 标量 场 G 使 得 由 Gk” 产生 的 单 参 微分 同 胚 族 {p,: 4 一 人 少 满 
足 p[S,]=S ,就 是 说 , 总 可 把 k” 重 参数 化 为 ok” =(8/81)? 以 保证 介 于 S 和 5S 之 间 
的 任 一 母线 的 “参数 长 度 ”At 都 为 1, 于 是 引 理 16-6-4 适用 , 欲 从 式 (16-6-68) 证 明 
式 (16-6-67) 只 须 证 明 


sth =0 [其 中 ps = 0 人 ("Es)] (16-6-70) 
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对 参数 取 值 范围 内 的 任 一 1 成 立 . 
利用 第 5 章 习 题 6(a) 的 公式 , 经 计算 得 
Hii = OA Has + (Ho) ANKE pp) (16-6-71) 
再 用 李 导 数 的 有 关 性 质 又 得 
ela = -A [Ds 入 (Wo 中 = (HO,) NG Es) + 0, (HP )Ew + NG HE). (16-6-72) 
因为 Kk 是 无 限 小 对 称 性 ,所 以 可 以 分 别 充 当 式 (16-6-47b) 和 (16-6-58) 的 & 和 w ,从 


而 给 出 .Zw,=0 和 .Zs =0, 再 由 (16-6-55a) 又 得 .Zgr =0, 于 是 式 (16-6-72) 导 至 
.Z1s =0, 代 入 式 (16-6-71) 便 有 


Pip = (DONEk pa)= (RAK (Oy pes)]. (16-6-73) 
而 
大 (or Eo) = 2k a9 Es =—k" Wa Eso + kOe = (DJ Eu， 


其 中 末 步 用 到 及 os = 及 es =0. 代 入 式 (16-6-73) 可 知 
人 各 is= 人 rodaseeoD=m 人 dasAraa) 
三 Kb 人 ey d,(og'é,,)— K(k) 人 eu (O sw)= 一 Kb 人 cday =0,， 
其 中 第 二 步 用 到 第 零 定 律 ,第 四 步 用 到 Stokes 定理 [和 S(1) 的 边界 为 空 集 的 事实 ] 
以 及 g's- 人 Hf =df. 0D 
注 8 以 上 证 明 的 基本 思路 是 先 对 特殊 截面 8, 做 证 明 , 再 用 引 理 16-6-4 推广 
至 任 一 截面 5 .这 一 证 明 手 法 也 可 用 于 其 他 类 似 场 合 . 例如 , 假定 利用 哈 氏 方法 对 


4 的 某 个 特殊 截面 证 明了 式 (16-6-65), 就 不 难 借用 引 理 16-6-4 推广 到 任 一 截面 5， 
为 此 只 须 证 明 多 (9'@.s,)=0, 而 这 由 式 (16-6-71) 及 


0, =0， -0 =0, -Ep =0， La =0 

立即 得 证 . 

命题 16-6-13 ”如 果 久 满足 V 内 = Vi 屿 | 则 弱 孤 立 视界 的 角 动 量 原始 表达 
式 (16-6-65) 还 可 改写 为 

1 
(@)_ _ - cpa -6- 
J = pe EA, 加， (16-6-74) 

或 者 , 等 价 地 ， | 


1 
WE [ db ， 16-6-74’ 
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其 中 3 仍 代 表 4 的 任 一 截面 . 

证 明 利用 外 微分 和 对 偶 形 式 的 定义 容易 验证 式 (16-6-74) 与 (16-6-747) 的 等 价 
性 , 因此 只 须 证 明 式 (16-6-74). 

作为 (4[E]) 上 的 无 限 小 轴 对 称 性 , ?满足 .Zk" =0[ 见 (16-6-55a)], 故 


0=[o, 丰 =[ 风 天 =[ 办 下 = (GV,k" KV,G")|, 


=9° Hk -KVG) =p 0k — (kVp ) (16-6-75) 
其 中 第 三 步 用 到 一 个 定理 [ 见 Warner(1983) 命题 1.55], 第 五 步 用 到 的 定义 [ 式 
(16-5-9)], 第 六 步 用 到 扩 Fkr = wy 大 [ 见 式 (16-5-16)]. 
令 B,=V,p, 则 Ds = 四 四 1. 在 含 4 的 开 集 UC M 上 引入 局 域 NP 标 架 场 
[1 ,次 0,}, 要 求 m* | 天山 切 于 4, 则 加 ,| 的 分 量 


9,, ,= (®D,,k’) .= 二 人"V 四) .= ey gap Wk’ ， (16-6-76) 
其 中 末 步 用 到 式 (16-6-75). 由 式 (16-6-76) 得 
Bds=(De))s=90,, Dls= Ds=0. (16-6-77) 


故 2 形 式 场 @ ,| 可 按 上 册 式 (5-1-6) 展 开 为 
Dls= (Des Nes + Des NE + Dye? 和 E+ Dés 入 号) 
= (Dm Am, — Dsm, ks — Dsm, 和 hk + 9°0,k, 人 Lb) a, 


因而 
DBD" | =2D mm Bm Dm Kk +o or)|,. (16-6-78) 
为 从 原始 表达 式 (16-6-65) 证 明 式 (16-6-74), 只 须 证 明 
i'(ep0a Vb")=—29°0,8,,， (16-6-79) 
而 为 此 应 先 找 出 (EuwssVe 凡 )| 与 Vero 的 关系 .由 式 (16-6-78) 可 知 , 对 切 于 4 的 任意 
矢量 场 Z2, 巡 有 
(Vi epaV @ ) = VW ea dD") = (2D vue, mm 20 Vue, mk 
-2D vu eam k")|s 29°0, vue lk )),. 
上 式 右 边 各 项 都 是 5 与 四 个 矢量 的 缩 并 , 可 写成 eX"Y*ZW" ,前 三 项 中 的 四 
个 矢量 还 都 切 于 4, 故 满足 ( 仅 以 X" 为 例 )X"|,=iX", 因而 Vpe 4 有 
(Spa XY ZW ) ,= [soa X NEY NZ NW )], =[ ea XY ZW ], =0. 


[其 中 末 步 是 因为 3 维 流 形 4 上 的 4 形式 场 i'e,,,, 只 能 为 零 .] 于 是 
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(Vu esa Vp”) = -29°0, (vu soa kK") |),. (16-6-80) 
这 样 就 有 
Vu (gga Vb") = (UW ea vp) = -29°0, (vu saat Fr) ls. (16-6-81) 
上 式 右 端 在 Ur = 天 "时 显然 为 零 , 再 利用 好 的 任意 性 便 有 


ki(e ss VG" )=0. (16-6-82) 
上 式 保 证 六 (EurVge) 的 标 架 展开 式 只 含 元 人 项 , 即 在 4 上 有 函数 A 使 
(gpaV°p")= Am; Nm,. (16-6-83) 
以 (ms 而 :)|, 缩 并 上 式 , 右边 给 出 
A[m’m’ (mm, —m,m,)], = A, (16-6-84a) 


左边 给 出 [利用 式 (16-6-81)] 
m mi (egoaV Gp")= -29°0@,(m’ mr’ Kk")| = -20*o em = -2i9°w,. (16-6-84b) 


其 中 末 步 用 到 so =i[ 见 式 (16-6-11)]. 用 等 号 连接 式 (16-6-84a) 和 (16-6-84b) 的 右 端 
给 出 4=-2ig'o. ,代入 式 (16-6-83) 并 注意 到 &,, =im; ^m; 便 得 待 证 等 式 (16-6-79). 


注 9 如 果 条 件 V,p 14=Visth ls 不 满足 , 则 式 (16-6-74) 未 必 成 立 . 下 面 给 出 有 
关 结 果 而 略 去 证 明细 节 . 由 
0= hy, = H(i go)=i (8g)=27 (Vp, + V6,) 
可 知 U 一 4 上 有 余 矢 场 x, 使 Vp |=2(Kat，)l4, 令 Ds=Visbj, 便 有 
Vp 1s= (Qh) + Bos). 
上 式 的 新 添 项 2(K,ti,)|4 最 终 导 致 4=2[(Kx,)| 90,], 故 
i (saaV°p”)= 2 和 ) -9°0,] eo 


所 以 只 当 (k“x,)|1=0 时 才 有 式 (16-6-79). 
注 10 自然 要 问 :证 明 命 题 16-6-13 时 是否 也 可 先 对 特殊 截面 5, 做 证 明 再 用 
引 理 16-6-4 推广 至 任 一 截面 8$? 从 原则 上 说 , 答案 是 肯定 的 , 见 下 面 的 “ 另 一 证 明 ”. 
命题 16-6-13 的 另 一 证 明 对比 式 (16-6-65) 和 (16-6-74), 可 知 只 须 证 明 


5 1 . 
人 060 = 人 E Vi. (16-6-85) 
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设 k”=(6/04) 是 等 价 类 [如 中 的 一 个 元 素 , 选 和 的 零 值 使 所 有 等 4 面 的 集合 
和 从 (4 构成 4 的 一 个 分 层 , 并 要 求 S(0) 是 一 个 “ 切 风 截面 ” .1 在 $S(4) 上 的 常数 
性 使 SC1) 可 被 视 为 3 维 流 形 4 中 的 超 曲 面 , 人 BX (处 处 非 零 ) 是 法 余 矢 . ”因而 
矢量 场 v" 切 于 SC) 心 Vv" 人 BX4=0. (16-6-86) 
设 {pi: 4 一 们 是 k=(0/04)* 产生 的 单 参 微分 同 胚 族 . 由 .9' =0 可 知 , 对 于 
任 一 容许 的 A4 值 都 有 Po = ,而 14 作为 4 上 的 函数 则 有 Pi"4=4+44. 又 
因为 Vp eS(AN)[= PaaS(0)] 有 唯一 的 po ES(0) 使 p= Pal(po), 所 以 


09° | =(OwmD ) |,= Pas(O | )， 


0° |, BA4=[pua(0° 有 = 了 Da HA 
=9°|, Rpm d=9° 1, H(A4+AM)=9" |, HA4=0, 
[其 中 第 三 步 用 到 式 (15-7-7), 第 五 步 是 因为 A4 为 常数 , 末 步 则 是 因为 g”|, 切 于 
S(0) , 见 式 (16-6-86). ] 再 次 使 用 式 (16-6-86) 便 知 g”|, 切 于 S( 和 ). 可见, S(0) 是“ 切 
9" 截面 ”保证 任 一 S( 人 ) 也 是 “ 切 g” 截面 ”, 以 下 把 这 样 的 S(4) 记 作 5,. 
U 二 4 上 的 NP 标 架 场 在 4 上 诱导 出 3 标 架 场 , 其 对 偶 标 架 场 为 {1;, 1ms, 一 1;}. 
只 要 约定 m, 殊 * 切 于 S(4), 便 有 m" 统 X=0= 元 "FX, 故 久 4 用 对 偶 标 架 的 展开 式 
只 合 1; 分 量 ,与 k 久 X=(0/04)* 久 X=1 结 合 便 得 
1,=-B4. (16-6-87) 
以 1; 缩 并 wk* = 统 刀 [ 式 (16-5-16)] 得 
@, = 一 Hk = =-k DAA=- KANDA=E AL;, 
其 中 第 四 步 用 到 安 的 无 挠 性 . 故 
Jo =9°k l=9 kVils = 6" lak Vl,, 
其 中 第 二 步 用 到 式 (16-5-11b). 于 是 
人 9'0, = 人 UV 内 = 人 VG) - 人 Vp = 人 UV’, 


四 但 因 4 上 无 度 规 , 法 夭 并 无 意义 , 所 以 不 能 说 S(4) 是 类 空 超 曲面 . 作为 截面 ，$(4) 当然 是 类 空 曲面 ,不 过 
这 时 是 把 它 看 作 4 维 流 形 M 的 2 维 子 集 ( 不 是 超 曲面 ) “类 空 ” 是 指 9(4) 每 点 的 每 一 切 于 9(4) 的 矢量 用 g, 衡 
量 都 类 空 ， 
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其 中 末 步 用 到 G1 | = 1 =-(9' 人 BN)=0[ 因 9 切 于 各 S(N)]， 把 上 式 改 写成 
人 D WE 一 -[ ElkaV “人 》 (16-6-88) 


这 就 是 待 证 式 (16-6-85) 用 于 S= 8 时 左边 的 表达 式 . 为 求 右边 , 可 用 对 偶 标 架 把 
Eu 展开 为 

Eped = E24, A ms A(—k,) Nh)=im, Am, Ak AL,. 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (16-6-11). ] 令 Ms= 现 ,入 m,, Ny = 信 L, 易 证 

Mm, Am, Ak, A = M,, AN, 

= MN + MiNia + My Ns + MN,, + MN +M aN,, (16-6-89) 

故 人 EneaV“p" 可 表 为 六 项 之 和 . 积分 号 内 的 被 积 形式 应 理解 为 eyV 人 p' 在 S, 上 的 
限制 , 也 就 是 从 Su 到 M 的 包含 映射 的 拉 回 . 式 (16-6-89) 的 后 五 项 要 么 含 大 (或 厂 ) ， 
要 么 合 1( 或 1,) ,利用 m*|, 殊 "|s 切 于 5S, 不 难 证 明 这 五 项 的 拉 回 都 为 零 , 因此 
EipcaV ”只 含 第 一 项 , 即 


人 EpcaV -| (1 77; 入 ms )\(k, ML)VG -=| Epll, NK)V’g’ 


=2 人 Eloka VG =2 人 Elkav gp = 2 人 EnlkaVp, (16-6-90) 
(其 中 末 步 用 到 条 件 V G1,=Visth|s.) 上 式 与 式 (16-6-88) 对 比 便 得 
C 1 C 
.90 =| som’t’. (16-6-91) 


此 即 待 证 等 式 (16-6-74) 在 S=5, 的 特例 .根据 引 理 16-6-4, 为 证 该 式 对 任意 截面 S 
成 立 , 只 须 证 明 .%,[i*(e,,sV'Gp")]=0. 这 在 原则 上 当然 可 以 办 到 ,但 似乎 未 见 不 复 
杂 的 证 明 方法 , 不 再 详细 讨论 口 


8$16.7 ”动力 学 视界 及 其 力学 定律 


16.7.1 动力 学 视界 


弱 孤 立 视界 的 引入 虽然 把 黑洞 热力 学 的 适用 对 象 在 一 定 程度 上 推广 至 非 稳 态 
时 空 , 却 仍然 只 适用 于 处 在 平衡 态 的 黑洞 . 由 于 不 断 “ 知 食 ” 恒 星 和 星系 遗迹 以 及 
吸收 电磁 和 引力 辐射 , 宇宙 中 的 真实 黑洞 很 少 是 处 于 平衡 态 的 , 它们 大 多 是 动态 黑 
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洞 ,不 断 经 历 着 动力 学 过 程 . 然而 在 广义 相对 论 中 关于 完全 动态 黑洞 的 知识 仍然 颇 
为 贫乏 , 可 以 说 , 直至 动力 学 视界 理论 提出 之 前 的 主要 成 果 只 有 一 个 , 这 就 是 
Hawking 的 面积 定理 , 它 断 言 : 只 要 物质 场 满 足 主 能 量 条 件 , 在 任何 动态 情况 下 黑 
洞 的 总 面积 都 不 随时 间 减 少 . 这 一 定理 虽然 在 多 方面 做 出 了 重大 贡献 , 但 也 只 是 个 
定性 结论 , 并 未 给 出 关于 黑洞 面积 在 物理 过 程 中 的 增 量 的 任何 公式 . 关于 面积 增 量 
64 的 公式 倒是 有 一 个 , 那 就 是 黑洞 热力 学 第 一 定律 , 它 描述 面积 增 量 与 能 量 、 角 动 
量 增 量 的 定量 关系 , 可 惜 只 适用 于 黑洞 从 一 个 平衡 态 到 邻近 平衡 态 的 微小 改变 过 
程 . 人 们 上 自然 很 想 知 道 : 当 黑 洞 从 一 个 状态 出 发 通过 动力 学 过 程 到 达 另 一 “ 离 得 很 
远 的 ”状态 时 , 是 否 也 能 找到 把 黑洞 面积 的 改变 量 与 流 进 黑洞 的 能 量 及 角 动 量 联系 
起 来 的 关系 式 ?就 是 说 , 能 否 找到 黑洞 热力 学 第 一 定律 的 完全 动力 学 的 推广 版 本 ? 
然而 对 此 问题 稍 加 思索 就 会 令 人 泪 丧 , 因为 这 一 推广 首先 面临 “穿越 视界 的 能 流 ” 
这 一 广义 相对 论 的 老大 难 问题 . Bondi 等 老 一 辈 学 者 通过 艰巨 努力 才 建 立 起 一 个 
工作 框架 , 并 借 此 求 得 类 光 无 限 远 .天 * 处 (那里 引力 场 很 弱 ) 引 力 能 流 的 一 个 规范 不 
变 的 表达 式 , 而 现在 涉及 的 却 是 视界 附近 的 超 强 引力 场 领域 ! 事 实 上 , 至 今 尚 不 存 
在 把 Bondi 框架 向 强 场 的 满意 推广 , 也 不 存在 强 场 中 引力 能 流 的 规范 不 变 的 满意 
和 准确 的 表达 式 ( 微 扰 理 论 只 是 近似 ). 不 过 , 从 物理 直觉 出 发 考虑 , 这 一 问题 仍 是 
有 望 解决 的 : 重 星 夫 缩 形成 黑洞 , 这 黑洞 的 能 量 理应 等 于 穿越 边界 进入 黑洞 的 总 能 
(包括 物质 场 和 引力 场 的 能 量 ), 所 以 至 少 穿 越 边 界 的 总 能 量 应 该 是 有 意义 的 . 再 从 
另 一 角度 考虑 :如 果 时 空 的 ADM 能 量 与 在 .7? 流 走 的 (Bondi ) 能 量 之 差 非 零 , 它 自 
然 就 应 等 于 穿越 边界 流 进 黑洞 的 能 量 . 这 两 个 角度 的 物理 考虑 都 说 明 至 少 穿越 边 
界 流 进 洞 中 的 总 能 流 应 该 有 意义 . 现在 的 敏感 问题 是 选 什么 视界 作为 黑洞 边界 来 
计算 穿越 它 的 能 流 和 角 动 量 流 . 首先 想到 的 自然 是 事件 视界 ( 它 是 传统 看 法 中 理 所 
当然 的 黑洞 边界 ), 可 惜 它 无 法 担 此 重任 :正如 小 节 16.1.3 所 讲 , 事件 视界 甚至 可 以 
存在 于 时 空 的 平 直 区 域 中 (例如 图 16-2 ), 在 此 过 程 中 没有 任何 能 流 进入 而 面积 照 
样 增长 , 试问 又 怎 能 有 一 个 推广 后 的 第 一 定律 来 适用 于 这 么 一 段 物理 过 程 ?其 次 能 
想到 的 就 是 用 表 观 视界 作为 黑洞 边界 . 然而 , 正如 §16.4 所 言 , 表 观 视界 天 生 就 依赖 
于 用 类 空 面 马 对 时 空 的 分 层 , 因而 无 法 用 它 代替 事件 视界 推广 黑洞 热力 学 , 而 能 
够 担 此 重任 的 是 Hayward 的 未 来 陷 俘 视界 (FEOTH) 和 Ashtekar 等 的 动力 学 视界 .我 
们 只 介绍 动力 学 视界 . 

定义 1 时 空 (M,g,) 中 的 光滑 类 空 超 曲面 多 称 为 动力 学 视界 (dynamical 
horizon), 若 它 可 被 临界 陷 俘 面 族 分 层 . 每 层 称 为 一 个 截面 . 

注 1 已 经 证 明 [ 见 Ashtekar and Krishnan(2004)2.2.3 及 其 所 引文 献 93 ], 如 果 
类 空 超 曲 面 多 可 被 一 族 临界 陷 俘 面 分 层 (因而 是 一 个 动力 学 视界 ) 则 它 一 定 不 能 
被 另 一 临界 陷 俘 面 族 分 层 . 就 是 说 , 多 最 多 只 能 有 一 个 动力 学 视界 结构 . 

下 面 举 一 个 既 简 单 又 很 有 帮助 的 例子 . Vaidya 度 规 是 爱 因 斯 坦 方程 的 一 个 球 
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对 称 解 , 相应 的 物质 场 是 纯 辐射 场 . Vaidya 的 原始 论文 用 外 向 Eddington 坐标 

2=1 一 Ar 9,0 表 出 这 一 度 规 , 并 把 相应 的 纯 辐 射 场 解释 为 一 个 “发 光 星 ”不 断 发 

射 “ 光 子 ” 的 结果 , 这 些 光 子 ( 带 着 能 量 和 动量 ) 都 以 类 光 无 限 远 为 最 终归 宿 , 见 上 

册 小 季 8.9.1. 但 也 可 反 其 道 而 行 之 , 即 考虑 下 述 物理 情况 :时 空 原来 是 真空 而 且 平 

Le 从 某 一 推迟 时 刻 v=0 开 始 由 过 去 无 限 远 .7- 向 时 空 内 部 发 射 纯 辐 射 场 , 使 
半空 变 得 弯曲 , 其 度 规 可 用 内 向 Eddington 坐标 w=t+x,,r,0,9 表 为 


2 二 - | (dv),(dvu), +2(dv),(dr), +r’[(d0),(d0), +sin? (dg), (dg),], 


(16-7-1) 
不 妨 也 称 之 为 Vaidya 度 规 , 相应 的 线 元 为 
ds = |- MD av + 2dvdr + +7(d0 +sin’0 dg’), (16-7-1") 
其 中 M(v) 是 v 的 光滑 函数 , 只 要 求 M = M(v)/dv >0. 与 此 度 规 相对 应 的 纯 辐射 场 
的 能 动 张 量 为 
Ts NCV VV . (16-7-2) 
47r7- 


al 


条 件 M > 0 保证 7 满足 主 能 量 条 件 ( 见 中 册 附 录 D ). gw 的 道 可 以 表 为 


|e 
Ov Or r Or /br 


. (16-7-3) 
IGCC 
二 | 二 | | edd 
r | 00) \00 sin 0O\09) \009 
由 此 可 读 出 g” 的 非 零 分 量 : 
ol 10 1_1_2M(v) 2_ 1 33 _ 1 _7_21 
8 .A603) 


我 们 讨论 下 列 两 个 很 有 帮助 的 范例 , 分 别 见 图 16-9 的 (a) 和 (b). 两 图 的 共性 是 
M(v) 在 v<0 时 为 零 ,所 以 时 空 在 类 光 超 曲面 v=0 的 过 去 区 域 (阴影 区 ) 是 平 直 的 . 
两 图 的 区 别 在 于 :图 (a) 在 v=0 面 的 整个 未 来 区 域 都 有 M > 0, 只 在 趋 于 .7!+ 时 渐 
近 为 零 , 而 M(v) 则 渐 近 趋 于 常数 M(oo), 简 记 作 MM,. 在 图 (b) 中 ， 从 v 取 某 值 wv 开 
始 有 M =0, 从 此 M 取 常 值 M(v,), 亦 简 记 作 MM . 于 是 可 把 时 空 分 为 三 个 区 域 :在 
v=0 面 的 过 去 区 (阴影 区 ) 中 有 平 直 度 规 ; 在 v=0 面 与 v=vw, 面 之 间 有 Vaidya 度 规 ; 
在 v=vw, 面 的 未 来 区 有 施 瓦 西 度 规 , 其 质量 参数 为 M, . (当然 , 平 直 度 规 和 施 瓦 
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(a) 从 v=0 面 起 M >0 ,直至 趋 于 .7'* 时 才 趋 于 常 值 (bjv=0 面 与 =v 面 之 间 有 有 M >0 , 此 后 
M, . 动力 学 视界 多 、 事 件 视界 多 和 类 时 面 +=2M, 三 ”MM = Mi (常数 ). 在 v=0 面 过 去 有 平 直 度 规 ,在 v= 
者 相 切 于 六 面 未 来 有 施 瓦 西 度 规 . 动力 学 视界 多 与 事件 界 多 相 切 


于 v=vw 面 , 多 从 此 过 渡 到 孤立 视界 4 多 


图 16-9 两 种 具体 Vaidya 时 空 的 Penrose 图 . 共性 :四 M(w 在 v< 0 时 为 零 , 故 阴影 区 内 平 直 . 
@ 事 件 视界 8 在 平 直 区 已 出 现 , 但 动力 学 视界 多 只 存在 于 多 以 内 的 高 度 弯曲 时 空 区 
西 度 规 都 可 看 作 Vaidya 度 规 的 特例 . ) 为 了 找 出 动力 学 视界 , 先 看 看 v,r 为 常数 的 
所 有 2 球面 在 什么 条 件 下 是 临界 陷 俘 面 . 利用 式 (16-7-3) 不 难 验证 以 下 两 个 矢量 场 


{Ol MY Rr oY -7- 
(2 2]a] Rs) ac 


都 类 光 , 而 且 都 正 交 于 v,r 为 常数 的 所 有 2 球面 , 可 依次 充当 每 个 球面 的 外 向 和 内 
向 类 光 法 矢 场 . 请 注意 ge1 = -2 (而 不 是 -1), 这 是 本 节 ($17.6) 中 约定 的 标 度 选 
择 . 虽然 k* 和 7" 都 类 光 , 但 以 它们 为 切 矢 的 类 光 测 地 线 却 未 必 是 仿 射 参 数 化 的 , 即 
KV ok = Koks 及 [Vl = Kls 中 的 Ki 及 Ki 未 必 为 零 , 因而 两 者 的 膨胀 应 为 [ 见 式 
(16-2-39)] 


(a) 0 =g*V,h -ky, RR (b) 0 = eg"V,l, x,. (16-7-5) 


0 及 0 的 计算 涉及 协 变 导数 , 但 可 利用 .Gg =2V,k 而 改 为 计算 李 导 数 , 后 者 
容易 得 多 . 分 别 以 kr 及 g” 缩 并 此 式 , 注意 到 KV,k, =V,(k"k,)/2=0, 得 


keVk =k ZYg,, geV,k, -5 gg,,. (16-7-6) 
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利用 李 导 数 的 线性 性 、 莱 布 尼 欧 律 以 及 式 (16-7-0) 得 
gu =-(dv), Gl -|i1- < ED (ev, sar), 
+2(dr)o %(d0), +2(d0) Fd) + (Lr (a0),(d0), +sin’ (dp), (dp),]. 
不 难 证 明 v=1,.%r=[1-2M(v)r]/2, 故 
F(A), = (dH0), =0, Her), = (dHr), = Md), + 77 Ma), (16-7-7) 
[两 式 的 第 一 步 都 用 到 第 5 章 习题 6(b). ] 所 以 
es -- 坟 wj- 2 EO | GO, + EMO ,78 
+ [r ~2M(O)I(A0), do +sin?O(dp), (dp),]. 
代入 式 (16-7-6) 得 


tk = 1- HO (ey), + Mr), -二 Mk， (16-7-9a) 


g”*V,hk, = 三 M (v)+ 二 [ -2M(v)]= i — M(v)]. (16-7-9b) 
r 


将 式 (16-7-9a) 与 Vik, = Kk 比较 得 K =r 了 M(v), 再 与 式 (16-7-9b) 一 同 代入 式 
(16-7-5) 便 得 Bi =r”[r -2M(v)] .对 1 也 有 类 似 于 式 (16-7-6) 的 公式 , 而 且 .gg 的 
计算 更 容易 , 结果 为 


Fes = Mav), (dv), —4r[(d0),(d0), +sin2g(do) (dp),], (16-7-10) 


UVh =P Ren =0, (be"vh -se" He =-4. (6-7-1 

r 
[其 中 (a) 末 步 用 到 式 (16-7-4) 第 二 式 . ] 由 (a) 得 xj, =0, 故 如 = = 28“%V,) =-4r71. 于 是 
0 = 二 [7- 2M(v)], 6, =- (16-7-12) 


上 式 表明 : v,r 为 常数 的 2 i 当 且 仅 当 其 vw,r 值 满 足 r =2M(v), 这 
一 条 件 穷尽 了 所 有 球 对 称 的 临界 陷 俘 面 . 令 f(x,v)=r -2M(v), 则 由 f=0 定 义 的 
超 曲面 ?的 法 余 矢 为 Vf = Vsr-2MV.v, 借助 于 式 (16-7-3) 易 得 
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[ge”® (Vf)V, fl] =-4M y+ | =-4M |x<0, 

可 见 法 余 矢 类 时 (或 类 光 ), 因而 多 是 类 空 (或 类 光 ) 超 曲面 . 由 于 压缩 两 维 , 多 在 图 
16-9 中 表现 为 一 条 曲线 , 它 的 每 点 代表 一 个 2 球面 , 每 个 都 是 临界 陷 俘 面 , 所 以 狼 
可 用 临界 陷 俘 面 分 层 , 因而 其 类 空 部 分 就 是 动力 学 视界 多 .对 图 16-9(a) 有 p=*， 
对 图 16-9b) 有 多 己 图 ,多 # 为 ,所 余部 分 4= 多 -多 之 所 以 类 光 是 因为 ML=0， 
不 难 验证 它 是 非 涨 视界 , 还 可 验证 它 其 实 是 孤立 视界 . 这 是 从 动力 学 视界 逐渐 演化 
为 孤立 视界 的 简单 例子 , 从 物理 上 看 这 是 很 自然 的 . 

正如 施 瓦 西 时空 非 常 有 助 于 对 静态 黑洞 的 直观 想象 那样 ，Vaidya 时 空 对 直观 
想象 动态 黑洞 也 大 有 助 益 . 然而 必须 注意 这 两 种 黑洞 都 太 过 简单 , 远 不 能 覆盖 更 真 
实 的 黑洞 的 各 种 复杂 情况 . 


16.7.2 ”被 分 层 类 空 面 的 某 些 几何 关系 


为 与 Ashtekar 等 的 文献 一 致 , 以 下 改 用 玉 (而 不 再 用 多 ) 代 表 动 力学 视界 . 基 
于 小 节 16.7.6 要 讲 的 原因 , 讨论 动力 学 视界 时 把 黑洞 热力 学 改称 黑洞 力学 . 

由 于 代表 动力 学 过 程 , 动力 学 视界 态 总 与 引力 波及 其 散射 波 为 伴 , 但 数值 模 
拟 表明 在 有 限时 间 内 就 近似 达到 平衡 态 , 即 矿 会 过 渡 到 弱 孤立 视界 4 (图 16-10a). 
本 节 的 重点 是 建立 黑洞 力学 第 一 定律 的 一 个 完全 动力 学 (而 不 是 只 限于 两 个 邻近 
平衡 态 ) 的 推广 版 本 . 为 此 , 我 们 先 在 下 列 两 个 前 提 下 弄 清 的 某 些 几何 关系 :QD 
物质 场 的 能 动 张 量 7, 满足 主 能 量 条 件 ( 见 中 册 附 录 D ); @ 时 空 度 规 g, 与 7 的 关 
系 服从 宇宙 常数 4=0 的 爱 因 斯 坦 方程 ( 4A#0 的 情况 见 Ashtekar 等 的 文献 ), 即 
R,, - Rg/2=8nT, .为 了 有 更 强 的 适用 性 , 本 小 节 的 态 只 代表 任 一 被 分 了 层 的 类 
空 超 曲面 (每 层 仍 叫 一 个 截面 ), 未 必 是 动力 学 视界 , 即 各 截面 未 必 是 临界 陷 俘 面 ， 
只 当 把 结论 用 于 动力 学 视界 时 才 加 上 这 一 条 件 . 

H 的 类 空 性 保证 DH 的 法 矢 场 类 时 ; @ g,, 在 太 上 的 诱导 度 规 场 h, =7sgw 
的 号 差 为 (+,+,+) . 以 如 代表 互 的 单位 法 矢 场 , 即 gtr = -1, 并 约定 取 z 为 指 
向 未 来 . 设 x* 是 厂 的 任 一 截面 $cH 上 的 单位 法 矢 场 , 它 切 于 五 而 且 
hrr* =1( 图 16-10). 以 如 和 六 分 别 代 表 经 过 8 并 且 正 交 于 8 的 两 族 类 光 测 地 线 
(未 必 仿 射 参数 化 ) 的 切 矢 , 则 当 $ 为 临界 陷 爷 面 ( 即 五 是 动力 学 视界 ) 时 两 者 的 膨 
胀 依次 为 =0, 6 <0. 把 图 16-10(a) 的 豆 改 画 成 水 平面 (图 16-10(b)), 并 且 选 普 


的 指向 使 得 k* 和 7 可 分 别 表 为 r* +r 和 Tr* 乘 以 常数 , 取 此 常数 为 1 便 得 


k=T "+r ,1 =T -rr” 及 r= +0) 1” =k) (16-7-13) 
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(a) 从 动力 学 视界 太 过 渡 到 弱 孤 立 视界 4 (b) 石 和 5S 的 另 一 画 法 
图 16-10 ”动力 学 视界 示意 


这 种 做 法 导致 "7 |y= gpkW|y= 一 2( 区 别 于 以 前 的 k?1 = -1). 如 果 只 有 一 张 5 面 ， 
则 和 只 在 含 5 的 两 张 类 光 面 ( 记 作 4,, 和 4, ) 上 有 定义 ; 但 因为 太 可 以 被 无 数 
S$ 分 层 , k* 和 7* 便 是 定义 在 食 五 的 某 4 维 开 集 U 上 的 两 个 类 光 矢 量 场 , 因而 借用 
式 (16-7-13) 又 可 把 zr?* 和 x 的 定义 域 拓 宽 为 U . 另 一 方面 , 无 数 分 层面 配 以 (FH,h,) 
上 的 矢量 场 r* 又 构成 对 矿 的 2+1 分 解 , h, 在 每 层 $ 上 诱导 出 的 2 维 正定 度 规 记 
作 有 所 ,. 除 4 维 时空 (M,g,,) 外 , 还 要 关心 3 维 黎 曼 空间 (万, 及,) 和 无 数 2 维 黎 曼 空间 
(S, 知 ) 的 几何 . 以 V,,D,, BD, 依次 代表 g,,, hh, 所 ,的 无 找 适 配 导数 算 符 ( 后 两 者 的 
定义 见 中 册 小 节 14.4.4 ), 相应 的 黎 曼 张 量 依次 记 作 RR, ， 家 ?4， 有 ?而 
(本 ,和 JS (M, gs) 和 (S, 有 hh,)c( 玉 ,hh,) 的 外 曲率 则 依次 定义 为 
(a) Ks = hh Vra,  (b) RK,, =Reh Dn,. (16-7-14) 
VpeS(C 有 HCM), 以 S,,W,,V, 依次 代表 pp 点 切 于 S,H,M 的 切 空间 , 则 
S, CW,cV, 维 数 依次 是 2,3,4, 其 上 的 张 量 依次 称 为 2,3,4 维 张 量 . p 点 全 体 
(k,7) 型 4 维 张 量 7*,( 简 记 作 7", ) 的 集合 (矢量 空间 ) 存 在 一 个 由 以 下 条 件 定义 的 
子 空间 : 
(a) Tt.7”, =0, rT7%, =0， 等 价 地 ，(b)T", = hheT®,. (16-7-15) 
根据 中 册 选 读 14-4-3 , 这 个 子 空间 与 p 点 全 体 3 维 (k,7) 型 张 量 的 集合 同 构 , 因此 可 
把 满足 式 (16-7-15) 的 4 维 7”% 认同 为 3 维 张 量 . 准确 地 说 , 当 ( 且 仅 当 )4 维 7T”, 满足 
式 (16-7-15) 时 可 被 看 作 3 维 张 量 . [反之 , 任 一 3 维 张 量 都 可 看 作 满 足 式 (16-7-15) 的 
4 维 张 量 ,] 例如 , 4 维 张 量 如 =gw+zzm 由 于 满足 zh,=0 而 可 看 作 3 维 ， 
有三 gh 由 于 满足 Thy =0,r™ 妇 =0 也 可 看 作 3 维 . 这 一 精神 也 适用 于 3 维 与 2 维 
张 量 的 关系 , 结论 是 : 3 维 7", 可 与 2 维 张 量 认同 的 充 要 条 件 是 
(a) .7 =0, 六 7 =0， 等 价 地 ，(b)7? = 居 j2T (16-7-16) 
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于 是 满足 式 (16-7-15) 和 (16-7-16) 的 4 维 张 量 也 可 与 2 维 张 量 认 同 . 事实 上 , 本 节 频 
签 出 现 的 几 个 张 量 ( 如 岂 ) 就 可 根据 需要 被 看 作 2 维 、3 维 或 4 维 的 , 读者 应 能 从 每 
个 式 子 中 识别 它们 的 维 数 , 我 们 不 再 一 一 指出 . S,, 到 ,VV 都 有 自身 的 恒 等 映 射 ( 依 
次 是 2,3,4 维 张 量 ), 为 了 互相 区 分 , 不 再 记 作 6 而 依次 记 作 所 ,hr, g", 三 者 之 间 有 
如 下 关系 : 

WW=g"hs=g8" (gt+Tt,)= gt +TT,, hr ahh,=h" (hs —rn)=h rn,. 

(16-7-17) 

如 上 所 述 , 在 含 五 的 某 4 维 开 集 Uc M 上 存在 两 个 类 光 测 地 线 汇 ( 切 矢 场 分 
别 为 k* 和 ). 仅 以 x 为 例 讨论 .仿照 $16.2 定义 B,=V,k,, 便 有 有 B, .然而 应 该 注 
意 两 个 区 别 :中 8$16.2 主要 讨论 仿 射 参数 化 的 类 光 测 地 线 汇 , 而 本 节 的 类 光 测 地 线 
汇 可 以 非 仿 射 参 数 化 , 即 KrV,k, = Kk 可 以 非 零 ; @ 本 节 的 线 汇 是 超 曲 面 正 交 的 ， 
(VpeU, Kk"|, 必 正 交 于 一 张 含 p 的 类 光 超 曲面 4 .) 而 $16.2 的 线 汇 则 未 必 . 区 
别 @) 保 证 本 节 的 已 是 对 称 的 , 因而 可 表 为 


al 


| 2 
Bb, = GBs + Goo. (16-7-18) 


命题 16-7-1 以 0 和 ,分 别 代 表 x?" 和 7 的 膨胀 , 则 在 豆 上 有 


A 


(a) 0 = pv , (b)09 


= he VL,. (16-7-19) 


证 明 在 及 上 选 伪 正 交 归 一 基 {x”, y*,7",k"}, 由 gk |,= 一 2 不 难 求 得 


oi -57 -3 . (16-7-20) 


A 


0,, eB (2 各 + 2)B, = (x"x + yy )B, 
=[82 +(1°k? +k°1)/2]V,k, =(e® +Tr ror)V kh, =h eV k,, 
其 中 第 二 步 用 到 式 (16-2-18b), 第 三 步 用 到 式 (16-2-9"), 第 四 步 用 到 式 (16-7-20), 第 
五 步 用 到 式 (16-7-13), 末 步 用 到 式 (16-7-17). 口 
令 pe ,虽然 B,|, 和 刀 甩 B,|, 都 是 4 维 张 量 ,但 后 者 由 于 如 是 到 5, 的 投影 


映射 而 可 看 作 S, 上 的 张 量 . 另 一 方面 , 房 ,|, 则 是 访 上 的 张 量 .好 在 S, 和 户 都 是 2 
维 矢量 空间 , 而 且 两 者 的 元 素 通过 加 ^ 操 作 一 一 对 应 ( 即 5, 与 广 之 间 存 在 自然 同 
构 关系 ), 于 是 S, 上 的 张 量 与 六 上 的 张 量 也 一 一 对 应 , 而 且 这 种 对 应 (映射 ) 保 持 张 


第 16 章 孤立 视界 、 动 力学 视界 和 黑洞 ( 热 ) 力 学 * 207 ， 
量 的 所 有 代数 运算 (加 法 、 数 乘 、 张 量 积 、 缩 并 ). 不 难 证 明 拓 天 B, |,( 作 为 5, 上 的 
张 量 ) 的 对 应 对 象 是 B, |,, 即 
(天 内 Bo 六 = 应 |， (16-7-21) 
[为 此 只 须 验证 v9", 人 re 六 有 ( 居 肢 Bs) 8? = 记名 .] 不 妨 把 大 天 B | 认同 为 
房 ，|, 而 写成 


hy Bs |,=B,, |,, (16-7-21") 
用 类 似 手 法 还 可 证 明 
人) (hs) =,  (b) (A®) ,= 8 |， (16-7-22) 
也 可 写成 
ho By hr lg, (16-7-227) 
于 是 在 妃 上 有 


Ow =8°B, =(h"*) (hh Bs) = (hheheB,) =(h"B,) =h*B,, (16-7-23) 


[其 中 第 一 步 用 到 式 (16-2-21a), 第 二 步 用 到 式 (16-7-22) 及 (16-7-21), 第 三 步 是 因为 
S, 上 的 张 量 与 六 上 的 张 量 之 间 的 对 应 关系 保持 张 量 积 和 缩 并 , 第 五 步 是 因为 
h”B, 是 标量 . ] 因而 在 尽 上 有 


A 


(a) OQ) 


A 


= 有 V ,hh ， (b) ,=h?V 1，( 同 理 可 证 ) (16-7-24) 
式 (16-7-18) 与 (16-7-22a) 结 合 给 出 

i 、 

B= (hs) +o,. (在 H 上 ) (16-7-25) 


又 由 于 (有 ,与 有 ,有 对 应 关系 , 不 妨 就 写 


Bb, -入 +6,， (在 末 上 ) (16-7-251) 


命题 16-7-2 以 kK, 代表 kK, 在 截面 S 上 的 投影 ， 即 kK, 三 heheak, 3 再 以 S 和 
S 分别 代表 久 ,， 和 区 ,的 无 迹 部 分 , 妈 
(5, = Ro -3 Rh,, (0) Sn = Ka -7 Klis, (16-7-20) 


al 


( 式 中 的 并 和 天 分 别 代表 玉 ， 和 玉 ， 的 迹 .) 则 
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A ~ 


(a) 6,=S+S, (bb =KR+K. (16-7-27) 
证 明 
K,, = heheD,r, = hh heh! Vr, = hh V,r, = Fh, (k, —1,), (16-7-28) 
[其 中 第 二 步 用 到 空间 张 量 场 的 空间 导数 的 定义 , 即 中 册 式 (14-4-18b), ”第 四 步 用 
到 式 (16-7-13). ] 由 上 式 及 式 (16-7-24) 易 得 


i 人 
K=h "Ks = “Vka -la) > (0 -0n) ， (16-7-29) 


ee ee IO 
Ss, = Ko -3 Kh = hh Vk la) hs (Ow ~ On) (16-7-30) 
另 一 方面 ,由 用， 及 天 ,的 定义 和 式 (16-7-13) 又 得 


1 


Ko = hh Ko = beh hehIVr, =- 已 记 V,(ky +1)), (16-7-31) 
故 
oe 1 -~ | x 

K=h "Ks =3h° Vk We +0,), (16-7-32) 

& ， = 二 卫生 区 MY 
Dap =K,, 2 二 wb a'‘b V,(Ka + 4) ho (Kk) 十 CD) (16-7-33) 
式 (16-7-30) 与 (16-7-33) 相 加 , 注意 到 式 (16-7-21') 及 (16-7-25), 便 得 待 证 的 式 
(16-7-27a), 而 式 (16-7-29) 与 (16-7-32) 相 加 则 给 出 待 证 的 式 (16-7-27b). 口 


16.7.3 ”动力 学 视界 的 面积 平衡 定律 


鉴于 面积 对 黑洞 力学 的 重要 性 , 我 们 先 证 明 动 力学 视界 已 (看 作 黑 洞 边界 ) 的 
截面 积 沿 x“ 单 调 增加 , 然后 找 出 这 一 增 量 (任意 两 个 截面 的 面积 差 ) 的 定量 表达 式 ， 
用 类 空 超 曲面 族 对 时 空 分 层 , 使 瓦 的 每 一 截面 可 看 作 其 中 某 层 与 妃 的 交 面 , 则 两 
个 截面 S 和 可 解释 为 两 个 时 刻 , 而 且 普 方向 代表 时 间 增 大 方向 (参见 图 16-10 及 
图 16-9), 因而 截面 积 沿 x 单调 增长 就 可 解释 为 “面积 随时 间 增 大 ”. 

根据 定义 , 动力 学 视界 瓦 是 被 临界 陷 俘 面 分 了 层 的 类 空 超 曲面 , 而 临界 陷 俘 


@ 对 第 三 步 应 做 说 明 . 作为 3 维 等 式 , 六 外形 凡 = 所 及 当然 成 立 , 但 现在 各 量 都 已 看 作 4 维 张 量 , 此 式 还 成 立 
吗 ?以 中 册 选 读 14-4-3 为 基础 可 以 证 明 仍然 成 立 . 后 面 不 再 一 一 指出 . 
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面 是 闭合 2 维 面 , 所 以 法 矢 场 r* 的 任 一 不 可 延 积分 曲线 与 每 一 截面 必然 相交 目 仪 
交 一 次 . 此 外 , 用 这 些 积分 曲线 还 可 定义 各 截面 之 间 的 微分 同 胚 映射 ,于 是 五 微分 
同 豚 于 了 及 xS (其 中 5 代表 临界 陷 俘 面 ). 后 面 用 到 这 些 结 论 时 将 不 再 明确 提 及 ， 

命题 16-7-3 ”动力 学 视界 玖 的 截面 面积 4 沿 r* 方 向 单调 增长 . 

证 明 ”不妨 参 照 命题 16-4-1 的 证 明 进 行 . 该 证 明 用 到 六 (V,,h)= .多 hs/12 [ 式 
(16-4-8)] 其 中 名 是 指 g 在 类 光 面 4 上 诱导 的 退化 “ 度 规 ”( 而 非 本 节 的 万 上 的 
非 退 化 诱导 度 规 ), k” = (3/94)”, 而 4 在 每 一 分 层面 S$(4) 上 为 常数 . 对 本 命题 , 可 以 
利用 的 类 似 公式 是 

K, = Zh， (16-7-34) 
[上 式 的 证 明 与 中 册 式 (14-4-16) 的 证 明 很 像 , 此 外 也 可 令 稍 后 的 式 (16-7-37) 的 v=1 
而 直接 证 明 . ] 式 (16-7-34) 的 xr* 由 于 满足 及 ,rr” =1 而 可 表 为 =(3/81)" (1 是 xr" 积 
分 曲线 的 线 长 参数 ), 但 r* 的 两 条 积分 曲线 介 于 两 个 截面 (临界 陷 俘 面 ) 之 间 的 线 长 
没有 理由 相等 , 这 使 本 命题 的 证 明 上 略微 复杂 . 定义 函数 4 : 太一 民 使 每 一 截面 为 等 
4 面 , 从 而 可 认为 五 被 等 4 面 族 {S(4)} 分 层 ,于 是 , 设 C() 是 六 的 一 条 积分 曲线 ， 
则 可 选 4 为 新 参数 作 重 参数 化 而 得 C'(4) = CGO) , 切 矢 关 系 为 
人 
加 -总 其 中 v= = 与 ， (16-7-35) 
总 可 选 4 :万 王 民 使 y>0, 从 而 使 (01/64) 与 r* 同 向 ,所 以 只 须 证 明 d4(4)/d4 >0， 
其 中 4(4) 代表 S(4) 的 面积 . 参考 命题 16-4-1 的 证 明 选 矿 上 的 坐标 系 {4,0,9}, 以 


廊 代 表 反 ,在 {90,9} 系 的 行列 式 , 则 4() = | | Va(4,0,9) dgdp , 故 


把 人 =- | 天 adodp (16-7-36) 
Vh 04 
再 仿照 式 (16-4-6) 的 证 明 又 得 
10h 2 ~,0h 3 
5 一 =》 及 = h), =h".% 
ho4 乌 84 oh hs» 
故 
0 (16-7-37) 
34 
而 


Hh, =v(r DR, +h Dr +h Dr )+trh Dvtrh Dv=v Zh, =2vR,, 
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[其 中 第 二 步 用 到 x*h, = 0 ,第 三 步 用 到 式 (16-7-34). ] 代入 式 (16-7-37) 后 再 代入 式 
(16-7-36) 便 得 


dA(4) _ 二 

全 全 = | | vVh Kdqodo. (16-7-38) 
截面 是 临界 陷 俘 面 导 致 & = 0 6,,<0, 代入 式 (16-7-29) 得 亡 =-6, /2 >0, 于 是 式 
(16-7-38) 保 证 d4(4)/d4. >0. 口 


[选读 16-7-1] 

本 选读 给 出 命题 16-7-3 的 另 一 证 明 , 它 无 须 借用 坐标 系 , 是 一 种 更 漂亮 的 纯 几 
何 式 证 明 . 

设 sue 是 ( 瓦 ,jn) 的 适 配 体 元 , 则 由 上 册 式 (5-5-6) 可 知 7“E， [在 S(4) 上 的 限制 ] 
是 cue 在 S(4) 上 的 诱导 面 元 , 故 4(0) = 上 7 Ease .为 证 式 (16-7-38), 只 须 证 明 它 的 
几何 语言 版 本 

MD 
d4 S(A) 

为 此 可 参考 引 理 16-6-4. 从 该 引 理 的 证 明 不 难看 出 , 若 把 其 中 的 4 和 Jj 依次 政 为 
现在 的 及 和 vr" ,结论 仍然 适用 , 即 下 式 成 立 : 


vRr°e,,. (16-7-38") 


se hi | SR 
其 中 如 代表 妞 上 的 任 一 2 形式 场 . 取 /s =reE，， 则 为 证 式 (16-7-38") 只 须 证 明 
人 (16-7-40) 
因为 不 难 证 明 6 .9% = -722 ,所 以 ,如 能 证 明 
六 ET (16-7-41) 


则 式 (16-7-40) 得 证 . 下 面 证 明 式 (16-7-41). 因 .6 是 3 维 流 形 万 上 的 3 形式 场 , 故 
且 上 有 标量 场 Q 使 


CE = Ess =d, (vr'e,,.)+(de) 


vr“abc eabc vr = d。 (Cr Eoe) 3 (16-7-42) 
其 中 第 二 步 用 到 第 5 章 习 题 6(a) ,第 三 步 是 因为 3 维 流 形 上 的 4 形式 场 一 定 为 零 . 
令 瓦 sw ， 则 其 对 偶 形 式 (CF)u = F's =vVre , 故 Qs, =d,"F .由 第 5 章 习 题 
16 可 知 d*F = “(divF), 代 入 上 式 得 

CEope 二 “(divF) = “[D, (Vr® )Jose = [D, (vr")] Eapc 2 


abc 


Te 
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=D, (vr)=vD,r +r Drv=vR+ Lv, 
其 中 末 步 用 到 Dr = 天 ( 可 由 开 及 玉 ， 的 定义 证 实 ). 口 
[选读 16-7-1 完 ] 
上 述 命题 表明 黑洞 力学 第 二 定律 对 动力 学 视界 的 截面 也 成 立 (Hawking 当年 
只 证 明了 它 对 事件 视界 成 立 ). 现在 的 首要 任务 是 找 出 这 一 面积 变化 的 定量 表达 式 . 
动力 学 视界 志 的 截面 积 增 加 是 因为 有 能 量 不 断 经 万 流 和 人 黑洞 (把 矿 看 作 黑 洞 的 
边界 ), 为 求 得 面积 增长 的 表达 式 就 应 该 计算 经 万 流 人 的 能 量 . 相对 论 中 能 量 总 是 
关于 某 个 类 时 矢量 场 & 而 言 的 , 与 动力 学 视界 五 的 内 店 几 何 有 密切 关系 的 k" 自 
然 成 为 ?的 首选 对 象 (此 处 把 6" 的 条 件 从 类 时 放宽 至 还 允许 类 光 ). 但 因 k 的 “ 归 
一 化 ”有 任意 性 , 我 们 选 6 =Nk", 其 中 图 是 某 个 函数 . 由 Kk"=T*+r" 又 得 
6 = Nr + Nr”, 此 式 颇 像 时 空 3+1 分 解 中 对 类 时 矢量 场 (小 节 14.4.2 的 7 ) 的 分 解 
式 , 因此 不 妨 把 现在 的 入 和 Nr 分 别称 为 (类 空 超 曲 面 太 上 的 ) 时 移 函 数 和 位 移 矢 
量 场 . 设 $ 和 8.: 是 互 的 两 个 截面 , 面积 满足 4(S,)> 4(S,)[ 亦 即 S, 代表 的 时 刻 迟 
于 S, 代 表 的 时 刻 , 则 介 于 S 和 ,的 3 维 区 域 AH cH 就 代表 介 于 这 两 个 时 刻 的 那 
段 时 间 内 的 演化 过 程 . 仿照 上 册 86. 4, 可 以 认为 -7?” 中 代表 由 “ 观 者 ”好 测 得 的 4 
动量 密度 , 再 仿照 选读 6-4-2 的 讨论 (上 册 167 页 第 4 行 及 图 6-33 ) 便 知 [Tor 可 
解释 为 物质 场 了 。 提供 的 、 通 过 AH 流入 黑洞 的 、 关 于 6" 的 能 量 , 记 作 你 人 , 即 


es 加 二 35. (gE 代表 万 上 与 h, 适 配 的 体 元 ) (16-7-43) 


式 (16-7-43) 右 边 与 h, 及 其 标量 曲率 ( 记 作 多)、 外 曲率 天 ,有 关 . 为 找 出 了 ,r? 用 
这 些 几何 量 的 表达 式 , 可 以 利用 广义 相对 论 的 约束 方程 . 既然 瓦 是 类 空 超 曲面 , 其 
上 的 柯 西 数据 ( 初 值 )(h;,K,,) 就 必须 服从 标量 和 矢量 约束 方程 . 中 册 $14.5 (及 下 册 
第 15 章 ) 所 讲 的 都 只 是 真空 引力 场 的 约束 , 而 现在 涉及 物质 场 , 应 做 修改 . 约束 函数 
仍 是 真空 情况 下 的 那 两 类 , 即 标量 约束 函数 有 友 = 更 -KK2” + 天 和 矢量 约束 函数 
Hs =D,(K” -Kh”)[ 见 式 (14-5-9) 和 (14-5-10) 左 边 ], 但 它们 不 再 为 零 ，H 上 的 约 
束 方程 分 别 为 [ 见 Wald(1984) 式 (10. 2. 42) 及 (10. 2.4D]P 

Hs=HB-K,K™®” +K’=16nT,r’"T, (16-7-44a) 


Hs =D,(K — Kh”)=8nT’,rh®. (16-7-44b) 
由 此 易 证 Tree =(16n)"N(Hs +2r,Hs), 故 


@ Ashtekar 等 的 文献 还 允许 宇宙 常数 4 z 0 , 这 时 式 (16-7-44a) 和 (16-7-44b) 右 边 的 也 ,和 7, 应 改 为 元 , 和 元 ， 
其 中 元 = To。 -4gw/8r .我 们 只 限于 4= 0 的 情况 . 
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matter 


-元 人 wa +2r.Hs)e. (16-7-45) 


由 式 (16-7-44) 又 得 
Hs+2r,Hy= RB-KK" +K +2r,D,P”, 其 中 P*=K%-Kh*. (16-7-46) 
现在 的 关键 是 推导 五 ,+2r,Hs 的 一 个 便于 应 用 的 表达 式 . 


只 有 要 妃 是 被 一 族 闭合 面 分 了 层 的 类 空 超 曲面 [分 层面 (截面 ) 未 必 是 临界 陷 俘 
面 ], 则 及 上 自然 存在 一 个 标量 场 R( 面 积 半径 ), 定义 为 


R|, := 4,/4xn，Vpe 瑟 ,其 中 4, 代表 过 p 点 的 截面 的 面积 . 
在 以 下 的 推导 中 (从 命题 16-7-4 至 命题 16-7-10), 万 可 以 不 是 动力 学 视界 , 但 


要 满足 :(D 及 是 被 闭合 面 族 分 了 层 的 类 空 超 曲 面 ;xD,R >0(“ 面 积 严 格 增加 ””). 
命题 16-7-4 以 多 代表 D, 的 爱 因 斯 坦 张 量 , 则 


pr = B+R -KKR®. (16-7-47) 


证 明 以 级 。 和 , 移 “ 分 别 代 表 D, 和 访 , 的 歼 曼 张 量 .仿照 中 册 命 题 14-4-4 的 
推 证 , 注意 到 现在 的 及 ,和 有 ,在 号 差 上 与 该 命题 不 同 , 得 
= hm" +R RK" -Rk RK’. (16-7-48) 


再 以 加 和 多 分 别 代表 D, 和 也, 的 里 奇 张 量 , 则 


R= = hl" + RR, RoR = hh rr ) Ry" + RE -Kk 


ac a arc m 


_ yerl rerl f m pS pb 
=hh hhrr HR + RR -KKR,. 


(16-7-49) 
求 迹 得 了 的 标量 曲率 


多 = je 观 去 je (多 一 人 +Kk? -KKk” 
= (1 -rrr B+tR RR®= 2-2%rr+R RK’®.(16-7-50) 


其 中 未 步 用 到 rrDr'pByy”=0. 再 由 爱 因 斯 坦 张 量 的 定义 多 ， =. 史 ,一 Bh,/2 便 


得 待 证 的 式 (16-7-47). 口 
命题 16-7-5 


HR=B+R’ RK” +2D,o", 其 中 @* =rD,r -rrD,r’. (16-7-51) 
证 明 习题 . 提示 :由 天 。, 天 的 定义 得 形 =Dr .由 民 ， = 玉 及 尽 的 定义 又 
得 KK” =(D,r*)D,r”. 借 此 二 式 , 由 we 的 定义 及 式 (16-7-50) 便 得 式 (16-7-50)， 噩 
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命题 16-7-6 令 1 = 天 41 -Ko y" =a +B", 则 
Hs+2r,Hs =2D,y 二 更 + 天 -KK®*+K’—K,K®*-2P%Dr,. (16-7-52) 
给 出 


Hs+2r,Hy = B+R’ -KR®*+2D a 一 天 天 史上 有 2 +27D,P2 (16-7-53) 


K 
证 明 ” 式 (16-7-46) 与 (16-7-51) 结 合 


与 式 (16-7-52) 比 较 可 知 只 须 证 x,D,P”=D,p"-P*D,n ,而 这 由 pp*=K®*r -Kr” 
及 P=K,, 一 Kh [ 见 式 (16-7-46)] 易 得 . | 口 
命题 16-7-7 以 成 代表 Kr’ 在 S 上 的 投影 , 即 房 =hK,r', 令 p=Krr?， 


a 


则 
Hs+2r,Hs =2D,y" + 大 -G6 -2ry 记 -2rypD, + NCR +45) (16-7-54) 
证 明 由 ,= 民有 如 KK, 出 发 ,利用 庆 = 如 一 rr (并 注意 到 大 是 区 ') 可 得 
K,, = K,, +2r° Kt, — brn, = 8S,, + Kh +2Wr, +brr,. (16-7-55) 


对 上 式 求 迹 , 注意 到 @ 5 无 迹 ; @ pei =0; @ 记 (作为 投影 ) 与 x* 缩 并 为 零 , 便 得 
K=K+b. (16-7-56) 
从 已 = 天 。 一 Kh 出发, 利用 式 (16-7-55)、(16-7-26b) 和 (16-7-56) 易 得 


P®*=S® -> Kh" +2W lr) — Krr? — bh®. (16-7-57) 
从 KK 三 民有 Dr 出 发 ,利用 所 = 如 一 rr*,r?D,p =0 及 记 ， = ,+ 奖 ,，12 又 得 
Dn =K, +trr Dn,=8,+ = Rh, +rr°D.p,. (16-7-58) 


把 式 (16-7-26a) 及 (16-7-55)~(16-7-57) 代 入 (16-7-52), 利用 5 和 SS 的 无 迹 性 、 
hsr” =0,rD,n=0 以 及 由 5S,,S,, 房 “ 切 于 ”S 所 导致 的 §,r* =0,S,r"=0 和 
访 xr* =0 便 得 
H, +2r.Hy 
=2D,y + 15K +K)+2b(K+K)-(S, +S 0S2 +S®) 2m ry — 2?r°D r, 
a >, 1 A 和 Aa #7 TH7a TF7b yc 
=2D.7y + 多 + 7 n(n +4D)-—6,0 ES 2WW" — 2Wir Dn,, 


其 中 第 二 步 用 到 式 (16-7-27). 口 
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以 下 的 任务 是 简化 式 (16-7-54) 的 右边 . 
命题 16-7-8 7” =r°D,r’ +ry° ~ Or’. (16-7-59) 
证 明 由 y=a +p", g”=rD,r” -rr"D,r’, Bp" =K%n Kr" 得 
7” =r°D,r” 一 72D, 产 +K®r, — Kr”. (16-7-60) 
—r°D,rr + Kr, — Kr =W’ -Opr’. (16-7-61) 
因 天 =D.r”( 见 命题 16-7-5 证 明 提 示 ), 故 式 (16-7-61) 的 
左边 =-r "(K+K)+K™, =—r"(0 上 +b)+ Kr, = -Or +W" = 右边 ， 
其 中 第 二 步 用 到 式 (16-7-56) 及 (16-7-27b), 第 三 步 是 因为 
We = Kr =(he rr ) Kr = Kr br’. 图 
命题 16-7-4 之 前 已 对 五 约定 面积 半径 RR 满足 xr"D,R>0, 这 就 保证 D,R 处 处 
非 零 , 所 以 R 可 被 选 为 五 上 的 一 个 坐标 , 配 以 截面 上 的 2, op 便 得 到 石上 的 局 域 坐 
标 系 {x}={x =R,x =0,x =9} .又 因 每 一 截面 都 是 等 R 面 , 所 以 R 可 以 充当 命 
题 16-7-3 证 明 中 的 4, 因而 [ 见 式 (16-7-35)] 


[总 -or 其 中 v= 名 (16-7-35) 


义 因 x 下 交 于 截面 , 故 (60/6R) 亦 然 , 所 以 (3/6R) 正 交 于 (6/06) 及 (93/30), 因而 
有 3 维 张 量 场 等 式 


hs = hu(dR), (dR), + hs = Ri(dR), (dR), + h(x), (de/), (16-7-62) 


其 中 为 = 思 是 及, 在 {R,0,9} 系 的 9 个 坐标 分 量 中 偏 后 的 4 个 .于 是 h, 和 所, 在 该 

系 的 行列 式 和 及 有 简单 关系 h=h,h, 由 此 易 得 五 的 体 元 5 与 5S 的 面 元 笃 的 关系 

=VhdRAdOrdp=VhhdRAdor dp = hdRAs. (16-7-63) 

前 面 已 选 &* = Nk" 作为 定义 能 量 的 矢量 场 ,但 N 仍 有 任意 性 . 一 种 方便 选择 
是 取 NN 为 R 的 梯度 DR 的 大 小 (以 WN, 代表 此 N), 即 

Ni = Mh (dR),(dR), = Vm . (16-7-64) 

另 一 方面 , 由 式 (16-7-62) 易 见 局: = 瑚 /天 =1/ 用 , 故 记 =1/P = Ni. 代入 式 (16-7-63) 

得 
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‘Ee=N dRA’E. (16-7-65) 


命题 16-7-9 r"D,n, = Ne 'D, N,. (16-7-66) 
证 明 由 (6/8R) =vr” 得 有 =v*hsr"r?=v, 与 h,=N,” 结 合 得 Nu =v . 故 
r= Ni(60/90R)” .上 下 把 hh =N,” 代 入 式 (16-7-62), 两 边沿 xr 取 李 导数 得 
D,n, +D,r, = [Ne (dR),(dR),]+.Z [h, (dx ), (dx’),]. (16-7-67) 
以 xr” 缩 并 上 式 两 边 , 注意 到 x*D,x, =D,(rx,)/2=0, 得 
r'Dor, =r*" [Ne (dR),(dR),]+r’Z% [h (dx'),(dx’),]. (16-7-68) 
上 了 式 右 边 第 二 项 按 莱 布 尼 茨 律 可 拆 成 三 个 分 项 , 其 中 两 项 都 因 含 r*(dx’), 而 为 零 
[ 因 六 = Ni(0/6x'》], 第 三 分 项 则 因 含 .多 (dz), 也 为 零 , 理由 是 : 由 李 导 数 与 外 微分 
的 可 交换 性 [第 5 章 习 题 6(b)] 有 .2Z(dz), =d,(.Zx’) ,而 
(Lx’)=r"D,x’ = Niax /ax =0. 


于 是 式 (16-7-68) 简 化 为 
"Dyr, = 六 -ZLNe (dR), (dR),] a 
=7r"{(HNe  )dR), (dR), + Ne “[(dR),-Z(dR), + (dR), Z(dR),]}. 
上 式 右 边 涉 及 ZN 及 .Z(dR),, 前 者 容易 求 得 为 
ZN =-2N ONz s (16-7-70) 
oR 
后 者 则 为 
HL(dR), = d, (ZR)=d,(r’D,R)=d, a 外 DA =D,N,. (16-7-71) 
把 式 (16-7-70)、(16-7-71) 代 入 (16-7-69), 注意 到 x* = N,(3/aR)* ,得 
rsDir =NI - 2 2 (dR), tp (16-7-72) 
由 xr”=1 及 xr* =N,(0/6R》 不 难 验证 
(dR), = Nr.,, (16-7-73) 


故 


ON oY 
a (dR), =—Nir, [总 D,N, = -7 D,N 
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因而 式 (16-7-77) 给 出 
Di = NI(-rzreD,N +DNJ)=N DDN， 
其 中 第 二 步 用 到 了 ,的 定义 , 即 中 册 式 (14-4-18). 口 


命题 16-7-10 令 2 = 矿 "+DDlin N ,9 则 式 (16-7-54) 可 改写 为 
Hs+2r,Hy =B-6,6" -26°6, +2D,6°+ 3 (4K ~30,)—2r°D,O,. (16-7-74) 
证 明 ”作为 习题 供 读者 练习 . 提示 : 
(1) 由 "的 定义 及 式 (16-7-66) 得 6 = 房 * +rsD,r”, 从 而 有 
WW + riD,r, =6°6, +rr’D,o”. 
(2) 式 (16-7-59) 导 致 Dy* =D,e” -D,(Gr") ,进而 有 
D,y’ =D,6" -OKR-r'D,0,. 
(3) 由 也 5" = 加 有 De” 得 DD,e” =D.c -rriD,e”. 
于 是 式 (16-7-54) 的 一 、 四 、 五 项 之 和 为 
2D,y° -2 WB" -2Wer?D,r, = -26°6, +2D,6° -26 民 -27“D.0 
(4) 用 式 (16-7-27b) 及 (16-7-56) 把 式 (16-7-54) 末 项 化 为 
O04K -30,)/2+20,K. 口 
由 包 , 的 正定 性 不 难 证 明 6,,6”>0, 5“5. >0, 可 记 作 56,,6”=|6P, 6"6, =|5 
故 式 (16-7-74) 又 可 表 为 
Hs +2r,Hs =B-|6P -2|cP +2D ,c+ 3 (4K -306,)-2r°D,O,. (16-7-74') 
上 式 适 用 于 任何 被 分 了 层 ( 且 “DR> 0) 的 类 空 超 曲面 万 . 
下 面 把 以 上 结果 用 于 动力 学 视界 已 , 这 时 6 =0 导 致 式 (16-7-74) 右 边 后 两 
项 为 零 , 代入 式 (16-7-45)( 并 取 该 式 的 N 为 N, ) 便 得 
16nF.0) = | N(%-|oP -2|c )e+ 2| ,Nae’)’e . (16-7-75) 
AH 


再 由 式 (16-7-65) 可 知 上 式 末 项 的 积分 为 


Q@ 还 可 证 明 (习题 ) 5” = jwreV , 态 ,不 过 后 面 不 用 这 一 结果 . 
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ND,") = {Be dae = arf Bos)’s, 467-76) 
其 中 RR 和民 分 别 是 S, 和 5, 的 面积 半径 .上 式 右边 又 可 用 Gauss 定理 化 为 边界 项 ， 
而 S( 作 为 闭合 面 ) 的 边界 为 空 , 故 式 (16-7-75) 右 边 末 项 为 零 , 再 与 式 (16-7-43) 结 合 
力 得 

Ne 二 [ne 和 人 ad GP+215P)32， (16-7-77) 
其 中 去 =Nak*. 再 次 使 用 式 (16-7-65) 可 知 上 式 左边 为 

Ne= dR ZE= 7aR, 其 中 .r=[ 达 %. (16-7-78) 


如 末 S 是 半径 为 R 的 2 球面 , 则 由 第 3 章 习 题 13 的 结果 不 难 求 得 . 宏 =2R?， 
故 .=8z. 然 而 在 一 般 情况 下 只 敢 说 S 是 闭合 的 2 维 定向 流 形 , 未 必 是 球面 . 幸好 
数学 上 早已 证 明 闭合 2 维 定向 流 形 的 .9 在 同 胚 映射 下 不 变 ( 是 拓扑 不 变量 ), 而 已 
的 各 截面 S$ 有 相同 拓扑 , 故 .7 不 随 尺 而 变 , 因而 


人 人 Ne- 人 de =.7(R,-R). (16-7-79) 
这 正 是 当初 选 N; 作为 NN 的 用 心 所 在 . 把 上 式 代 回 式 (16-7-77), 去 掉 体 元 记号 便 得 
FBR-R)=16r | Tors + [NedOP +21eF). (16-7-80) 


数学 上 还 证 明了 .7 有 如 下 性 质 : .7 >0 心 5 为 拓扑 2 球面 ; .7 =0 必 5 为 拓扑 2 环 
面 (“救生 图 ”). 式 (16-7-80) 右 边 第 二 项 显然 非 负 ， 由 于 默认 能 动 张 量 7, 满足 主 能 
量 条 件 ( 见 附录 DD ), 式 (16-7-80) 右 边 第 一 项 也 非 负 , 加 之 R, > R (面积 恒 增 ), 故 
了 20. 阁 .了 ”=0, 则 式 (16-7-80) 退 化 为 0=0, 不 再 给 出 R, -RR 的 表达 式 .我们 不 拟 
讨论 这 种 非常 特别 的 退化 情况 [可 参阅 Ashtekar and Krishnan(2003)], 故 .Zz >0, 即 
动力 学 视界 的 截面 只 能 是 拓扑 2 球面 . 既然 2 球面 的 .了 =8r 而 且 .y 是 拓扑 不 变量 ， 
任何 拓扑 2 球面 就 都 有 .7 = 8r, 故 式 (16-7-80) 成 为 


1 和 1 2 
328-R)= [Tore + [NeloF +2leP). 16.7-81) 


上 式 称 为 动力 学 视界 的 面积 平衡 定律 (area balance law). 
[选读 16-7-2] 

除 拓扑 2 球面 和 2 环 面 外 , 闭合、 连通 、 可 定向 的 2 维 流 形 还 能 有 什么 拓扑 ? 
本 选读 对 此 做 一 简介 . 

对 闭合 连通 2 维 曲面 5 可 定义 一 个 称 为 欧 拉 示 性 数 (Euler characteristic index) 
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的 拓扑 不 变量 Y% .为 此 , 先 对 S 作 “三 角 训 分 ”, 通俗 说 就 是 把 8 表 为 有 限 个 “拓扑 
三 角形 (到 "中 的 三 角形 在 连续 映射 矿 : 民 * -> 8 下 的 像 ) 的 并 集 , 要 求 任意 两 个 “三 
角形 ”的 交集 只 能 是 下 述 情形 之 一 :中空 集 ; 加 唯一 的 公共 顶点 ; @) 唯 一 且 完全 重 
合 的 公共 边 . 例如, 8 的 最 简单 剖 分 就 是 使 之 如 同 四 面体 的 表面 . 设 8 的 一 个 剖 分 
有 nn, 个 顶点 , n 条 边 , n, 个“ 三角形”, 则 XY:=n 一 m+n,. 可 以 证 明 , 这 样 定义 的 
与 三 角 训 分 的 选择 无 关 , 仅 取 决 于 5S 的 拓扑 结构 . 读者 可 依据 此 定义 计算 任何 闭合 
连通 2 维 曲 面 的 XY. 吻 见 晤 的 X=2. 而 由 Gauss-Bonnet 定理 [ 见 陈省身 , 陈 维 桓 
(1983) 定 理 4.1] 又 知 


4=(4r) 人 到 2， ( 鹃 是 8 的 标量 曲率 ) (16-7-82) 


可 见 Y 与 正文 中 引入 的 . 秋 成 正比 :. 志 =47Y .为 帮助 想象 8 的 其 他 拓扑 类 型 ,还 可 
引入 另 一 拓扑 不 变量 g , 称 为 亏 格 (genus), 严格 定义 见 伍 鸿 申 等 (1981), 第 40 页 ， 
86 .下 面 的 直观 想像 对 理解 亏 格 大 有 神 益 .球面 与 环 面 (“救生 图 ”) 的 拓扑 不 同 在 
于 后 者 有 一 个 洞 而 前 者 没有 . 把 球状 面团 压 扁 (拓扑 不 变 ) 后 可 炸 成 油饼 . 若 先 用 秘 
子 在 压 遍 后 的 面团 上 穿 一 个 洞 (改变 拓扑 ), 就 可 炸 成 带 一 个 洞 的 油饼 (或 制 成 面包 
圈 ), 其 表面 就 是 环 面 . 类 似 地 , 穿 两 个 洞 (两 洞 不 得 在 面团 内 部 互通 ) 可 得 带 双 洞 的 
油饼 , 等 等 . 亏 格 g 就 是 洞 的 个 数 , 因此 球面 的 g=0 而 环 面 的 g=1. 高 孝 格 的 曲面 
只 不 过 多 几 个 洞 而 已 .正如 式 (16-7-82) 是 微分 几何 的 一 个 重要 结论 那样 ,拓扑 学 的 
一 个 重要 结论 是 曲面 的 x+ 与 g 有 如 下 简单 关系 : %=2-28[ 见 候 伯 元 , 修 伯 字 
(1995)§18. 1]. 于 是 ,球面 的 g=0 意味 着 X=2, 与 三 角 训 分 的 结论 (以 及 正文 中 求 
得 的 .=87) 一 致 ， 环 面 的 g=1 则 意味 着 X=0, 这 也 可 用 式 (16-7-82) 通 过 计算 验 
证 . 

作为 洞 的 个 数 ，g 当然 是 非 负 整数 , 因而 便于 穷尽 , 其 重要 意义 在 于 存在 这 样 
的 结论 [ 见 Forster(1981)P158$19]: 闭合 、 连 通 、 可 定向 的 2 维 流 形 的 拓扑 仅 由 亏 格 
决定 , 亏 格 相同 的 这 种 流 形 一 定 同 胚 . 因此 , 穷尽 了 亏 格 也 就 穷尽 了 这 种 流 形 的 丘 
扑 . 可 见 亏 格 最 便于 描述 曲面 的 拓扑 分 类 . 动力 学 视界 的 定义 的 威力 之 一 在 于 : 主 
能 量 条 件 和 面积 恒 增 的 结论 排除 了 高 亏 格 截面 的 存在 性 , 从 而 对 截面 的 拓扑 给 出 
强烈 限制 :( 除 退化 情况 外 ) 只 能 是 拓扑 2 球面 . 


图 16-11 亏 格 为 1 的 曲面 ( 环 面 ) 


对 亏 格 也 可 做 这 样 的 直观 理解 : 先 规定 球面 的 亏 格 8=0, 再 安 上 一 个 把 手 
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(handle), g 就 变 为 1 ,而 这 就 是 环 面 (“救生 圈 ”), 见 图 16-11. 以 此 类 推 ， 安 上 g 个 把 
手 后 的 万 格 就 是 g .不妨 把 g=2 的 S 比 喻 为 “双人 用 ”救生 图 ,有 两 个 孔 , 每 孔 可 大 
住 一 人 .于 是 亏 格 为 g 的 曲面 就 可 比喻 为 “g 人 用 ”的 救生 圈 . [选读 16-7-2 完 ] 


16.7.4 角 动 量 为 零 时 的 第 一 定律 


上 小 节 的 大 部 分 篇 幅 放 在 数学 推演 上 , 最 后 得 到 式 (16-7-81). 本 小 节 要 讨论 此 
式 的 物理 意义 . 

动力 学 视界 的 定义 保证 & =0, 故 由 式 (16-5-50) 可 知 式 (16-7-81) 左 边 等 于 截 
面 S5, 与 5S 的 Hawking 质 量 之 差 . 如 果 Hawking 质量 代表 黑洞 内 的 ( 准 局 域 ) 能 量 , 则 
式 (16-7-81) 右 边 应 等 于 经 黑洞 边界 A 厅 流 进 洞 内 的 能 流 . 事实 上 ， 右边 第 一 项 本 来 
就 是 由 物质 场 7 提供 的 6 能 流 (加 表示 这 能 量 由 矢量 场 定义 ), 现在 明确 
记 作 多 他; 第 二 项 是 纯 几何 的 (内 涉及 引力 场 ), 自 然 应 解释 为 (定义 为 ) 由 引力 波 携 
带 的 、 经 AH 流 进 的 6 能 流 , 即 


»o_l > 
TE = [NeloP +216P). (16-7-83) 


然而 , 这 一 解释 果真 站 得 住 脚 吗 ?请 注意 现在 的 对 象 是 强 引力 场 领域 , 比 在 渐 
近 半 直 领 域 的 Bondi 能 流 问题 还 要 复杂 得 多 . 即使 是 渐 近 平 直 领 域 , Bondi 等 人 在 
当年 找到 引力 能 流 表达 式 后 也 曾经 十 分 慎重 地 审查 过 它 是 否 满足 引力 能 流 所 必须 
满足 的 多 项 判 据 . 强 场 领 域 中 由 式 (16-7-83) 定 义 的 Ze 也 满足 这 些 判 据 吗 ? 


Ashtekar 等 在 逐一 审查 后 的 结论 是 : 它 满足 除 一 个 以 外 的 所 有 判 据 . 至 于 那 被 除外 
的 一 个 , 至 今 仍 是 个 有 待 探 讨 的 开放 问题 . Ashtekar and Krishnan(2004) 中 列 出 了 五 
个 (在 另 一 文献 中 甚至 七 个 ) 判 据 , 它们 都 被 很 好 地 满足 . 此 处 只 举 两 个 : 

(1) 规 范 不 变性 判 据 . 历史 上 有 过 关于 引力 能 流 的 借助 于 寿 张 量 的 大 量 表 达 式 ， 
它们 都 涉及 人 为 借用 的 非 内 豪 几何 因素 (例如 坐标 系 和 标 架 ), 于 是 必须 检验 所 得 
表达 式 是 否 实质 上 与 这 些 人 为 因素 无 关 . 但 式 (16-7-83) 天 生 就 是 纯 几 何 表述 (不 涉 
及 任何 人 为 借用 对 象 ), 因而 是 天 生 规范 不 变 的 . 

(2) 正 定性 判 据 . 关于 引力 波 到 底 “ 只 代表 时 空 坐标 的 波动 ”还 是 真有 物理 意 
义 的 讨论 是 引力 波 研究 史 中 的 重大 问题 , 而 引力 波 能 流 表达 式 的 正定 性 恐怕 是 对 
后 者 的 最 有 说 服 力 的 支持 . 式 (16-7-83) 一 望 而 知 是 正定 的 . 请 注意 这 一 结果 来 之 不 
易 : 正 是 动力 学 视界 的 定义 本 身 恰到好处 地 保证 了 这 一 正定 性 . 只 要 把 条 件 稍 加 削 
弦 , 例如 保留 其 他 条 件 而 只 把 “截面 为 临界 陷 俘 面 ” 的 “临界 ”两 字 去 掉 , 正定 性 
就 可 能 丧失 . 前 已 述 及 , 在 强 场 领域 中 的 引力 能 流 表达 式 是 很 难 找到 的 , 但 是 ,动力 
学 视界 的 巧妙 定义 竟 能 出 奇 制胜 地 帮助 人 们 找到 穿越 该 视界 的 引力 能 流 的 满意 表 
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达 式 . 

面积 平衡 定律 (16-7-81) 在 某 种 意义 上 代表 着 能 量 的 守恒 性 :经 黑洞 边界 流 进 
的 能 量 (由 物质 场 和 引力 场 提供 ) 等 于 洞 内 能 量 的 增 量 , 这 种 解释 的 关键 点 在 于 等 
式 左边 代表 Hawking 能 量 . 然而 ,Kerr 时 空 的 例子 告诉 我 们 在 有 和 角 动 量 时 洞 内 能 
量 并 不 等 于 Hawking 能 量 , 于 是 , 虽然 等 式 (16-7-81) 在 有 和 角 动 量 时 照样 成 立 , 但 上 
述 能 量 守恒 的 解释 不 再 适用 . 这 一 问题 也 可 从 另 一 角度 看 出 . 把 式 (16-7-81) 的 如， 
能 量 记 作 54* , 并 认为 右边 的 能 流 正好 等 于 E49 的 增 量 AE*® , 即 

A 
令 5, 面 无 限 靠近 Si, 则 式 (16-7-81) 左 边 成 为 无 限 小 量 dR/2 , 右边 则 代表 无 限 小 3 
维 面 ( 改 记 作 dH ) 的 能 流 dE“*, 故 式 (16-7-81) 的 无 限 小 形式 为 
FdR= dE" (16-7-84) 


用 下 式 定义 S 关 于 4 的 有 效 (effective) 表 面 引力 Re : 


二 


RE (16-7-85) 
2R 
与 4=4nR? 结合 便 可 把 无 限 小 等 式 (16-7-84) 重 铸 为 如 下 形式 : 
ed =dE*". (16-7-86) 


8 
上 式 可 看 作 将 要 推导 的 动力 学 视界 第 一 定律 


dE*® = eM + (2dJ 
8 


在 角 动 量 .J= 0 时 的 特例 . 可 见 上 面 对 式 (16-7-81) 所 做 的 “能 量 守 恒 ” 解 释 只 适用 
于 角 动 量 为 零 的 情形 . 为 了 找到 第 一 定律 的 积分 形式 , 必须 加 入 角 动 量 的 考虑 , 详 
见 小 节 16.7.5 和 16. 7. 6. 

我 们 至 今 所 讨论 的 能 量 都 只 是 6 能量, 即 是 由 矢量 场 &) = Nak” 定义 的 能 
量 , 其 中 时 移 Ne = Yh”(dR),(dR), 满足 D,R= Nar, [ 见 式 (16-7-73)]. 然而 时 移 N ( 因 
而 6* = Ni ) 的 选择 有 相当 的 任意 性 . 设 xr(R) 是 R 的 任 一 函数 , 则 > 在 截面 上 也 是 
常数 .仿照 D R= Ni 可 定义 更 一 般 的 时 移入 , 如 下 : 

Dr=sN,r,. (16-7-87) 

但 请 注意 这 样 定义 的 Ny, 可 能 在 万 的 某 些 点 (甚至 某 个 开 子 集 ) 上 为 零 . 把 
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dr dr 


Dr=—D,R=—N,r, 
dR dR 
同 式 (16-7-87) 比 较 得 
rr 人 (16-7-88) 
N, dR 


可 见 , 虽然 N, 很 可 能 依赖 于 三 个 坐标 R,0,9, 但 比值 N,/N, 却 只 能 依赖 于 坐标 R. 
利用 这 一 性 质 ， | 以 r 代 R 的 下 式 : 


3 -= 人 Trt, N,(GP +2|eP)e, (16-7-89) 


其 中 总 = Nt, =r(R), 太 =r(R) .现在 证 明 上 式 .为 使 适用 面 更 广 , 我 们 改 从 式 
(16-7-80), 即 

F(R-R)=16r| Tors s+ [Nall6P +2|sP) 
出 发 . 利用 式 (16-7-65) 把 上 式 改写 为 


= a Tat a Ne ‘dRA’E+ 


| dr[ fe ph 2 十 
再 由 尺 ,R， 2 意 性 便 有 


小 刁 16r | 六 Ss e+ [dGP +21eP)s. (16-7-90) 


1 .12 2 2 
ol +2 dRA’E 
RR/ SP+21eP) 


本 dR | doF +21eP)’e, 


于 是 待 证 式 (16-7-89) 右 边 乘 以 16x 后 可 表 为 
tor[, Tt’é, Ys + 人 N(GP +2|cP)’e 


Na(lOl +2|el Ys 
R 


N 
-16r| 二 ee Te + 


lierh NTsr ret 人 dc +215P?e| 


Rh, 
三 | dR VN, 
an NWN, 


其 中 第 一 步 用 到 如,=(N,/N)E ,第 二 步 除了 用 到 式 (16-7-65) 之 外 还 因为 


TaR= IR) rR)N= SF), (6-791) 
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Ni /Na =dr/dR 与 9 面 上 的 坐标 无 关 保证 可 被 提出 积分 号 人 外面, 第 三 步 用 到 式 
(16-7-90).， 当 截面 同 胚 于 S 时 .7 = 8r, 式 (16-7-89) 于 是 得 证 . 

对 式 (16-7-89) 还 应 注意 : N, 不 但 可 能 在 瓦 的 某 个 开 子 集 上 为 零 , 而 且 S 与 8 
之 间 的 AH 还 可 能 存在 开 子 集 , 其 上 因 N, < 0 而 导致 > <x (虽然 R > 及 ) 这 时 式 
(16-7-89) 两 边缘 为 负 . 

式 (16-7-86) 虽 然 可 以 看 作 ( 角 动 量 为 零 时 ) 第 一 定律 的 特例 , 但 该 式 中 的 能 量 只 
限于 由 矢量 场 & = Npk* 定义 的 64, 能 量 Bo . 既然 能 量 也 可 用 许多 不 同 的 
多 ) = N. 性 定义, 自然 希望 这 些 6&2 能量 用 o 也 满足 类 似 的 第 一 定律 .下 面 的 讨论 
表明 的 确 如 此 (暂时 限于 角 动 量 为 零 的 情况 )， 

利用 .地 =8r 把 式 (16-7-90) 改 写 为 

1 -1 azb 2 1 ~ 12 2\2 
-|™ Tr e+e ho +2|cP)2E (16-7-92) 
上 式 同 dR/2= dEs* [ 式 (16-7-84)] 结 合 给 出 
dEsn = dR | 人 Ne Tr és ?8 + 人 (人 P+2|5 ye ， (16-7-93) 


而 式 (16-7-92) 乘 以 dr 则 给 出 
1 
2 


上 两 式 右 边 方 括号 的 内 容 相 同 , 暗示 可 猜测 性 地 用 下 式 定 义 E09 : 


] 
ar- [™ a A + sealerys| (16-7-94) 


dpm dy | 人 Na ToT’ Gen) E 人 人 (6PF+215 Pye | + (16-7-95) 


当 x=R 时 上 式 回 到 式 (16-7-93), 从 一 个 角度 说 明 用 式 (16-7-95) 定 义 天 io 的 合理 性 . 
当然 仅 此 一 点 还 不 够 , 例如 , 你 可 能 问 :“ 把 式 (16-7-95) 方 括号 内 的 R 也 换 成 + 不 是 
也 行 吗 ?” 稍 后 将 回答 这 一 问题 . 还 应 说 明 一 点 :虽然 r(R) 的 选择 有 相当 的 任意 性 ， 
但 只 当 与 RR 量 纲 一 样 时 EE“ 才 有 能 量 的 量 纲 . 以 下 只 考虑 与 R 有 相同 量 纲 的 +x. 
对 比 式 (16-7-94) 和 (16-7-95) 给 出 
1 


7 =dE’?, (16-7-96) 
当 r =R 时 上 式 回 到 式 (16-7-84). 依次 利用 式 (16-7-96)、4 = 4nR? 及 式 (16-7-85) 又 得 
dE = i yp (16-7-97) 

8Tr -dR 
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上 式 暗 示 我 们 应 该 用 下 式 定义 关于 &, 的 有 效 表面 引力 


局 ( 当 r = 时 有 大 = 无) (16-7-98) 
因为 这 样 可 使 式 (16-7-97) 成 为 
dd =dE“n?， [ 当 x =R 时 回 到 式 (16-7-86)] (16-7-99) 
n 、 


而 上 式 可 看 作 将 要 推导 的 更 一 般 的 动力 学 视界 第 一 定律 


dB‘ = LEd4+ 0 
8 


在 角 动 量 了 =0 时 的 特例 . 同 式 (16-7-86) 相 较 , 式 (16-7-99) 只 不 过 是 使 用 更 一 般 的 
如 能量 而 已 . 这 就 进一步 印证 了 式 (16-7-95) 的 合理 性 . 假若 把 式 (16-7-95) 中 方 括 
号 内 的 RR 也 换 成 x , 则 式 (16-7-96) 的 等 号 势必 改 为 不 等 号 ,于 是 式 (16-7-99) 也 就 不 
会 成 立 , 

注 2 有效 表面 引力 去 与 到 的 区 别 在 于 一 个 因子 W./N, [ 见 式 (16-7-98)], 而 
这 个 因子 也 正 是 用 以 定义 能 量 的 两 个 矢量 场 铝 ) = NN,k* 与 =Nak” 的 区 别 所 在 . 
这 同 弱 孤 立 视界 的 情况 类 似 , 那里 的 表面 引力 Kb 也 会 由 于 矢量 场 k? 的 重 标 度 
化 (Kk 户 k” =ck”) 而 重 标 度 化 (Kp Fo =cxi, 见 $16.5 注 8), 而 且 两 者 有 相同 
的 重 标 度 因子 c , 同 现在 的 区 别 在 于 现在 的 重 标 度 因子 N, /Ni 可 以 是 RR 的 函数 . 
这 是 很 自然 的 , 因为 现在 讨论 的 是 描述 时 间 演 化 的 动力 学 视界 , 而 正好 扮演 时 
闻 的 角色 . 

注 3 式 (16-7-99) 的 dg"” 和 d4 是 能 量 Bo 和 面积 4 在 经 历 一 个 无 限 小 物理 
过 程 后 的 改变 量 (动力 学 视界 从 截面 到 截面 的 过 渡 本 身 就 代表 演化 过 程 ), 因此 该 
式 是 J=0 时 的 动力 学 视界 第 一 定律 的 物理 过 程 版 本 , 这 与 弱 孤 立 视界 第 一 定律 
[ 式 (16-5-69)] 从 “味道 ”上 看 来 非常 不 同 : 该 式 的 6E0 , 54, ,57 是 含有 弱 孤 立 视 
界 的 两 个 有 微小 差别 的 时 空 的 物理 量 E0 ，4,, J 的 差 值 , 就 是 说 ,该 式 是 第 一 定 
律 的 平衡 态 (被 动 ) 版 本 . 
16.7.5” 角 动量 平衡 方程 


时 空 角 动 量 与 反映 轴 对 称 性 的 Killing 矢量 场 有 密切 关系 , 而 含有 动力 学 视界 
的 时 空 未 必 存 在 这 种 Killing 场 , 如 何 定义 角 动 量 ? 先 看 如 下 的 一 种 特殊 情况 : 
命题 16-7-11 设 时 空 (M,g,) 含有 动力 学 视界 五 ,在 M 上 存在 反映 轴 对 称 
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性 的 Killing 场 ,而 且 yr|y 切 于 万,” 则 Komar 积 分 [dp (二 人 eVcg) 可 以 
表 为 (S 代表 五 的 任 一 截面 ) 
| ‘df =-2 人 Ka 其 中 K,, 是 (H,h) 的 外 曲率 ， (16-7-100) 


注 4 细 察 下 面 的 证 明 就 可 发 现 本 命题 对 名 的 要 求 可 以 从 
(V+Vip)lu=0  [ 即 灾 是 M 上 的 Kiling 场 ] 削 弱 为 (V .办 +V 人 四) =0. 

证 明 在 矿 的 邻 域 U 上 局 域 引 入 正 交 归 一 标 架 场 fe"} , 满足 et |,=7T"|,， 
@ |y=7" |g, 则 其 对 偶 标 架 场 {e?} 满 足 ex [y= -Tty, es z= lz. 度 规 gw 的 适 配 体 
元 jo 在 有 卫 上 可 用 标 架 表 为 
Eu 上 = (Ea Ns Nee Mea)|y=[e? A@ A(-T) ry=-é AT, Ar) ys, (16-7-101) 
其 中 sw =(e; 人 @;)|a. 设 is :S 一 M 是 包含 映射 , 则 拉 回 is*e, 就 是 (5, 甩 ,) 的 适 配 面 
元 . 令 v =-(z 入 广 )|，， 则 


Eapcd |H= Eap NVog = EspVoa + (Eco + EpcVaa) + (EgaVo, + EVic) + Eads, 


故 3 
人 EpodV $=L + + +L,, 
其 中 
T= 人 EpVaVp", 1,= 人 (Eu + EV VY", 
= 人 (EV teEnvi)V Gp", 了 工 = 人 EV ovV Gp’ . 
首先 计算 二， 


1 = 人 av [s (gvVa Vp” )= [Gs Es)VuaV'p” = 站 TY 


2 | tr.ViG"! =2 人 TVc1 = 一 2 人 Gr°VT,, (16-7-102) 
Ss 号 


其 中 第 二 步 的 理由 见 上 册 §5.3 末 二 行 ( 指 要 对 限制 做 积分 ), 第 三 步 是 因为 vvV‘p* 
是 标量 场 , 第 四 步 无 非 是 略 去 被 积 面 元 i's, 并 用 到 v, =-(t, 人 +x,)]y, 第 六 步 用 到 


QD 由 此 还 可 证 明 p” | 必 切 于 各 截面 , 证 明 中 要 用 到 :@ 加 是 Killing 场 ，@ 久 的 积分 曲线 闭合 ，@ 矿 有 唯 
一 的 截面 (临界 陷 俘 面 ) 族 . 

@ 基 矢 场 er, e" 通常 只 能 在 S$ 上 局 域 定义 , 故 S 上 的 积分 只 要 涉及 它们 就 应 先 计算 局 域 积分 再 “缝合 ”而 成 ， 
这 要 用 到 “单位 分 解 ”, 详 略 . 
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Killing 方程 , 末 步 是 因为 图 jz 切 于 玖 导致 (Cr 办)| =0. 
下 面 证 明 7, = 厂 = 刀 =0. 先 看 了 . 


有 ev = | Gv savg’ 
= bs (r, AT,)éesV'g" = Oram) ep =0， 


其 中 第 四 步 用 到 上 册 式 (4-1-8), 末 步 用 到 站 =0 (来自 x* 正 交 于 S). 类 似 地 还 可 证 
明石 =0, 而 由 Killing 方程 易 见 1,=, 故 J, = 了 =1=0, 因 而 [ewwzVp” = 五 , 即 


S 


人 ‘dp =-2 [gv i (16-7-103) 

又 因 J*” 和 x 都 切 于 石 ,其 投影 等 于 自身 , 故 p* = 如 G?,， r=hr", 所 以 
Gr Vsla= Gr hy heV Ta y= pr°K,,, (16-7-104) 
代入 式 (16-7-103) 便 得 待 证 的 等 式 (16-7-100). 口 


再 讨论 动力 学 视界 的 一 般 情况 , 这 时 M 上 可 以 没有 反映 轴 对 称 性 的 Killing 
场 , 我 们 改 从 石上 切 于 每 一 截面 5 的 任 一 矢量 场 w* 人 手 ( M 上 未 必 有 Killing 场 
使 ”|;=p”). 以 9, 缩 并 式 (16-7-44b) 得 


0=9,D,P® -8rToer go =9.D,P® 8nT,r’g’, (16-7-105) 
其 中 P=K” Kh”. 上 式 在 AH 上 积分 给 出 
0= 人 DiP" -grTar’g!)= [IDs(psP®)-P*D,g,] -gn 人 rm (16-7-106) 
利用 Dp = .2 及 ,12 又 可 改写 上 式 为 
a 1 ab a a a 
人 rzur +3P" hs)= 人 pw = | (Pg) — 人 (Pup )p ，(16-7-107) 


其 中 第 二 步 用 到 Gauss 定理 . 再 由 P% = 天 2% -Ku 及 hh ,9"r* =0 便 有 


[7 rp + | | 人 Epo- 人 Eee 外 (16-7-108) 


上 式 右边 的 两 个 积分 与 式 (16-7-100) 右 边 形式 相同 , 区 别 只 在 于 上 式 的 gr 未必 是 
某 Killing 场 $" 在 及 上 的 值 , 甚至 也 不 要 求 g" 是 (S,h,) 上 的 Killing 场 ( 即 不 要 求 

加 hs =0). 既然 当 儿 为 Killing 场 时 Komar 积分 全 "dg 代表 8 面 内 的 ( 准 局 域 ) 角 动 
量 乘 以 16r [参见 式 (16-5-57) 及 (13-2-17)], 不 妨 就 把 -(8m7: fsKws9"r? 称 为 S 面 内 关 
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于 gpg" 的 广义 (generalized) 角 动量 , 记 作 J9, 即 . 
1 a 
1 = | Kop'r = 二 [7 ， 其 中 j?=-Kjp"r*， (16-7-109) 
于 是 式 (16-7-108) 又 可 写成 
es TT"g’ 一 一 一 oP" wh SJ (16-7-108’) 


既然 上 式 右 边 代 表 截 面 5,, 5, uN 左边 自然 应 解释 为 经 A 玉 流 
和 人 黑洞 的 角 动 量 流 , 而 且 其 中 第 一 项 是 由 物质 场 7, 提供 的 角 动 量 流 ( 记 作 ZZ?,.)， 
因而 与 物质 场 无 关 的 第 二 项 理应 解释 为 由 引力 波 提供 的 角 动 量 流 ( 记 作 Z?, ), 于 
是 
J (16-7-110) 
其 中 
Fater =—| 7 0 -元 人 2 用 (16-7-111) 
当 多 是 3 维 黎 曼 空间 ( 瓦 ,各 ) 的 Killing 场 ( 即 多 如 =0) 时 .Zoo, =0. 
式 (16-7-108) 或 (16-7-110) 称 为 角 动 量 平衡 方程 . 
16.7.6 第 一 定律 的 积分 形式 


小 节 16.7.4 介 绍 了 动力 学 视界 在 角 动 量 为 零 时 的 第 一 定律 , 本 小 节 要 加 上 角 
动量 , 还 将 推出 动力 学 视界 第 一 定律 的 积分 形式 . 

由 于 在 许多 场合 下 动力 学 视界 会 逐渐 过 渡 到 弱 孤 立 视界 (例如 图 16-9 ), 而 
$16.5 已 讨论 过 后 者 的 角 动 量 问题 , 现在 应 该 借鉴 . 该 节 只 讨论 了 本 型 弱 孤 立 视界 ， 
其 中 mw” 是 无 限 小 轴 对 称 性 . 相应 地 , 现在 也 只 限于 讨论 这 样 的 动力 学 视界 瓦 ,其 
上 存在 反映 截面 的 轴 对 称 性 的 矢量 场 m” , 满足 :四 gw 切 于 各 截面 ; @ yp 的 积分 曲 
线 闭合 , 周期 为 2r . [更 准确 地 说 , 每 一 拓扑 2 球 截面 上 的 w” 应 是 某 一 度 规 (不 一 定 
是 及,) 的 Killing 场 ,但 9g”|; 可 以 不 是 (及 ,hh,) 的 Killing 场 , 即 多 zh 可 以 非 零 . ] 这 
样 一 来 ,74 就 可 以 明确 地 解释 为 截面 5 的 (广义 ) 角 动量 . 以 下 的 w” 都 指 这 个 特定 
的 2 ,因此 有 关 量 的 上 标 g 可 以 去 掉 , 例如 J? 可 写成 J .仿照 式 (16-5-58), 以 

1”" =N,k’" — 9 (16-7-112) 


代替 0 ,其 中 x 和 02 都 是 R 的 任意 函数 (因而 在 每 一 截面 都 为 常数 ), 区 别 在 于 式 
(16-5-58) 的 两 个 系数 是 常数 而 现在 的 系数 2 是 R 的 函数 ，N, [由 式 (16-7-87) 定 义 ] 


第 16 章 孤立 视界 、 动 力学 视界 和 黑洞 ( 热 ) 力 学 . 227 . 


是 R,0,9 的 函数 . 由 式 (16-6-91) 和 (16-7-108) 可 推出 如 下 命题 . 
命题 16-7-12 


呈 


1 1 l [2 
yuo Lor pao] 


| + NGP 1215 站 -二 人 op gh, . (16-7-113) 
证 明 由 =N,k* -人 9 = 如 -人 29' 得 
| 肖 而 = | 一 i OTT 
-有 -让 人 api2lc 门 -人 oprw (167-110) 
7 16r ja AH 


[其 中 第 二 步 用 到 式 (16-6-86). ] 上 式 右边 最 末 一 个 积分 为 


| AT,rg= 了 工 | QD,p*=L | [D, (9,P®)- 9,P*D, 2- 2p*D,p,] 
AH 8T J AH 8 an 


2 
a | oj-| oj | dof 7 -Lf ops gh,, (16-7-115) 
8 S,» 5, 2 Ss l16n dan 


代入 式 (16-7-114) 便 得 待 证 的 等 式 (16-7-113). 式 (16-7-115) 推 导 中 的 第 一 步 用 到 式 
(16-7-105), 第 三 步 的 证 明 留 做 习题 , 提示 :把 第 二 个 等 号 右边 的 三 个 积分 (不 含 系 
数 ) 依 次 记 作 了 ,了 荆 , 卫 , 则 = [22P”Zh, 12 .利用 下 列 三 式 


9p ab 
p® 三 K® — Kh®, Kp"r® E = hop"r’ 二 0 


及 Gauss 定理 可 得 了 =- js Qj+ 02j ,再 利用 上 述 三 式 、 式 (16-7-65) 以 及 


d2 d02 
D,Q= DR = Ne [ 末 步 用 到 式 (16-7-73)] 


n=--[ ,SiR re = aol js. 口 


式 (16-7-113) 可 看 作 角 动 量 非 零 时 的 平衡 方程 . 每 个 满足 /=N,k" -29g 的 1 
都 有 自己 的 平衡 方程 , 所 以 平衡 方程 有 无 限 多 个 . 

同 式 (16-6-81) 右 边 第 一 项 的 物理 解释 类 似 , 式 (16-7-113) 右 边 第 一 项 可 解释 为 
由 物质 场 提供 的 “能 流 ”, 只 不 过 这 “能 量 ” 现 在 是 用 1" 定义 的 . 于 是 , 仿照 式 
(16-6-81), 不 妨 暂 时 把 式 (16-7-113) 右 边 解释 为 物质 场 和 引力 场 共同 提供 的 流 过 
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A 的 f* ba 并 记 作 .Fi . 再 以 到 代表 截面 8$ 内 的 x 能 量 , 则 
Sb 


因而 


JP db“ 


_Frt ausb a 和 ^ 12 2 -去 人 ab 
B= | Tar + | Nd 1216P) -oo |, 2P“ Sh (16-7-116) 


然而 此 处 有 一 重要 悬疑 . 为 保证 真能 代表 5S 面 内 的 能 量 , 它 必须 只 依赖 于 
在 截面 $ 上 局 域 定义 的 场 量 . 可 惜 一 般 而 言 这 是 做 不 到 的 , 就 是 说 , 如 果 随 便 选 函 
数 N,(R,0,9) 及 0Q(R) 代 入 f=N,k" -0Q29' 求 出 一 个 矢量 场 r*, 则 由 此 tr 定义 的 
很 可 能 不 满足 上 述 要 求 . 所 以 特别 对 能 量 一 词 加 上 引号 , 并 相应 地 在 BE;: 上 加 
上 人 ^ 号 .后 面 将 要 说 明 , 借助 于 Kerr 视界 的 考虑 可 以 找到 适当 的 函数 N (R,0,9) 及 
42(R) , 由 它们 构造 的 x ( 专 记 作 龙 ) 所 定义 的 就 能 够 满足 上 述 要 求 , 因此 可 以 充 
当面 内 的 能 量 . 

当 所 真能 代表 5 面 内 的 x 能量 时 , 式 (16-7-116) 可 称 为 动力 学 视界 的 能 量 平 
衡 方程 , 它 无 非 是 能 量 守恒 律 的 反映 . 另 一 方面 , 式 (16-7-116) 与 式 (16-7-113) 联 立 
又 给 出 


3 -D+ (人 2 人 er | ao| 让 忘 - 遍 (16-7-117) 
以 下 的 计算 和 讨论 有 助 于 弄 懂 上 式 的 物理 意义 . 令 
Z = 式 (16-7-113) 左 边 = 式 (16-7-117) 左 边 ， 


7 了 = 式 (16-7-113) 右 边 = 式 (16-7-116) 右 边 . 
因为 如 以 及 ,大 = (8m 人 7 都 只 是 及 的 函数 , 所 以 
ldr op , 
“3 a dR + 二 2 (1 sa) 2(R) sn) 六 人 上 sin | 


-了 了 全 TAdR+ QR NR) -ARR)- [Me d2 TUR)dR 


1 dr 1 dr 
= 人 Er de = + lar. (16-7-118) 


再 利用 式 (16-7-65) 以 及 N./N, 只 是 R 的 函数 又 得 
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-Re 1 Ni ey 
r= [MN 3 rdR 人 入 ee da ls ls 2 
far | NT rpa+ i ger np) 2 人 (P* Sh) |. 
| sm 16r N, jswm 16nN, js 
(16-7-119) 
由 式 (16-7-116) 又 得 
p dF 
Y=b, -所 =E(R)-P(R)=| de, (16-7-120) 
于 是 由 Z = 了 以 及 式 (16-7-120)、(16-7-118) 便 有 
让 3 入 +0 人 lan= SE (16-7-121) 
RN | 2dR dR a dR 
注意 到 RR, RR 的 任意 性 , 可 知 上 式 导 致 
To oR 即 Ldr+ 0Qdr=dA. (16-7-122) 
2 dR dR dR 2 
另 一 方面 , 由 式 (16-7-96) 及 (16-7-99) 得 
二 Sd (16-7-123) 
| 2 8 
代入 式 (16-7-122) 便 给 出 
dE’ = dA+ 0d] (16-7-124) 
T 


上 式 在 形式 上 类 似 于 熟知 的 黑洞 力学 第 一 定律 . 若 要 把 “形式 上 类 似 于 ”发 展 为 “ 物 
理 上 就 是 ”还 须 对 式 中 各 量 分 别 赋予 合理 的 物理 解释 . 右边 的 四 个 量 4(R), J(R)， 
人 2(R), 无 (R) 都 只 是 尺 的 函数 , 因而 都 只 依赖 于 截面 , 而 一 个 截面 可 看 作 动力 学 视 
界 豆 在 某 一 时 刻 的 表现 . 为 突出 物理 意义 , 下 面 也 把 截面 SCR) 称 为 时 刻 , 4(R) 的 
意义 最 清楚 : 它 就 是 黑洞 在 时 刻 S(R) 的 面积 ，J(R) 则 可 被 合理 地 解释 为 时 刻 
S(R) 的 (广义 ) 角 动量 ; .0Q2(R) 最 早 是 在 式 (16-7-112) 中 引入 的 , 把 该 式 同 中 册 式 
(13-5-4) 对 比 发 现 Q 可 被 解释 为 时 刻 S(R) 的 角速度 ， 元 (R) 是 去 (R) 的 推广 , 而 由 
式 (16-7-86) 看 出 去 (R) (至 少 在 J=0 时 ) 扮 演 着 时 刻 S(R) 的 有 效 表面 引力 的 角色 ， 
自然 就 可 把 无 (R) 解释 为 时 刻 SCR) 在 更 一 般 情 况 下 的 有 效 表面 引力 . (“更 一 般 情 
况 ” 是 指 :(D 时 移 可 取 N. 而 不 限于 和 N。; J 可 以 非 零 . ) 总 之 , 式 (16-7-124) 右 边 各 
量 都 有 明确 的 物理 意义 , 而 且 同 黑洞 力学 第 一 定律 右边 各 量 一 一 对 应 . 假若 该 式 左 
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边 的 BE(R) 可 以 解释 为 动力 学 视界 五 在 时 刻 S(R) 的 能 量 ， 便 可 大 功 告 成 . 然而 , 偏 
偏 在 这 一 步 上 并 不 简单 .前 已 指出 ,为 了 把 饭 (R) 解释 为 黑洞 在 时 刻 S(R) 的 能 量 

( 搞 掉 引 号 ), B'(R) 的 表达 式 中 只 能 含有 局 域 地 依赖 于 截面 8S(R) 的 场 量 . 以 4(R) 
代表 式 (16-7-119) 右 边 方 括号 的 内 容 , 即 


4RD= 人 | 0 2 oe a +2|cF):’ Se te SA 
(16-7-125) 
则 由 式 (16-7-119) 和 (16-7-120) 得 
DAR), (16-7-126) 
故 | 
dPB'(R)= dA (R,)+ 人 ACR)dR’, (16-7-127) 


其 中 R 是 某 一 指定 的 R 值 . 虽然 A(R') 只 取决 于 截面 S(R”) 上 的 场 量 , 但 上 式 右 
边 的 积分 却 涉及 从 S(R,) 到 S(R) 的 无 数 截面 S(R”) 上 的 场 量 , 于 是 单 任 S(R) 上 
的 局 域 场 量 一 般 不 足以 决定 户 (R) . 所 以 这 个 忘 (R) 一 般 不 能 被 解释 为 时 刻 
S(R) 的 能 量 . 

综 上 所 述 可 知 , 我 们 的 遗留 问题 是 要 找到 一 个 量 F(R), 它 只 依赖 于 S(R) 上 
的 局 域 场 量 , 满足 


dE" = 即 J P22 (16-7-128) 
8 dR dR 


从 而 可 被 物理 地 解释 为 以 动力 学 视界 五 为 边界 的 黑洞 内 部 在 时 刻 S(R) 的 ( 准 局 域 ) 
能 量 . 一 旦 做 到 这 点 , 式 (16-7-128) 就 可 被 解释 为 动力 学 视界 的 第 一 定律 (物理 过 程 
版 本 ), 而 式 (16-7-117) 则 成 为 动力 学 视界 第 一 定律 的 积分 形式 (物理 过 程 版 本 ). 仿 
照 弱 孤立 视界 借助 于 Kerr 视界 的 做 法 , Ashtekar and Krishnan(2003) 为 动力 学 视界 
提供 了 寻找 的 如 下 特别 途径 . 

8$16. 5 之 末 曾 导出 Kerr 视界 的 表面 引力 和 角速度 公式 


R’—4J? 2J 
xx(RJ) = 一 一 天 一 一 ， CRJ) = 一 一， (16-7-129 
Ser) RR a 0 
借用 这 两 个 函数 关系 可 对 截面 $c 万 用 下 式 定义 有 效 表面 引力 元 , 及 角速度 Q : 
Ky = Ke (Rs, J ) = I (16-7-130a) 


2R, 3 RA +4J.7 
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2J | 

pS OS J Ed 16-7-130b 

, . RMR 4+47 2 

因 .六 只 是 R 的 函数 ,上 两 式 在 整个 万 上 定义 了 两 个 函数 , 依次 记 作 万 (R) 及 

人 2"(R) . 把 x"(R) 看 作 无 =ARdr/dR [ 式 (16-7-98)] 的 元 (R) ,注意 到 式 中 的 

z==1/2R, 便 可 由 =kadr/dR 求 得 函数 r(R), 专 记 作 xr"(R), 由 此 可 用 式 (16-7-87) 
定义 时 移 N。, 即 要 求 W ,满足 Dur" = Nm 再 用 此 N, 及 刚才 已 有 的 2° 按 


tf = Nk — 2g (16-7-131) 


定义 矢量 场 如 并 专 称 之 为 正则 矢量 场 , 相应 的 式 (16-7-117) 就 给 出 正则 平衡 方程 
1 


Er Er = -天 )+ 一 | 07 -0207 “doo | (16-7-132) 
3 1 Us J 由 J -” 局 攻 


于 是 上 述 遗留 问题 也 就 是 上 式 是 否 可 积 , 即 : 是 否 存在 函数 im(R) 满足 上 式 , 它 只 
局 域 地 依赖 于 S 上 的 场 量 , 并 可 被 恰当 地 解释 为 能 量 ?由 于 元 和 .02, 是 借用 Kerr 的 
函数 关系 Kx。, 和 2。. 定义 的 , 自然 猜想 待 求 函数 E* (作为 尺 的 函数 ) 的 函数 关系 与 
Kerr 质量 M 对 的 依赖 关系 相同 , 而 由 $16. 5 之 末 可 知 后 者 为 “ 


MI(R,J(R)) = ER +4. 产 (R) ， 


故 猜测 解 为 
E" -二 AR +47°. (16-7-133) 


由 上 式 易 见 E* 的 确 只 局 域 地 依赖 于 S(R) 上 的 场 量 (而 且 只 是 几何 量 ), 并 且 不 难 直 
接 验证 它 的 确 是 微分 方程 (16-7-128) 的 解 , 所 以 可 以 物理 地 把 它 解释 为 时 刻 SCR) 
的 能 量 , 因而 式 (16-7-132) 就 是 动力 学 视界 第 一 定律 的 积分 形式 . 因为 E* 是 用 正则 
矢量 场 定义 的 能 量 , 所 以 专 称 为 正则 视界 能 量 , 亦 称 动力 学 视界 的 视界 质量 , 记 
作 Ms , 即 MM,=E* .每 一 截面 $cH 的 质量 M, 等 于 一 个 Kerr 黑洞 的 质量 M , 该 
黑洞 的 视界 面积 4 及 角 动 量 了 分 别 等 于 S$ 的 面积 4 和 和 角 动 量 J,. 所 以 , 就 质量 而 
言 , 不 妨 认为 动力 学 视界 描述 了 一 个 “历经 一 系列 Kerr 视界 的 演化 过 程 ”. 

16.7.7 黑洞 热力 学 定律 还 是 黑洞 力学 定律 ? 


面积 不 减 定 理 使 人 们 觉得 黑洞 面积 4 与 热力 学 系统 的 炉 5 在 形式 上 类 似 . 
Bekenstein (1973) 从 信息 论 的 角度 率先 提出 4/4 就 是 黑洞 的 物理 箭 的 建议 , 但 
Hawking 等 开始 时 不 以 为 然 . Hawking 与 合作 者 的 早期 文章 [Bardeen et al. (1973)] 
在 给 出 黑洞 热力 学 四 定律 时 指出 (译文 ):“ 可 以 看 到 (8x)'x 与 温度 类 似 , 正如 4 与 
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糖 类 似 那 样 . 然而 应 该 强调 (8x) x 及 4 与 黑洞 的 温度 及 炉 不 同 . 事实 上 , 黑洞 的 有 
效 温度 是 绝对 零度 , 看 出 这 一 结论 的 方法 之 一 就 是 注意 到 黑洞 不 可 能 与 任何 非 零 
温 的 黑体 辐射 处 于 热平衡 中 , 因为 黑洞 不 发 出 辐射 而 总 有 辐射 穿越 视界 进入 黑 
润 . ”既然 认为 黑洞 定律 与 热力 学 只 是 形式 上 相似 而 物理 上 不 同 , 该 文 从 题目 开始 
就 提 “ 黑 洞 力学 (black hole mechanics) 四 定律 ”而 不 是 “黑洞 热力 学 (black hole 
thermodynamics) 四 定律 ”. 然而 , 不 久 后 Hawking 辐射 的 发 现 使 包括 Hawking 在 内 
的 所 有 人 都 对 Bekenstein 的 建议 刮目相看 ,，“ (8x)"'k 及 4/4 分别 是 黑洞 的 物理 温 
度 和 物理 炉 ” 的 结论 获得 公认 ,黑洞 力学 四 定律 也 就 名 正言 顺 地 被 称 做 黑洞 热力 学 
四 定律 . 至 此 仍 属 传统 黑洞 热力 学 范畴 , 除 第 二 定律 外 的 上 述 定律 只 适用 于 稳 态 黑 
洞 (以 及 对 稳 态 的 微小 偏离 ). 

作为 向 非 稳 态 黑洞 过 渡 的 第 一 步 ，Ashtekar 等 人 提出 了 ( 弱 ) 孤 立 视界 的 概念 
并 证 明了 第 零 和 第 一 定律 对 此 仍然 成 立 . 稳 态 黑洞 的 事件 视界 (只 要 拓扑 为 RxS?) 
是 当然 的 、 严 格 意义 下 的 孤立 视界 , 对 应 于 热力 学 中 的 静态 系统 , 其 温度 在 系统 内 
点 点 相同 , 而 且 不 随时 间 而 变 ( 没 有 演化 ). 然而 , 从 ( 弱 ) 孤 立 视界 的 引入 动机 可 以 看 
出 , 人 们 真正 关心 的 乃 是 非 稳 态 时 空中 那些 可 被 近似 看 作 弱 孤立 视界 的 视界 , 例如 
图 16-3 中 的 4 , 其 上 每 点 (代表 一 个 截面 ) 可 近似 地 看 作 一 个 “ 非 时 间 依 赖 态 ”(time 
independent state, 其 几何 性 质 近 似 与 “时 间 ?无关 ), 对 应 于 热力 学 的 平衡 态 , 而 从 4 
的 一 点 到 邻 点 的 过 渡 则 代表 从 一 个 “ 非 时 间 依 赖 态 ” 到 下 一 个 “ 非 时 间 依赖 态 ” 
的 缓慢 演化 过 程 . 虽然 “表面 引力 在 弱 孤 立 视界 上 为 常数 ”( 第 零 定律 ) 是 一 个 严格 
证 明了 的 结论 , 但 是 对 于 以 图 16-3 的 4 为 代表 的 一 大 类 近似 的 弱 孤 立 视界 而 言 ， 
表面 引力 并 非 是 严格 的 常数 . 这 种 情况 对 应 于 处 在 准 静态 过 程 中 的 热力 学 系统 , 由 
于 变化 足够 缓慢 , 系统 在 每 一 时 刻 都 近似 地 处 在 平衡 态 中 (特别 是 , 温度 有 意义 )， 
热力 学 第 一 定律 5£ =76S - P6V 对 这 种 系统 成 立 , 其 中 6S 和 8F 分别 代表 系统 的 
粮 和 体积 在 从 一 个 平衡 态 向 邻近 平衡 态 过 渡 时 的 改变 量 . 类 似 地 , 弱 孤 立 视界 第 一 
定律 

5E =(8n) x84+ 人 26J  [ 式 (16-5-69) 略 去 角 标 ] 


适用 于 以 图 16-3 的 4 为 代表 的 近似 弱 孤 立 视界 , 其 中 54 和 5J 分 别 代 表 黑 洞 的 面 
积 和 和 角 动 量 在 从 一 个 非 时间 依 赖 态 向 邻近 的 非 时 间 依 赖 态 过 渡 时 的 改变 量 . 

问 非 稳 态 黑洞 大 步 迈 进 的 里 程 碑 是 动力 学 视界 的 引入 , 特别 是 第 一 定律 的 动 
力学 版 本 [ 式 (16-7-132)] 的 证 明 . 该 式 右边 第 二 项 ( 角 动量 项 ) 仍 可 解释 为 对 黑洞 所 
做 的 机 械 功 , 问题 是 :第 一 项 (面积 变化 项 ) 应 如 何 理解 ? 它 与 热力 学 系统 的 量 可 以 
对 应 到 什么 程度 ?还 能 表 为 [TdS 吗 ? 由 于 动力 学 视界 甚至 在 迅速 演化 着 的 时 空中 
也 可 以 存在 , 一 般 而 言 视界 截面 的 几何 可 以 随时 间 迅 速 改变 , 视界 的 一 个 截面 不 再 
代表 一 个 非 时 间 依 赖 态 . 这 对 应 于 非 平衡 态 (甚至 远离 平衡 态 ) 热 力学 系统 . 由 于 演 
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化 迅速 , 这 种 热力 学 系统 来 不 及 在 每 个 时 刻 调整 到 平衡 态 , 于 是 温度 (至 少 是 正规 
意义 下 的 温度 , 即 canonical temperature ) 失 去 意义 . 虽然 从 能 量 守恒 律 看 来 仍 可 将 
(6, - 互 - 功 ) 解 释 为 系统 所 吸 的 热 , 但 却 不 再 能 写成 温度 乘 以 焙 增 量 的 积分 [ras 
的 形式 . 如 果 改 写 为 无 限 小 形式 , 则 非 平衡 态 热力 学 只 能 写 出 5 = 80+8 矿 ( 功 )， 
而 不 能 进一步 把 80 改写 为 765 . 就 是 说 , 动力 学 视界 第 一 定律 (无 限 小 形式 ) 


6E = (87) zx.64 + 8] 


在 热力 学 中 找 不 到 对 应 定律 , 所 以 人 们 宁愿 把 动力 学 视界 的 定律 称 为 力学 定律 而 
不 是 热力 学 定律 . 可 以 提出 这 样 的 问题 : 弱 孤 立 视界 的 表面 引力 x 与 热力 学 系统 的 
温度 了 有 很 好 的 对 应 关系 , 为 什么 动力 学 视界 的 去 在 热力 学 中 找 不 到 对 应 量 ?由 
于 有 关 的 研究 正在 不 断 发 展 中 , 对 这 个 问题 很 难 给 出 完全 了 断 性 的 回答 . 目前 的 回 
答 是 : 元 只 是 有 效 表 面 引力 而 不 是 表面 引力 x, 两 者 有 很 多 区 别 . 首先 , x 在 弱 孤 
立 视界 上 是 常数 , 而 元 .在 动力 学 视界 上 不 是 常数 . 其 次 , 从 引力 论 角 度 看 来 ， 元 没 
有 选读 16-1-1 末 段 那 种 关于 表面 引力 的 几何 意义 , 它 只 能 解释 为 与 娘 上 某 些 矢量 
场 相伴 的 几何 表面 引力 的 2 球面 平均 值 [ 见 Ashtekar and Krishnan(2003) 第 VT 节 ]， 
第 三 , Hawking 辐射 的 温度 了 等 于 事件 视界 表面 引力 x 的 (2m- 倍 , 因此 (2x)-'x 完 
全 有 资格 充当 黑洞 的 物理 温度 , 后 来 还 证 明了 弱 孤 立 视界 也 能 发 射 温度 为 (2n) xk 
的 Hawking 辐射 ,然而 人 们 对 以 下 两 个 问题 尚 不 清楚 :名 动力 学 视界 的 Hawking 辐 
射 (如 果 有 的 话 ) 是 否 也 为 黑体 辐射 ，@ 如 果 是 , 其 温度 是 否 也 正比 于 其 有 效 表面 引 
力 元 .以 上 三 点 是 笔者 所 知 的 元 与 x 的 区 别 . 不 过 , 在 本 书 交 稿 之 前 笔者 注意 到 有 
最 新 文献 证 明 动 力学 视界 也 发 射 以 (2x)"! 元 .为 温度 的 黑体 辐射 . 如 果 这 一 结论 取 
得 公认 , 上 述 第 三 点 区 别 就 不 复 存在 . 
习 题 

1， 设 如 是 类 光 测 地 线 汇 ( 含 非 仿 射 参 数 化 ) 的 切 矢 场 , x 是 满足 tev = kk 的 函数 , 6 是 线 
汇 的 膨胀 , 试 证 6=g”V。h -x , 即 式 (16-2-39). 提示 :依次 利用 式 (16-2-21a)、(16-2-18b)、(16-2-9") 
及 (16-2-19). 

“2. 试 证 非 涨 视界 4 上 的 导数 算 符 色 (定义 见 小 节 16.5.1) 是 无 乒 的 . 提示 :对 4 上 的 任 一 函 
数 f ,在 含 4 的 开 集 以 上 取 函 数 己 使 /=zF ,利用 多 or=rov, 以 及 V 的 无 挠 性 便 可 证 明 
HRI = 9 9] 

“3， 试 证 :若非 涨 视界 4 上 有 一 刀 满 足 .%h, =0 , 则 其 他 也 必定 满足 . 
4， 试 证 命题 16-6-2 的 结论 (3), 即 6 =0 > (de)。 =0. 
“5， 试 证 和 =5eef [ 式 (16-6-27)] 在 非 涨 视界 4 上 成 立 , 其 中 e 的 含义 见 命题 16-6-3 证 明 的 


“6. 试 证 类 光 面 4 上 的 退化 “ 度 规 ”, 的 广义 逆 2 服从 命题 16-6-5 , 即 满足 式 (16-6-34). 
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“7. 试 证 类 光 面 4 上 的 适 配 “ 面 元 ”s 的 广义 * 道 ”sm 服从 命题 16-6-7 , 即 满足 式 (16-6-39)， 
*8。 试 证 弱 孤 立 视界 (4,[]) 上 的 全 体 无 限 小 对 称 性 2 的 集合 是 矢量 空间 ， 

9， 试 证 命题 16-7-5 , 即 式 (16-7-51). 

10， 试 证 命题 16-7-10 , 即 式 (16-7-74). 

11. 试 证 a =h?rV,h ,其 中 各 量 的 意义 同 命题 16-7-10 . 
“12. 命题 16-7-12 证 明 中 用 到 式 (16-7-115), 试 补充 该 式 第 三 步 的 证 明 . 


附录 H 时 空 对 称 性 与 守恒 律 (Noether 定理 ) 


根据 著名 的 Noether 定理 , 一 个 连续 的 对 称 性 导致 体系 的 一 个 守恒 律 . (本 附录 
只 关心 时 空 对 称 性 , 附录 I 将 适当 涉及 内 部 对 称 性 . ) 多 数 教科 书 在 讲授 该 定理 的 
证 明 时 都 使 用 坐标 语言 . 本 附录 的 §H.1 参照 Wald(1984) 给 出 几何 语言 的 证 明 ， 
8$H.2 讨论 正则 能 动 张 量 8” 及 其 与 熟知 的 能 动 张 量 72 的 关系 , §H.3 则 以 §SH.1 为 
基础 介绍 笔者 (在 与 若干 同仁 讨论 后 ) 对 坐标 语言 的 证 明 的 理解 . 阅读 本 附录 至 少 
应 具备 $15.1 的 知识 . 


SH.1 用 几何 语言 证 明定 理 


设 {x*} 是 有 R 上 的 整体 坐标 系 , 则 
1 = 7 dx”), (dx ), (H-1-1) 


的 黎 曼 张 量 ( 记 作 Rs [7] ) 为 零 , 因此 ,是 平 直 度 规 . 设 /: RR' -> 有 4 是 微分 同 胚 ， 
则 新 度 规 fx 的 黎 曼 张 量 Rs“[A7] 也 是 零 , 因为 Res[A7]= AR [7]=0[ 第 一 
个 等 号 的 证 明 见 式 (8-10-14) 后 的 提示 ]. 新 、 老 度 规 一 般 不 等 , 除非 了 是 等 度 规 映射 . 
可 见 从 一 个 平 直 度 规 w, 出 发 通过 各 种 微分 同 胚 可 生出 无 限 多 个 平 直 度 规 . 若 
{Xx} 是 民 " 的 自然 坐标 系 , 则 式 (H-1-1) 定 义 的 , 叫 闵 氏 度 规 , 自然 坐标 系 fxzx} 以 及 
与 {x*} 以 Poincaré 变换 相 联 系 的 所 有 坐标 系 {x*} 都 叫 洛 伦 兹 坐标 系 , 它们 按 式 
(H-1-1) 给 出 的 ,都 一 样 . 初学 者 对 “及 :上 存在 无 数 互 不 相等 的 平 直 度 规 ” 的 提 法 
( 暂 称 提 法 A ) 也 许 觉 得 不 好 接受 , 但 对 下 面 的 提 法 ( 暂 称 提 法 B ) 却 普遍 认可 :“ 同 一 
度 规 ,, 在 不 同 坐标 系 的 分 量 可 以 不 同 ”. 然而 提 法 A 无 非 是 提 法 B 在 主动 观点 中 
的 等 价 提 法 (参阅 小 节 8.10.2 ). 根据 该 小 节 , 各 种 不 同 的 平 直 度 规 给 出 相同 的 局 域 
几何 和 物理 , 在 这 个 意义 上 可 以 说 各 种 不 同 的 平 直 度 规 互 相等 价 . 

以 y 代表 闵 氏 时 空 (R',w,,) 上 的 某 种 物质 场 (我 们 只 讨论 y 是 张 量 场 的 情况 
并 略 去 yw 的 全 部 张 量 指标 ), 以 & 代表 与 平 直 度 规 71。 适 配 的 导数 算 符 , 则 3.y 也 是 
R* 上 的 张 量 场 . 设 如 是 RR 上 任 一 光滑 矢量 场 , {f; : R' 人 及 4} 是 生产 生 的 单 参 
微分 同 胚 族 (其 中 代表 恒 等 映 射 ) 则 诱导 出 拉 回 映射 广 , 它 把 场 y, 8w 和 
1s 变 为 新 场 

Wi=fYy, (0);= fi (OW), (760)4 = fi 7a (H-1-2) 
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新 的 平 直 度 规 场 有 自己 的 适 配 导数 算 符 , 记 作 2 , 即 & (7 ), = 0, 不 难 验证 

(0.w)=4(f;rw)，[ 此 即 式 (8-10-15)] (H-1-3) 
式 (H-1-2) 可 看 作 由 f* 引起 的 对 系统 的 位 形 的 一 种 改变 , 它 导致 系统 的 拉 氏 密度 
多 的 相应 改变 . 由 于 f* 对 wj, 也 有 所 改变 , 现在 的 .应 看 作 w, 2w 和 7 的 局 域 
函数 .” 即 


ZL = L(Y, Osa), (H-1-4) 
所 谓 局 域 函数 是 指 儿 在任 一 点 pe 民 ' 的 值 多 |, 只 取决 于 场 y, 8w 和 7 在 p 点 
的 值 而 与 这 些 场 在 点 以 外 的 值 无 关 , 即 
Z|,= Z|, dl nl),. vpeR’. ~ (HS) 
因此 , 只 要 给 定 及 上 的 场 y 和 7 , 每 点 p 就 对 应 于 一 个 实数 儿 |,. 可 见 在 场 量 给 
定 的 前 提 下 .之 是 以 上 的 标量 场 .用 下 式 定义 变 分 [ 见 式 (15-1-3) 所 在 页 的 脚注 ]: 


a dy _ 1 1 守 
dW := |, uh w —w), (H-1-6) 
d(6 ET 
5 = 加 二 LAB)- 0)], (E177) 
=0 
d a 
O74 := Te Sn Ch 1 一 77.5) ， (H-1-8) 
4=0 


则 8y,5(3) 和 87 分 别 等 于 Ly ,Ls0,w 和 Lon (其 中 上 代表 沿 儿 的 李 导数 . 
为 避免 与 拉 氏 密度 .2 混淆 , 本 附录 中 李 导 数 符号 一 律 从 原来 的 .2 改 为 L .) 类 似 
地 , 令 

Y= ZY, Oy, 71)， 


| wal 二 . 
"=m (Zlm aY, fa (QV) fa Wn) L(Y, OY, 1o) 
4=0 


= 各 元 fF -HL G80,9, 
其 中 第 四 步 用 到 上 册 $4.1 关于 拉 回 映射 的 知识 . 所 以 


@ 为 简单 起 见 , 只 讨论 -2 中 不 含 w 的 高 于 一 阶 的 导数 的 情形 . 
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dF 2 
0 (H-1-9) 
读者 应 能 补 上 wy 的 张 量 指标 . 例如 , 设 w 是 (1,1) 型 张 量 场 , 则 上 式 右边 第 一 项 实 为 


3 :V%- 物 质 场 w 的 运动 方程 就 是 它 的 拉 氏 方程, 可 由 yy 的 作用 量 取 极 值 导 


出 .小 市 15.1.1 对 标量 场 f 的 拉 氏 方程 [ 式 (15-1-19)] 做 过 详细 推导 , 仿 此 不 难 知道 任 
意 张 量 场 y 的 拉 拓 方程 为 


OF 0 
8 ; -1-10 
Ow | a 
代入 式 (H-1-9) 得 
ee 6 9 EE 人 
6 OZ [ 时 可 | 区 二 8(8， wy) L.(0w)+ 07, ee * (H 1 11) 


至 此 对 6 场 除 光 滑 性 外 并 无 要 求 . Noether 定理 的 实质 是 时 空 的 一 个 连续 对 


称 性 导致 体系 的 一 个 守恒 律 (本 附录 不 拟 涉 及 内 部 对 称 性 的 情形 ). 闵 氏 时 空 
称 性 体现 在 它 以 Poincaré 群 为 等 度 规 群 , 等 价 地 , 它 有 10 个 独立 的 Killing 矢量 


者 选 儿 为 肾 ,7o) 上 的 任 一 Killing 矢量 场 , 则 式 (H-1-11) 可 以 明显 简化 , 因为 2 
Killing 性 导致 上 x, =0 以 及 (1,,); =7 思 ,后 者 又 保证 2' =8 ,所 以 有 


Fe(6oyp)= 各 二 LA (0 ) -Ow]= jm [0 fw) -Ow]=0, Lay). (H-1-12) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (H-1-3), 第 三 步 用 到 2 =6,.] 于 是 式 (H-1-11) 简 化 为 


OY OY 
“0 =|0 Ly + 一 一 0 Ly. 
由 6 


的 Killing 性 还 导致 9,.6* =7”0,6, =10081 .55 =0, 故 上 式 还 可 改写 为 


ee OY i 
0.(5 Z)=0, os rw | (H-1-13) 
可 见 矢量 场 
a Co 
J ee Lye (H-1-14) 


(D 其 中 “ 偏 导数 ”8.218w 和 090.10(0,wy) 的 准确 定义 见 选读 15-4-1. 
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满足 连续 性 方程 8.7” = 0, 因而 代表 某 种 守恒 流 密度 [其 0 分 量 代表 某 种 守恒 荷 ( 量 ) 
密度 ]. 因为 存在 10 个 独立 的 Killing 矢量 场 &*, 相应 地 就 有 10 个 独立 的 守恒 流 密 
度 .7" . 定义 

人 0.2 


:= 一 Oy + Ln™, (H-1-15) 
3 (0.y) 
则 
dF 
SPE = 一 OW + PE. H-1-16 
6 Ow)° 5 ( ) 


当 儿 =(8/ax) (平移 ) 时 , 利用 李 导 数 公式 和 8.(3/ax")* = 0 不 难 证 明 对 任意 (k,7) 
型 张 量 场 y 有 Ly = 6*0,w , 故 


1 (H-1-17) 
对 上 式 求 导 得 0=0,J° = 一 (0/Ox”),0,S“ (14=0,1,2,3), 故 
O80 (H-1-18) 


S” 称 为 正则 能 动 张 量 (canonical energy-momentum tensor). 

注 1 阁 E" 不 是 平移 的 Killing 矢量 场 , 则 Ly 20,y , 故 S%&6 关 -了 [应 代 
之 以 式 (H-2-6)]. 

注 2 ”可 以 证 明 以 上 结论 也 适用 于 多 个 场 . 例如 , 设 有 场 w, 和 w,，, 则 只 须 把 式 
(H-1-14) 和 (H-1-15) 右 边 第 一 项 改 为 两 项 之 和 (每 项 中 的 yw 分别 为 y, 和 w,), 把 两 式 
右边 的 罗 理解 为 两 个 场 构成 的 系统 的 总 ( 含 相 互 作用 项 ). 

以 上 证 明了 Noether 定理 用 于 时 空 对 称 性 的 实质 内 容 : 一 个 连续 的 时 空 对 称 
性 (一 个 独立 的 Killing 矢量 场 ) 导 致 一 个 守恒 律 . 现在 讨论 相应 的 守恒 量 . 先 考虑 
5” = (0/967 的 情况 , 这 时 

3] Z， (其 中 =L vw) 


oO/0t 


因此 
1"=(0Z/0)Y -FZ=P (H-1-19) 
是 yw 场 的 哈 氏 密度 (因为 0/9y 按 定义 是 y 的 共 思 动 量 ), 它 在 同时 面 马 上 的 积 
分 
五 =j; 放 dx (场所 满足 的 边界 条 件 保 证 积分 收敛 ) (H-1-20) 


代表 yy 场 在 +t 时刻 的 总 能 量 . 设 世 ,是 另 一 同时 面 , 则 HH'=|; dx 代表 yw 场 在 1 
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时 刻 的 总 能 量 . 对 介 于 马 与 马 之 间 的 时 空 区 域 ,2 使 用 Gauss 定理 便 可 从 8..7“ =0 
导出 歼 '= 丈 ,此 即 能 量 守 恒 . 类 似 地 还 可 通过 相继 取 为 3 个 空间 平移 和 3 个 空 
间 转 动 Killing 矢量 场 导出 物质 场 y 的 动量 守恒 和 角 动 量 守恒 . 


$H.2 正则 能 动 张 量 


自然 要 问 : 吧 从 这 些 出 发 定义 的 能 量 、 动 量 和 和 角 动量 与 中 册 的 小 节 12.6.2 
从 二 = 一 7”& 出 发 定义 的 相应 量 是 否 一 样 ?@ 上面 定 义 的 正则 能 动 张 量 S* 与 我 
们 熟知 的 能 动 张 量 7” 是 否 一 样 ?对 问题 @ 的 答案 是 :两 者 一 般 不 等 . 一 个 主要 区 
别 是 7” 对 称 而 Sw” 却 未 必 . 小 节 12. 6. 2 曾 指出 尼 =-7T?2%& 是 守恒 流 的 理由 是 
OL = TO) 二 于 06 三 地 TO =0， 


其 中 第 三 步 用 到 的 Killing 性 和 7® 的 对 称 性 . 所 以 非 对 称 的 82 将 使 问题 变 得 
微妙 . 如 果 儿 是 平移 Killing 场 , 则 90,6 自动 为 零 ,保证 0,(S%&)=S*0,6 =0， 
而 -~S”& 是 守恒 流 , 对 应 于 能 量 、 动 量 守 恒 . 然而 当 如 为 非 平 移 的 Killing 场 时 守恒 
流 不 能 表 为 -S”6&, 问题 变 得 复杂 . 此 外 , S$ 还 有 其 他 缺点 . 以 无 源 电磁 场 为 例 , 若 
取 拉 氏 密 度 为 


Sy = Pp, 5 (H-2-1) 


则 由 式 (H-1-15) 求 得 的 5% 的 部 分 分 量 为 

S™ =(8n) (E+B’)+(4n) Vv.(GE)zT™, 

S$ =(4n) (ExBY +V.(4 ET, (H-2-2) 

S™ =(4n) '{(ExB)Y +[(V x¢B) —(0/0N(GE)]} #7", 
其 中 , B, 办 4 分 别 是 电场 、 磁 场 、 标 势 和 3 矢 势 . 分 量 明显 含有 标 势 和 矢 势 导致 
S” 没有 规范 不 变性 , 另 一 缺点 则 是 其 迹 7 8? 非 零 (而 光子 的 零 静 质 量 要 求 它 为 
零 ) $” 的 诸多 缺点 使 人 萌发 对 它 改造 的 念头 . 仔细 一 想 , 发 现 问题 其 实 并 不 复杂 : 
时 空 对 称 性 的 实质 性 后 果 是 3..7” = 0[ 其 中 , 由 式 (H-1-14) 定 义 ], 这 使 我 们 可 以 引 
入 张 量 S” ,满足 9,S”=0. 8 之 所 以 选择 式 (H-1-15) 的 形状 只 是 因为 它 满足 
9,S”=0. 然 而 满足 9,S% =0 的 张 量 有 无 限 多 个 , 任 一 8 只 要 等 于 82% +7% (其 
中 7” 满足 9,7Y”=0) 都 满足 9,S'” =0. 选 适当 的 7 就 可 得 到 对 称 的 S%, 从 而 保 
证 -S$ 代表 守恒 流 . 能 使 S$” 对 称 化 (并 保证 8,S”% =0) 的 7% 很 多 , 其 中 有 一 个 
恰 使 S”+Y” 等 于 我 们 熟知 的 闵 氏 时 空中 物质 场 的 能 动 张 量 7” (或 差 一 个 常数 因 
子 ). 寻找 这 一 7Y” 的 关键 是 求 出 S11 的 表达 式 , 介绍 如 下 . 式 (H-1-14) 定 义 的 守恒 流 
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.依赖 于 所 选 的 Killing 场 6 , 现在 只 关心 转动 和 伪 转 动 Killing 场 , 为 了 明确 区 分 ， 
特 以 反 称 指标 py (= 0,1,2,3) 给 这 6 个 独立 的 &"( 洛 伦 兹 李 代 数 的 6 个 基 矢 ) 编 号 ， 
记 作 &,,, 满足 


ce -as 人 9 ] |( 读 ] 其 中 xz =7T exe ， (H-2-3) 


a Ox” Ox* 
就 是 说 , 以 84， 6 ,6 和", EE 分别 代表 3 个 伪 转 动 和 3 个 转动 Killing 
场 , 相应 的 6 个 守恒 流 按 式 (H-1-14) 现 在 应 记 作 


3- 2 0 : 
J ” A ww (H-2-4) 
引入 符号 
Ly 二 上 vy 2 2 OW 》 (H-2-5) 
(lV 代表 6 个 与 wy 同型 的 张 量 场 .) 则 
0 OY OY : 
7 = y+ OY-E" Y= yy -SLE, H-2-6 
uv 00w my 30° Hv eV 3 Lv 0w wy i ( ) 
故 
0Z aY aY ; 
J Do 3 E93 —X, Ea | (H-2-6") 


其 中 第 二 步 用 到 式 (H-1-15), 第 三 步 用 到 式 (H-2-3). 上 式 与 SRD EU0 顷 
合 给 出 


OF 
0= 0 三 Cs E2809 一 pA (H-2-7) 


其 中 第 二 步 用 到 3。(a/ax") =0 和 0,x, =8.(7 wx2)= 7 (dx?),. 定义 张 量 


lk 
ab 00w 


则 可 证 明 N”” 与 坐标 系 无 关 , 且 由 式 (H-2-7) 可 知 
28 SO Ne (H-2-9) 


wy (dx” ), (dx )， Nt 三 nN (H-2-8) 


再 引入 张 量 F” ,要求 它 满足 
FF 三 Flealb 及 2 Fe%] = 一 Ne (H-2-10) 
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这 样 的 PF 一 定 存在 , 因为 不 难 证 明 上 式 把 FPF” 唯一 确定 为 [仿照 上 册 由 式 (3-2-7) 
推 (3-2-10) 的 做 法 ]: 

2F°% = ec NN 一 Ne (H-2-11) 
令 了 2 三 Fe ， 则 OY™ 0 2 3 pe 0 ” 所 以 RMA 兰 9 十 了 满 足 
8.8'”% =0 而 且 8'% = So ,后 者 的 理由 是 

Sl] 一 SI FA Fotob] — S[ob] _1s Ne Sl] Sa 一 0. 

a 2 c 
[其 中 第 三 步 用 到 式 (H-2-9). ] 事实 上 , S$'% 正 是 我 们 熟知 的 闵 氏 时 空中 物质 场 的 能 
动 张 量 7 (最 多 只 差 一 个 常数 因子 ), 亦 称 Belinfante 张 量 [ 见 Weinberg(1995)]. 就 
是 说 , 能 动 张 量 ( Belinfante 张 量 )7, 与 正则 能 动 张 量 7T, 的 关系 为 

TE 2 (H-2-12) 
其 中 下, 由 式 (H-2-11) 定 义 . 借用 最 小 替代 法 则 ( 见 $7.2 ) 可 得 它 在 弯曲 时 空 的 表达 
式 , 这 正 是 应 该 出 现在 爱 因 斯 坦 方程 右边 的 了 .” 
现在 就 可 以 回答 前 面 提出 的 问题 @. 先 讨 论 能 ( 动 ) 量 . 设 2 为 平移 Killing 场 ， 

即 &* = 4(0/Ox*) (6* 为 常数 ). 令 =-T%6, J"=--S*E .由 式 (H-2-12) 得 


Wee (H-2-13) 
注意 到 F” = Fi%*?, 可 知 两 个 守恒 荷 密度 和 .的 关系 为 
=J-0,(6FW). (i 从 1 到 3 取 和 ) (H-2-14) 


时 刻 1 的 全 空间 ,的 相应 守恒 量 (能 量 或 动量 分 量 ) 是 守恒 荷 密度 在 ,上 的 体积 分 ， 
由 于 式 (H-2-14) 右 边 第 二 项 是 3 维 散 度 , 其 体积 分 可 化 为 ,的 2 维 边界 面 (无 限 远 
面 ) 的 面积 分 , 而 有 关 物 理 量 在 趋 于 无 限 远 时 趋 于 零 的 速率 保证 这 一 积分 为 零 , 因 
此 


上 Todax = a (H-2-15) 


可 见 由 和 定义 的 守恒 能 ( 动 ) 量 一 样 .再 讨论 角 动 量 . 利用 式 (H-2-12)、(H-2-6)、 
(H-2-8)、(H-2-10) 和 (H-2-3) 经 计算 得 
wv S07/ 》 (H-2-13") 


其 中 


Q 也 可 用 物质 场 作用 量 对 度 规 的 泛 函 导数 给 ,下 定义 , 结果 与 此 处 的 工 , 等 价 , 证 明 见 Zhang(2005). 
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7 则 由 式 (H-2-4) 定 义 (请 注意 ,一 5*&,,). 仿照 上 面 的 讨论 得 


ee (H-2-147) 


故 
及 dx= | J dix, (H-2-16) 
yd 


A 


可 见 由 ,和 .7 定义 的 守恒 角 动量 也 一 样 . 


8H.3 ”关于 用 坐标 语言 的 证 明 


在 介绍 Noether 定理 的 坐标 语言 证 明之 前 , 有 必要 说 明 坐 标语 言 对 张 量 场 的 
摘 述 . 从 标量 场 谈 起 . 设 y 是 民 上 的 标量 场 , 即 p : 及 4 一 了 及 4, 则 它 与 任 一 坐标 系 
{x*} 相 结合 便 诱 导出 一 个 4 元 函数 , 记 作 B(x) , 括号 内 的 x 是 xz 的 简写 . 应 特别 
注意 同一 标量 场 g 与 不 同 坐 标 系 结合 给 出 不 同 的 4 元 函数 . 以 @'(x) 代 表 $ 与 坐 
标 系 {x'“} 结合 所 得 的 4 元 函数 , 则 

D'(x|,)=$|,= D(x|,), (H-3-1) 

去 掉 下 标 p ,但 记 住 x* 和 x 是 同一 点 在 不 同系 的 坐标 值 , 便 有 @B'(x”) = B(x) .我 

们 特别 用 大 写字 母 @B 和 @B' 代表 同一 标量 场 $ 与 不 同 坐 标 系 结合 而 得 的 函数 关系 ， 

是 为 了 对 概念 做 出 明确 区 分 . 从 现在 起 取消 这 种 符号 上 的 区 别 , 即 把 @"(x”) = B(x) 

改写 为 

x)= G0%). (H-3-2) 

上 式 就 是 坐标 语言 中 标量 场 的 基本 特征 . 下 面 讨论 矢量 场 . 设 矢量 场 z2 在 {fxz^} 系 

和 {x'*} 系 的 分 量 依 次 为 u* 和 w"* [看 作 两 个 (坐标 依赖 ) 的 标量 场 ], 它们 在 同一 点 
P 的 值 当 然 满 足 

’ Ox'” v 

2 “| ,= 一 


Ox” , 


标量 场 与 {x*} 系 结合 得 函数 zx (x) [请 注意 wu* (x) 中 的 xz 代表 函数 关系 而 不 代 
表 标 量 场 必 ] uw“ 与 {x'“} 系 结合 得 函数 w(x'). 仍 设 p 点 的 老 、 新 坐标 分 别 为 
x* 和 x , 则 函数 值 w" (x)=w” |, ,u(x”)=u*|,, 所 以 式 (H-3-3) 给 出 两 个 函数 的 
如 下 联系 : 


(H-3-3) 
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2U“(x)= 2 (x). (H-3-4) 


上 式 就 是 坐标 语言 中 矢量 场 的 基本 特征 . 类 似 地 可 讨论 任意 型 张 量 场 . 

坐标 语言 与 几何 语言 本 质 上 等 价 , 只 要 使 用 得 当 , 都 给 出 正确 结果 . 由 于 某 些 
微妙 原因 , 在 用 坐标 语言 的 多 数 教材 中 的 某 些 概念 ( 量 ) 同 几何 语言 中 的 相应 概念 
( 量 ) 存 在 某 些 微妙 区 别 (不 完全 是 几何 语言 的 忠实 翻译 ), 如 不 注意 就 会 带 来 混淆 . 
下 面 将 适当 指出 . 

在 几何 语言 中 , 多 是 y, 3w 和 ,的 局 域 函数 , 即 2 = .Zn;87 .在 7 
固定 时 -2 = .Y(w,9y) ,给 定 场 多 后 .2 是 标量 场 . 在 坐标 语言 中 经 常 出 现场 的 坐 ， 
标 分 量 , 并 把 每 一 分 量 看 作 坐 标的 函数 . 设 yw 是 (k,7) 型 张 量 场 , 则 它 有 N = 4 结 个 
分 量 , 但 在 场 论 中 通常 只 用 一 个 指标 去 作 区 分 , 即 把 分 量 记 作 w'(x) (括号 内 的 x 是 
x* 的 简写 ), 其 中 ;= …,N . 拉 氏 密度 也 被 看 作 坐 标的 函数 , 记 作 .ZZ(x) , 是 由 若干 
中 间 函 数 构成 的 复合 4 元 函数 : 

L(x)= L(Y (x), VY (x), g(x) . (H-3-5) 
说 明 :QD 右 边 的 函数 关系 .由 局 域 函数 .2(w, 3aw,7，) 的 函数 关系 .2 自然 诱导 而 
得 ， 左 边 的 .多 则 代表 拉 氏 密度 作为 x* 的 函数 的 函数 关系 , 与 右边 的 多 显然 不 是 
同一 函数 关系 ( 宗 量 就 不 同 ). @ g,,(x) 是 7, 的 坐标 分 量 , 只 当 所 用 坐标 系 是 洛 伦 
效 系 时 才 等 于 7 .@V,w'(x) 是 Vow 的 坐标 分 量 , 其 中 Vv, 满足 V,n,, =0( 故 意 不 
记 作 3,, 理由 稍 后 自明 .) 以 (Rw,,) 上 的 电磁 场 为 例 , 其 场 量 y 是 4 势 4,，, 其 拉 
氏 蜜 度 在 儿 何 语言 中 为 [ 见 式 (15-1-22)] 


学 二 过 ye” (V,4 )Vi,Ay ， (H-3-6) 
4 
它 显然 是 标量 场 . 在 坐标 语言 中 相应 的 .Z(x) 应 为 
F(x) =- 元 8 CO)g”™ VA) YA), (H-3-7) 


其 中 V4,=(V,4,)(0/9x*) (6/6x*》 .再 回 到 式 (H-3-5), 若 选 另 一 坐标 系 fx} , 则 
函数 .Z(x) 变 为 

Lx)= LY" (x), Vy" (x), gi (x). (H-3-5") 
上 式 和 式 (H-3-5) 都 是 几何 语言 的 .多 的 忠实 翻译 , 当然 有 .Z'(x)=.Z(x), 所 以 可 把 
函数 (x) 称 为 坐标 语言 的 标量 场 [请 对 比 式 (H-3-2)]. 然而 许多 教材 把 .ZZ(x) 的 表 
达 式 简化 为 
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ZX)= ZY (x), Vy ' (x) 甚至 YZ(x)= ZY (x), 0 (x), (H-3-8) 
即 略 去 式 (H-3-5) 中 的 第 三 组 宗 量 , 暗示 凡 gj, (x) 都 写 为 7 对 电磁 场 而 言 就 是 把 
式 (H-3-7) 简 化 为 


FO = (VA VA) (H-3-7) 
其 至 
F(x)=- 二 1 (400)8 4 0D， (H-3-7") 


这 种 (x) 就 不 是 几何 语言 的 .2 的 忠实 翻译 , 就 只 对 洛 伦 兹 系 正确 . ”于 是 便 出 
现 以 下 提 法 : 拉 氏 密度 .ZZ(x) 只 是 “Poincaré 标量 场 ”[ 只 敢 保证 在 Poincaré 变换 下 
有 .ZZ'(x")=.Z(x)]. 所 幸 的 是 , 尽管 式 (H-3-8) 及 其 后 果 [ 即 “ .ZZ(x) 只 是 Poincare 标 
量 场 ”] 不 是 几何 语言 的 忠实 翻译 , 但 就 推 证 Noether 定理 (以 及 讨论 许多 其 他 问题 ) 
而 言 也 已 足够 [因为 定理 的 条 件 ( 在 几何 语言 中 就 是 “为 Killing 场 ”) 保 证 
{Xx} 上 {x 人 } 是 Poincaré 变换 ], 所 以 也 给 出 正确 结果 . 

下 面 介绍 用 坐标 语言 对 Noether 定理 的 推 证 [默认 从 式 (H-3-8) 出 发 ]. 我 们 将 看 
到 它 比 用 几何 语言 的 推 证 长 得 多 , 而 且 , 为 了 把 各 种 不 够 清晰 和 容易 误导 的 问题 解 
释 清楚 , 讨论 更 是 长 上 加 长 . 设 {x*} 是 洛 伦 兹 坐标 系 , {x“} fc 是 “无 限 小 ” 
Poincaré 变换 , 则 .Z'(x)=.Z(x) . 函数.Z(x)=.Z(w'(x),0,w'(x)) 可 看 作 复合 函数 ， 
坐标 变换 既 导 致 自 变量 x“ 的 改变 ( 变 为 x ) 又 导致 中 间 函 数 关系 的 改变 (从 w' 变 
为 wy” ,通常 说 “ 场 也 跟着 变 ”), 于 是 坐标 变换 {x“} 上 {x'*} 所 导致 的 .2 值 的 改变 
8Z 2? 可 表 为 两 部 分 之 和 : 

Lx) -LHX)= LY" x), oy" x) -ZY x), 800) +6,7, 


(H-3-9) 

其 中 
S517 = ZY" x), Oy" x) -Ly" (x), dy" (x), (H-3-10) 
,7=Z(y" (x), oy" x) -Fy' (x), Oy CO) (H-3-11) 


@ 又 与 8 的 区 别 对 电磁 场 的 .多 其 实 不 带 来 后 果 , 因为 .多 中 反 称 号 的 存在 保证 V， 4, = 3,, 4 . 但 一 般 而 
言 在 原则 上 存在 正文 指出 的 问题 | 

@ 为 与 用 坐标 语言 证 明定 理 的 教材 一 致 , 此 处 变 分 5.Z 的 定义 与 $H.1 略 有 不 同 , 差别 见 式 (15-1-3) 所 在 页 的 
脚注 . 
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式 (H-3-11) 右 边 两 项 中 的 坐标 值 都 是 x*, 两 项 之 所 以 不 等 只 是 因为 中 间 函 数 关系 
不 同 . 令 


dy’ (x)=y" (x) -yy (x), (H-3-12) 
50.w (x)= yy" (x)— Oy’ (x), (H-3-13) 
则 
dF : 0.Z 2 oF 
A 一 一 一 一 de -3-14 
2 J 9.w (x) = 吉庆 el (H-3-14) 


其 中 最 末 - -妙用 到 拉 民 方程 5 -8 ,| ji 


dy 

60 (x)= ody’'(x)." (H-3-15) 

另 一 方面 , 式 (H-3-10) 右 边 两 项 中 的 中 间 函 数 关系 一 本 两 项 之 所 以 不 等 只 是 
因为 自 变量 x 的 取 值 不 同 . 式 (H-3-10) 在 一 阶 近似 下 给 


-一 一 3X4 ， (H-3-16) 


其 中 8x =x* 一 Xx, 8.200)18z =0.Z(y' (x), Oy (x) /Ox’. 
现在 来 证 明 式 (H-3-16). 设 {x*}P {x*} 是 Killing 场 生成 的 单 参 微分 同 胚 族 
{f14 : RR" 一 及 } 中 参数 为 84 的 那个 fs4 所 诱发 的 坐标 变换 . 每 个 f 通过 诱发 坐标 
变换 又 诱发 一 个 中 间 函 数 的 变换 , 即 y'(x) rw" (x'), 故 有 单 参 函数 族 { 色 :0; 2) 
满足 到 (0; 0)=w (x), Yi(64;x)=w'(x) ,因而 式 (H-3-10) 给 出 
d= ZY (4; x),0 > (84; x)) — ZF 64; x),0 A (84; x)) 


Zr Vix| 99 OF) OO VF ) ox’ 
oP| 0 Br 1 ~ BO) 4 ax 64 


a¥’ 4 82) 4 


Zo 62Z | 


4=0 


QD 式 (H-3-15) 的 证 明 颇 长 ( 见 选读 H-3-2), 但 从 几何 角度 不 难 理解 : 8 ,ri(z) 是 38.y 的 坐标 分 量 , 而 8 代表 李 导 
数 人 * (最 多 差 一 个 常 系数 ) Killing 场 生成 的 微分 同 胚 不 改变 度 规 , 从 而 也 不 改变 与 之 适 配 的 导数 算 符 , 所 以 
[上 与 导数 算 符 可 交换 [ 见 式 (H-1-12)], 此 即 式 (H-3-15). 
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DF OP'OW, 0F 008'(0;0)|s 
DF’ Br OP) dx 


Ox Ox” 


故 得 待 证 等 式 (H-3-16). 于 是 等 式 0=.Z'(x') -ZZ(x)=6,.+61. 颖 可 表 为 


ca 人 0 
| 8x* =0. -3-17 
Be E De 3Y 中, 到 x (H-3-17) 


设 qg= fsi(p), 把 E*64 直观 地 看 作 从 p 到 g 的 箭头 , 则 g, p 点 的 坐标 差 
x*(q)—x”*(p)=é"64. 
男 一 方面 , 6x“ 的 准确 含义 是 


Sx =x*(p)-x (p)=x*(g)—x*(p), 


所 以 >. 
58x4 =E464. (H-3-18) 
注意 到 Killing 性 导致 9 ,8&4 =0 [ 见 式 (H-1-13) 前 一 行 ], 便 得 


x a CE = 7 (ZE84), (H-3-19) 


代入 式 (H-3-17) 得 


dF dyi(x) 


| + .ZE |=0. (H-3-20) 
Ox* | O00,w'(x) 54 


x=-| 9 Sy) 


dw'(x) 57 + 


守恒 流 . 其 实 居 正 是 式 (H-1-14) 的 ,7? 的 坐标 分 量 . 要 确信 这 点 , 只 须 证 明 ( 见 选 
读 H-3-1) 


dy'(x)=—(Ly) 64. (H-3-21) 


中 正式 的 证 明 可 借用 选读 2-3-1 末 的 公式 , 其 中 的 f,& 和 vw 分 别 是 现在 的 xz,54 和?. 
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以 上 从 .Z(x) 的 Poincaré 不 变性 出 发 证 明了 Noether 定理 . 也 有 许多 书 从 作用 
量 $ 出 发 做 证 明 . 8 是 .2Z(x) 在 某 时 空 区 域 上 的 积分 , 利用 S 的 Poincaré 不 变性 以 
及 积分 区 域 的 任意 性 同样 可 得 到 Noether 守恒 流 . 书 中 指出 , 之 所 以 要 求 8$ 有 
Poincaré 不 变性 ( 亦 称 相对 论 不 变性 ), 是 因为 由 8S =0 所 导出 的 演化 方程 必须 
Poincare 不 变 . 这 种 讲法 已 默认 5 在 坐标 变换 下 可 能 要 变 (否则 “在 Poincaré 变换 
下 SS 不 变 ” 就 无 从 谈 起 ). 然而 , 在 几何 语言 中 , 给 定 场 量 后 8 就 是 一 个 确定 的 实数 ， 
与 坐标 系 无 关 , 是 绝对 的 (因而 是 不 变量 ). 结论 的 这 种 差异 同样 源 于 非 忠实 翻译 . 
此 外 , 许多 书 把 $ 表 为 


$= | F(x) dx= | ZY (0), Oy ' (x) dx, (H-3-22) 


这 也 不 是 忠实 翻译 , 因为 , D 如 前 所 述 , 此 处 的 (x) = 2 '(x),0 ,yw '(x)) 本 来 就 
不 是 忠实 翻译 , 所 几何 语言 的 S$= | .Ze 中 的 & 是 与 度 规 适 配 的 体 元 , 未 必 等 于 坐标 
体 元 d“x. 然而 这 两 个 问题 对 洛 伦 兹 系 都 不 存在 , 而 证 明 Noether 定理 时 可 以 只 限 
于 洛 伦 兹 系 , 所 以 从 式 (H-3-22) 出 发 同样 能 给 出 正确 的 Noether 守恒 流 . 
[选读 H-3-H] 

式 (H-3-21) 的 证 明 设 点 p 是 点 + 在 映射 foi 下 的 像 , 即 p= fsi(7) .为 清晰 起 
见 , 暂 以 不 同 符号 代表 活动 的 坐标 和 有 具体 的 坐标 值 :分 别 以 y* 和 yy 代表 老 、 新 活 
动 坐 标 (坐标 变换 改 记 为 {y*} fy}), 而 x* 则 代表 {y“} 系 在 p 点 的 坐标 值 , 即 
x* 三 y*|,. 这 样 ，6y'(x)=W" (xX)-w'(x) 中 的 Wi'(x) 可 看 作 函 数 wi(y) 在 自 变 
量 y* 取 值 x* 时 的 函数 值 ,所 以 y'(x)=W' | . 同 理 , y"(x) 可 看 作 浮 数 y"(y') 在 
自 交 量 y“ 取 值 x“ 时 的 函数 值 ,而 + 点 的 新 坐标 y* |, 按 定义 等 于 p 点 的 老 坐 标 ， 
即 y'*|,=x*,， 故 Wy"(x)=W" |, .于 是 


Sy (WO=" ,y= fon) |, -|,, 
其 中 第 二 步 用 到 上 册 定 理 4-1-3( 即 “新 新 老 = 老 老 新 ”). 注意 到 
一 (Lew) ,= (Ly) |,, 
设 针 产生 的 单 参 微分 同 胚 族 为 { 户 : 月 王 展 ), 则 所 "= fzs, 故 近似 有 
—(Ley) |, 84=(L sy) 534=(A ly -YNo= (hay) ly -wl,= 6w’'(x). 


此 即 待 证 的 式 (H-3-21). 口 
[选读 H-3-1 完 ] 

[选读 H-3-2] 
本 选读 首先 用 坐标 语言 补 证 式 (H-3-15), 然后 介绍 用 坐标 语言 得 出 正则 能 动 
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张 量 5,,、 守 恒 流 J 和 对 称 化 能 动 张 量 (Belinfante 张 量 )T, 的 推导 过 程 . 

把 固有 Poincaré 变换 {xz4jhy fx 表示 为 xz = 了 + 的 形式 ,其 中 
b*(1=0,1,2,3) 为 常数 ，ALy 是 洛 伦 益 群 元 (看 作 常 数 和 矩阵 ). 对 于 由 小 量 84 描述 的 
无 限 小 变换 ,，D =a*64 (其 中 a“ 为 常数 )， dp， 则 可 表 为 

| Aly =Exp(O “v6A) 2 6 + OLv6A, (H-3-23) 
其 中 第 一 步 用 到 式 (G-4-10)( wy 是 生成 4e， 所 在 的 单 参 子 群 的 洛 伦 族 代数 元 ) 第 
二 步 用 到 式 (G-5-3), = 号 代表 保留 至 一 阶 小 项 . (以 下 各 式 都 如 此 ,并 常用 等 号 代替 
兰 号 . ) 于 是 


XxX 二 X 十 6x*, 其 中 6x*=(a* 二,x')64， (H-3-24) 

X =X x: =x -(at +w vx" )64, (H-3-25) 

Ox' /Ox =6y +@ vy A, Ox*/Ox” =6, -wy 64. (H-3-26) 

用 74 和 7 升降 指标 (例如 w=@*p17?” x, 三 X47 jv), 则 洛 伦 益 群 元 44, 所 满 

足 的 条 件 Tir =4un42v1poc [ 式 (G-5-23)] 与 式 (H-3-23) 结 合 导致 w， 从 而 
又 有 wmw4， = 


以 代表 固有 Poincaré 李 群 PP 的 李 代 数 (10 维 ). 由 定理 G.7.1 可 知 (了 4 7 ) 上 
全 体 Killing 矢量 场 的 集合 ( 记 作 .PS ) 是 与 同 构 的 李 代数 ， 


{(0/0x”)’ ,6° | pov =0,1,2,3} 


Oi» 


是 罗 的 一 个 基底 . VE e .多 ， 由 式 (HL3-18) 和 (H-3-24) 得 5p = av 二 Ooxr ,9 与 式 
(H-2-3) 结 合 得 


Ea 的 | 三 0 (H-3-27) 


这 就 是 6 用 基底 的 线性 展开 式 (其 中 ar 和 ww 现在 充当 展开 系数 ). 由 名 生成 的 
Poincaré 变换 {x“} {x} 所 诱发 的 场 变 换 fy (x)} PP fr (x)} 可 借 群 表示 论 求 得 . 
Poincare 群 忆 的 平移 子 群 了 是 正规 子 群 , 故 可 构造 商 群 G= PIT ,而 且 G 与 洛 伦 兹 
群 有 李 群 同 构 关系 “(证 咯 ). 存在 自然 的 投影 映射 (而 且 是 群 同 态 )x : P ->G ,满足 


QD 场 论 书 通常 不 提 下 illing 场 而 称 94， 为 无 限 小 生成 元 .由 EI =a*+0w9,Xx" 易 见 9,E* = OO， 故 前 面 用 过 的 
8 =0 其 实 就 是 0 =0. 

加 由 x*=b*+A*,Xx" 可知 一 个 Poincaré 群 元 由 一 组 (b*, /A*,) 决定 . 两 个 群 元 称 为 等 价 的 , 若 它们 有 一 样 的 
4 . 可 以 证 明 , Poincaré 群 所 有 等 价 类 的 集合 是 李 群 , 即 己 与 了 的 商 群 P/7 . 
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AX(b*,A%,)=A*, eG, 所 以 Poincare 群 的 每 一 群 元 (bp*,A*,) 都 给 出 一 个 洛 伦 族群 
的 群 元 ALy . 设 W 是 (k,1) 型 张 量 场 , 则 wi(x) 的 i 应 从 1 取 到 N=4ft!. 设 G 是 G 
的 NN 维 表示 , 就 是 说 , 存在 同 态 映射 p : G->G，, 而 且 表 示 空 间 太 是 N 维 矢 量 空间 ， 
则 每 组 y'(x)e 了 可 以 看 作 一 个 Nx1 算 阵 .以 多 和 多 分别 代表 G 各 的 李 代数 ， 
则 p :GG 在 恒 等 元 eeG 诱 导 的 推 前 映射 p, : 多 一 乡 就 是 李 代 数 同 态 . 再 令 
0=poX, 则 oo :PG 和 og,: FP， 乡 分 别 是 群 同 态 和 李 代 数 同 态 . 
Y(b*,A*,)eP,Iw*,e 多 ,614e 民 使 
(b”,A”,)= (a’54, Exp(o 84)). 
令 儿 =p(A%)eG, 全 =p(ox)E8( 都 是 NxN 和 矩阵 ) 则 
4 = p[Exp(@*v84)] = Exp[p, (0 )34]= Exp(0')64) = 65 + 60’)64, 
[其 中 第 二 步 见 附录 G 习题 10.] 另 一 方面 ， 
P(A®,)= plz(2’, A’,)]=0(b", A’,), 

于 是 5 SA 5 1+O)84 ,所 以 由 Poincaré 变换 x4 =bL + ALvx' 诱发 的 

vy OPY (=0+0 Dy (t= 0 + Oy (x 514. (H-3-28) 
下 面 来 找 命 'j 的 表达 式 . 利用 宗 与 . 儿 的 李 代 数 同 构 关系 可 把 两 者 的 对 应 元 素 认 同 ， 
对 应 标准 就 是 式 (H-3-27). 就 是 说 , (av,o )E 农 认同 于 姑 E. 多 当 且 仅 当 两 者 满足 
式 (H-3-27). 于 是 有 

DH,=p.(0",)=p,[z,(a’, 2,)]=(p,° A, ME’) 


a ] 其 a ] I4 a 
=0.,[a’ (0/0x’”) 二 a 全 0.(— 0° wh)， 


其 中 第 二 步 用 到 元 (ao )= ow， 最 末 一 步 用 到 ar[a“(B/ax“)"]= 0 ( 均 请 读者 自 
证 ). 令 


()) =p.(- 6",,), (H-3-29) 


o’ -ee (),, (H-3-30) 


代入 式 (H-3-28) 便 得 
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WO) WO TO ) CO) 52. (3-31) 


把 右边 的 Wi'(x) 和 Wi(x) 改写 为 Wi(X)=Wi(x 一 8x) 和 Wi(x)=y/(x' 一 8), 在 x 
处 作 泰 勒 展开 后 代 回 式 (H-3-31) 并 保留 至 一 阶 项 得 
CAO AS CAA RAM RA 
上 式 左 边 是 函数 YW (y) 在 y=x' 处 的 值 , 右边 也 如 此 , x! 的 任意 性 保证 两 函数 相等 
故 
VOC + D0 -0B +3 yO BA (HL3.32) 
注意 到 8yi(x) =W"(x) -Ww'(), 便 有 
y= ed -0 + 0 YW WBA (3-33) 
求 导 得 
IAG ARACEAEAG EA A LAER A 
(H-3-34) 


下 面 再 求 60,w (X)=BoWw"(X) 一 BW'(X), 为 此 可 先 求 Ghw" (x) : 


A 
p ri 7 Ox” ri 1 
Oy (x) -ow (x) 
=0,W (x) -0 ,OW (CO084+ ov (po) OW (x)84, (H-3-35) 
其 中 第 一 步 用 到 复合 函数 微分 法 , 第 二 步 用 到 式 (H-3-26) 和 (H-3-31) 并 保留 至 84 的 


一 阶 项 . 把 函数 9,w'(x) 和 0,wW/(x) 写 成 9,w'(x' -Sr) 和 8.w7(c' -So ，, 作 泰勒 展开 
后 代 回 式 (H-3-35), 保留 至 一 阶 项 得 


Ow" (x) =O (x") 
+[~ a’0,0 ,Wy (x) -0 x"0,0.W (x')— "OW (x)+ 3 (ls) 9. (x")] 64, 
把 上 式 中 所 有 (x') 政 为 (x), 便 可 求 得 60,w (x)= DW" (xX) 一 OW (Xx) 的 表达 式 ,发 
现 与 式 (H-3-34) 右 边 无 异 , 于 是 式 (H-3-15) 得 证 . 
以 上 讨论 也 为 用 坐标 语言 得 出 正则 能 动 张 量 9,，、 守 恒 流 .1j" 和 对 称 化 能 动 
张 量 ( Belinfante 张 量 )T,, 莫 定 基础 . 由 式 (H-3-17)~ (H-3-19) 得 
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了 ay 下 ar| =0. (H-3-36) 
把 式 (H-3-33) 代 入 上 式 得 
9,S°,=0 和 9.7, =0, Jov=0,1,2,3, (H-3-37) 
其 中 
SS 0 : v0 i (H-3-38) 
+ C+ 295g. E339) 
不 难 验 证 
Ti =2S "0 +3 | iD， (H-3-40) 
以 Bo 作用 上 式 , 利用 式 (H-3-37) 便 知 的 反 称 部 分 满足 
2S =0,N®,, (H-3-41) 
其 中 
N° = Cy a (H-3-42) 


以 下 仿照 几何 语言 的 做 法 便 得 对 称 化 能 动 张 量 To 

以 上 各 式 使 人 猜想 5°,,J", 和 NN”,, 分别 是 SH.2 的 5,, J",, 和 N° 的 坐标 
分 量 . 证 实 这 一 结论 的 关键 有 二 :中 证 明 式 (H-3-29) 引 入 的 矩阵 (1 ) 记 是 式 (H-2-5) 
引入 的 1 的 坐标 分 量 ; @ 证 明 8-Z/8G ,wy) 是 90.Z/0(0y) 的 坐标 分 量 . 证 明 @@ 的 
关键 是 弄 清 0.9/0(9,w) 的 准确 含义 , 已 详 于 选读 1$-4-1 中 ; 下 面 给 出 四 的 证 明 . 

点 已 < 了 的 全 体 (k,1) 型 张 量 的 集合 (Kk,1) 是 4*! 维 矢量 空间 , 因此 (天门 型 
张 量 场 w 在 p 点 的 值 w |, 既 可 称 为 张 量 ( V ,上 的 张 量 ) 又 可 称 为 矢量 [矢量 空间 
久 (k, 人 ) 的 元 素 ]. 作为 矢量 , y |, 只 有 一 个 指标 , 所 以 前 面 用 WwW! 代表 分 量 ( 略 去 下 标 
P). 下 面 以 4,B,… 作 为 矢量 空间 (Kk,1) 的 抽象 指标 , 则 W 应 记 作 w4 .再 以 
{(B;) “代表 Fi(k, 71) 的 坐标 基底 , 便 有 WwW =W'(E,). 设 /是 隐 上 的 光滑 函数 , 则 
由 式 (H-2-5) 为 证 1 (jp)= .flyw ,所 以 1 在 每 点 pp 的 功用 是 把 该 点 的 矢量 Wy 
变 为 矢量 (1,,w) ,可见 1 是 F(k,1) 上 的 (1,1) 型 张 量 , 于 是 可 写 
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(1 2 (Ly ) ”or 站 


a" =0 的 式 (H-3-33) 与 (H-2-3) 结 合 给 出 


人 
7 70 [Sd + ) (H-3-43) 


由 式 (H-3-21) 及 ax =0 的 (H-3-27) 又 得 


0 i 1 Vv i 
ows nt) =70" (Ley), (H-3-44) 


用 等 号 连接 以 上 两 式 , 利用 wA4 的 任意 性 得 (L。 Ww ) = 0sW' +(1,)jW’, 配 上 基 
矢 (E,) 后 成 为 

(Ly) = 0 +(BE) (YY (H-3-45) 
另 一 方面 ,把 式 (H-2-5) 写 成 (1,) 5W” = Wi -6 ,OW ,与 式 (H-3-45) 对 比 便 知 
(1v) j 无 非 是 (1,,) 的 坐标 分 量 . [选读 H-3-2 完 ] 


附录 1 纤维 从 及 其 在 规范 场 论 的 应 用 


小 节 15.3.1 开 头 一 小 段 曾 简略 介绍 过 切 从 和 余 切 从 , 它们 都 是 纤维 从 的 特例 
本 附录 将 较为 详细 地 介绍 主 纤 维 从 ( 主 从 ) 和 伴 纤维 从 ( 伴 从 ) 及 其 在 规范 场 论 的 应 
用 . 阅读 本 附录 前 请 先 读 该 小 段 

本 附录 大 量 用 到 李 群 和 李 代 数 的 知识 , 阅读 前 最 NT i 
好 先 读 中 册 附 录 G . 由 于 种 种 原因 , 本 附录 (及 附录 G ) 
的 某 些 符号 与 本 书 他 处 的 习惯 不 尽 相同 , 例如 , D 除 少 
数 地 方 外 不 用 抽象 指标 , 以 减轻 表达 式 的 外 观 复杂 度 . 
加 曲线 7 的 切 矢 用 2 [或 dy(/dl ,或 (didn)n(D)] E 

M 


(只 在 少数 情况 用 3/ar ) 代 表 . 此 外 , 本 附录 经 常 涉及 从 pe po pv 
流 形 P 和 底 流 形 M ,它们 的 点 分 别 用 peP 和 xeM 坚 直 线 (纤维 ) 对 应 于 某 点 
代表 ; pe 了 的 切 空间 在 本 书 他 处 都 记 作 VV,, 但 在 本 附 x e M 的 切 空间 

录 中 V, 男 有 含义 ,代表 上 p 点 切 空间 的 竖 直 (vertical) 子 

空间 . 因此 本 附录 把 peP 的 切 空间 记 作 T,P .类 似 地 , xs M 的 切 空间 记 作 T,M . 
这 不 但 符合 大 多 数 文献 的 习惯 , 而 且 也 合理 , 因为 M 的 切 从 在 文献 中 统一 记 作 
TM ,点 YeM 的 切 空间 既然 对 应 于 x 上 方 的 纤维 , 就 对 应 于 TM 的 一 个 子 集 , 自 
然 应 记 作 TM ( 见 图 I1). 


8SLL 主 纤 维 从 


1.1.1 主 从 的 定义 和 例子 


定义 1 李 群 G 在 流 形 K 上 的 一 个 左 作 用 (left action ) 是 一 个 C” 映射 工 : 
GCx 天 一 天 ,满足 : 

(DZ :天 一 天 是 微分 同 胚 vg eaG ; (b)Ls,=L,°L,, Ve,heG. 

注 1 与 8G.7 定 义 1 比较 可 知 李 变 换 群 GxM 一 M 就 是 G 在 M 上 的 左 作 
用 . 

定义 1 李 群 G 在 流 形 K 上 的 一 个 右 作 用 (right action ) 是 一 个 C” 映 射 R: 
KxG 一 K ,满足 : 
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(a) Re : 天 一 天 是 微分 同 胚 ve<sG; (DR,=R,oR,, Vg,heG. 

注 2 仿照 李 变 换 群 , 也 可 以 证 明志 及 尽 ( 其 中 e 是 G 的 恒 等 元 ) 是 恒 等 映 射 . 

下 面 大量 用 到 李 群 G 在 某 流 形 ( 主 从 流 形 )P 上 的 右 作 用 , 即 R: PxG->P. 
我 们 将 把 R。(p) (其 中 ge G, peP) 简 记 作 pg. 

定义 2 了 于 和 集 {pg|g eG}cP 称 为 右 作用 R : PxG 一 了 过 点 pe 的 轨道 . 
右 作 用 R : PxG 一 乙 称 为 自由 的 (free ), 车 ge 二 pg p vpeP. 左 作用 的 自 
由 性 和 轨道 妨 此 定义 . 

现在 介绍 主 纤维 丛 的 定义 . 这 一 定义 对 初学 者 有 一 定 难度 , 我 们 先 给 出 定义 ， 
再 以 加 注 的 方式 详 加 解释 . 

定义 3 主 纤维 丛 (principal fiber bundle ) 由 一 个 叫做 从 流 形 ( bundle manifold ) 
的 流 形 P 、 一 个 叫做 底 流 形 (base manifold ) 的 流 形 M 和 一 个 叫做 结构 群 
(structuregroup) 的 李 群 G 组 成 , 满足 以 下 要 求 : 

(a)G 在 P 上 有 自由 右 作 用 R: PxG->P; 

(b) 存 在 C” 的 、 到 上 的 投影 映射 +: 已 -> M ,满足 


x [zx(p)]={pglgeG}，vpeP;  ( 见 图 I-2) (I-1-1) 
ee (每 一 xc M 有 开 邻 域 Uc M 及 微分 同 胚 
号 p Ty : XV] 一 UxG, 且 7 取 如 下 形式 : 
有 T,(p)=(a(p), SAp), Vpen[V], (12) 
其 中 映射 Sj : x [VU] 一 G 满足 
5 。 Su(pg)=Su(p)g, vgeG. (13) 


图 I-2 主 从 的 简单 图 示 - - 
注 3 今后 把 主 纤维 从 简称 主 从 , 并 简 记 为 


P(M,G), 甚至 简 记 为 己 . 

注 4 ”投影 映射 x : 已 一 M 一 般 不 是 一 一 映射 , 故道 映射 rz : MP 一 般 
不 存在 . 但 对 子 集 U c M 而 言 , r”[Z]={fpePlzr(p)sz 有 明确 含义 . 同 理 , 把 
xeM 看 作 M 的 独 点 子 集 {x}cM, 则 x [{x}] 有 意义 ( 简 记 作 zx-![x] ), 称 为 点 
xe M .上方 的 纤维 (fiber). 注意 到 定义 2, 式 (1-1-1) 实 际 上 就 是 要 求 任 一 点 peP 的 
投影 x(p)e M 上 方 的 纤维 zx"![x(p)] 等 于 右 作用 RR 过 点 p 的 轨道 . 

注 5 映射 R : PxG 一 了 在 给 定 peP 后 诱导 出 映射 R, : G 一己. 既然 
zx” [x(p)] 是 尺 过 pp 的 轨道 ,映射 RR 的 值 域 就 只 能 是 x7[x(p)] cP, 故 也 可 把 R， 
更 明确 地 写成 R,: Gx [x(p)]. 令 x=Xx(p) 以 便 把 R,: Gz![x(p)] 简 记 
为 R,: G 二 x [x]( 图 I-2). 可 以 证 明 R,: G 一 P 是 个 嵌入 映 射 ( 见 上 册 $4.4 定义 
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1), 所 以 G 的 流 形 结构 可 被 带 到 zx![x] 上 ,使 zi[x] 成 为 P 中 的 散人 入 子 流 形 ,2 而 
且 R, : G 一 x [x] 成 为 微分 同 胚 . 进一步 自然 要 问 : G 的 群 结构 是 否 也 可 被 带 到 
x-1[x] 上 ?答案 是 肯定 的 . 首先 ， R,(e)=p 使 我 们 想到 可 选 p 作为 待定 义 李 群 
x [x] 的 恒 等 元 . 其 次 , 每 一 p'exn[x] 对 应 于 G 的 一 个 元 素 g=R,'(p'), 故 
p'=R,(8)=R,(p)= pg, 

因而 可 借用 G 的 群 乘法 给 一 [z] 定 义 群 乘法 : 

(pg):(ph):= p(gh), Vpg, phex [x]. 
于 是 每 一 纤维 都 可 看 作 G 的 一 个 李 群 同 构 版 本 . 但 必须 注意 :由 于 p 点 在 x [x] 
上 可 以 任 取 (zx"![x] 中 没有 一 点 是 天 生 与 众 不 同 的 ), 在 把 x-![x] 定 义 为 李 群 时 不 存 
在 一 种 自然 的 定义 方式 ( 取 任 一 pex" [x] 作 为 恒 等 元 均 可 ). 所 以 , 与 G 不 同 ， 
Xx [x] 不 是 一 个 自然 的 李 群 ,或 说 它 不 存在 天 生 的 群 结构 . 它 与 G 之 间 的 李 群 同 构 
映射 ,是 pp 点 依赖 的 . 

注 6 ”条 件 (c) 保 证 每 一 xeM 都 有 开 邻 域 U, 其 逆 像 x-1[U] 与 乘积 流 形 
VxG 微 分 同 胚 . 在 特殊 情况 下 , 这 个 U 可 能 “大 ”到 等 于 MM ,这 时 zx7[UVU]=P, 于 
是 忆 与 乘积 流 形 M x G 微分 同 胚 , 不 妨 写 P= M xG. 这 种 可 表 为 乘积 流 形 的 主 从 
称 为 平凡 (trivial ) 主 从 .一 般 主 从 并 不 平凡 , 但 条 件 (c) 保 证 x [U] 总 与 UxG 微 分 
同 胚 , 所 以 说 任何 主 从 都 是 局 域 平凡 的 (locally trivial ). 由 于 微分 同 胚 映射 7 在 此 
起 关键 作用 , 所 以 把 7 称 为 一 个 局 域 平凡 化 (local trivialization ), 简称 局 域 平凡 . 


I-3 映射 5S, : z [xz]->G 是 微分 同 胚 , 满足 Su(zg) = Su(p)g 
注 7 式 (I-1-2) 是 对 映射 7 的 要 求 . Vp sz” [VU], 映射 的 像 Tj(p) 是 UxG 的 
一 点 ; 即 UU 的 一 点 与 G 的 一 点 构成 的 有 序 对 (.,*) , 由 此 不 难 理解 式 (I-1-2) 右 边 写 成 


Q 不 难 证 明 x [x] 由 此 得 到 的 微分 ( 流 形 ) 结 构 与 点 p ex![x] 的 选择 无 关 . 还 可 证 明 x"![x] 是 正则 嵌入 子 流 
形 ( 定 义 见 上 册 选 读 4-4-1 ). 
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(x(p), Su(D)) 的 原因 . 括号 中 第 一 槽 <(p) 表明 7,(p) 的 第 一 要 素 等 于 p 的 投影 
xz(p)[Pez [VU] 保证 x(p) 的 确 是 的 元 素 ], 第 二 槽 则 要 灵活 得 多 , 它 只 规定 第 
二 要 素 是 p 在 映射 Sj 下 的 像 , 而 对 映射 5, 的 唯一 要 求 是 满足 式 (I-1-3)( 见 图 1-3). 

注 8 ”vxeU ,把 Su 的 定义 域 限制 为 xz-7[U] 的 子 集 zi[x], 便 有 微分 同 凸 
Sv : Xz [一 G( 以 保证 7 是 微分 同 胚 ). 可 见 , 选 定 一 个 局 域 平凡 7 就 选 定 了 
z [xz] 与 G 之 间 的 一 个 微分 同 胚 映射 , 因而 在 x-![x] 上 确定 了 一 个 “特殊 点 ”5 ， 
满足 Su (Bu)=eeG .相应 于 这 个 5 又 有 微分 同 胚 R; : G 一 fx] , 不 难 证 明 
(习题 ) 映 射 R 与 Sy : x [xz 一 G 互 逆 , 即 


Sj。R;,，: G 一 G 是 恒 等 映射 (1-1-4) 
注 9 设 P(M,G) 是 主 从 , 则 不 难 证 明 (习题 ) 如 下 的 有 用 公式 : 
RoR,=R ool, VpeP,geG. (1-1-5) 


其 中 71: G 一 G 是 由 g ”eG 构造 的 伴随 同 构 ( 见 中 册 §G.1). 
例 1 对 任 给 的 李 群 G 和 流 形 M 总 可 按 如 下 三 步 构 造 一 个 主 从 : 
(1) 选 P=MxG 为 从 流 形 , 则 P 的 任 一 点 都 可 表 为 p=(x,g) ,其 中 xeM ， 
2EG. 
(2) 定 义 自由 右 作 用 R : PxG 一 P 为 
R(x,8) := (x,gh), vxeM, h,geG. 


[也 可 表 为 (x, g)h := (x, gh) .] 
(3) 定 义 投 影 映射 为 
A(X,2):= x, vxeM,geG. 
以 上 三 步 足 以 保证 P(M,G) 是 个 主 从 , 定义 3 的 条 件 (c) 自 动 满足 , 具体 说 ， 
Vx e M 都 选 M 为 条 件 (c) 中 的 开 邻 域 U ,从 而 zx7U]=zx-[M]= MxG ,再 把 局 域 
平凡 7 : x7 [UV] 忆 UxG 定 义 为 恒 等 映射 便 可 . 这 样 构造 的 主 从 显然 是 平凡 的 . 


图 I-4 peP 在 映射 7) 和 Ty 下 的 像 
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设 P(M,G) 是 主 从 ， Tr : x VJ] UxG 和 TT, : Xx [VV] 一 VxG 是 两 个 局 域 
平凡 , 且 UNVz 儿 , 则 每 一 pex7 [UN 攻 在 G 中 有 两 个 像 点 , 即 g, = Sw(p) 和 和 
gr 三 Sy(P), 琶 有 (p)=(%,gy), Ty(p)=(%,gy)( 图 I4). 设 {0,V,…} 是 MM 的 一 个 
开 履 盖 , 以 世代 表 UxG,VxG,… 的 非 交 并 集 [“ 非 交 ” 是 指 (x,g,)eUxG 和 
(x,gy)eVxG 即使 在 g, = gy 时 也 看 作 不 同 点 ], 则 荆 比 P 要 “大 ”因为 每 一 peP 
在 也 中 对 应 于 不 止 一 个 像 点 [例如 图 I-4 的 p 至 少 对 应 于 两 点 (x,g,) 和 (x,g,)1. 但 
只 要 把 每 点 peP 了 在 世 的 所 有 像 点 认同 为 一 点 , 荆 就 可 代表 P. 由 于 gj =5,(p)， 
gy =Sy(p), 且 gv 和 gy 都 是 群 元 , 所 以 


gu =gugy gy =Sv(p)Sy(p) gy. (1-1-6) 


[其 中 Sy(p)” 代 表 群 元 Sy(p) 的 逆 元 .] 由 此 便 引 出 如 下 定义 . 
定义 4 设 7 :x [VUxG 和 Ty :x1[V] 二 VxG 是 主 从 PCM,G) 的 两 
个 局 域 平 几 , UNVzG .映射 gyy : UNV 下 G 称 为 由 7 到 的 转换 函数 


(transition function), 若 
gur(X)=Su(p) SP ，vxeUNV， [其 中 p 满 足 x(p)=x] (1-7) 


注 10 条 件 x(p)=x 表 明 pex [x]. 在 zx7[x] 上 取 另 一 点 p'(#z p，), 它 自然 
也 满足 x(p')=x. 如 果 用 p' 代 替 式 (1-1-7) 的 p 后 竞 给 出 不 同 的 gur Co , 则 式 (L1-7) 
不 能 充当 gur 的 合法 定义 . 因此 应 验证 由 式 (I-1-7) 定 义 的 gur (x) 的 确 与 p 的 选择 
无 关 . 设 p' 是 x [x] 的 另 一 点 , 则 因 p, p'ex7i[x], 必 有 geG 使 p =pg. 故 


Su(p)SrPp) = SApg) Svpge)! = SAp)g [SHAp) gl 


=Su(p)g8g SAp)'= SAp)eSAp)! = SAp) SAp)!, 


[其 中 第 三 步 用 到 群 元 乘积 之 逆 的 计算 法 则 , 即 (hg)-! =g-1h71.] 可 见 式 (I-1-7) 是 
gur 的 合法 定义 . 

定理 I1-1 gj 满足 

(a) guu(x)=e, vxeUfY:; 

(b) gyu(x)= gw(x) , vxeUNY:; 

(9) gi (Kgrm (XBgwu(x)=e, vxeUNVNANW. 

证 明 ”其 易 , 留 作 习 题 . 口 

刚才 讲 过 , 要 使 非 交 并 和 集 允 等 于 P, 应 把 中 由 每 点 pe P “裂变 ”出 来 的 各 
所 ( 分 别 属于 区 的 各 项 UxG,VxG,…) 认 同 .更 准确 地 可 以 定义 一 个 等 价 关系 ~: 
设 (x,g)eUxG, (x',g')eVxG, 当 且 仅 当 
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X=X， 8g=gw(X)g (I-1-8) 
时 就 说 (x,g) 等 价 于 (x',g”), 记 作 (x,g)~(x',g”) .将 三 中 所 有 等 价 的 点 认同 , 结果 
便 是 已 , 记 作 P= 允 /~. 数学 上 的 等 价 关 系 必须 具备 三 个 性 质 , 以 现在 的 例子 陈述 
就 是 : 
(a) 反 身 性 , 即 (x,g)~ (x,8); 
(b) 对 称 性 , 即 (x,g)~(x,g”) 属 (x,g")~(x,8); 
(c) 传递 性 , 即 (x,8)~(x,g"), (x,e) ~ ("ge") (x,e)~ (Xe"). 
作为 习题 , 请 读者 借 定理 I-1-1 验 证 由 式 (I-1-8) 定 义 的 ~ 的 确 是 等 价 关系 . 
定理 I1-2 设 gur 是 从 局 域 平 几 7 到 7 的 转换 函数 , xeUNV .以 5 和 
Pr 分别 代表 由 Ti 和 在 zi[x] 上 确定 的 “特殊 点 ”, 即 
Su(Pu)=Sy(py)=eeG, 
则 
Pr = 万 rr go (x). (I-1-9) 
证 明 ”5, Pj ex [x] 保 证 3geG 使 
Pr = pug. (I-1-10) 
取 By 作为 式 (I-1-7) 的 p, 则 
gr (x) Su( Dy) Sy(Py 六 全 Su( Py) ee 二 Su(Pr®) Su( By) 8S=cS=S， 
[其 中 第 三 步 用 到 式 (1-1-10), 第 四 步 用 到 式 (I-1-3). ] 代入 式 (1-1-10) 便 得 式 (I-1-9). 
本 


定义 5 设 P(M,G) 是 主 从 , U 是 M 的 开 子 集 . C" 映射 c : U 一 己 称 为 一 个 
局 域 截面 [local (cross) section ], 若 


A(o(x))=x, vxeU,. (I-1-11) 


注入 ”上 式 保证 每 点 xeU 在 o 映射 下 的 像 都 在 纤维 zi[x] 内 . 

定理 I-1-3 局 域 截 面 与 局 域 平凡 之 间 存 在 自然 的 一 一 对 应 关系 . 

证 明 ”给 定 7 : x [UV] 下 UxG 后 每 一 xeU 的 纤维 有 一 个 特殊 点 51j ,满足 
Su(Bu)=eeG. 把 5 定义 为 o(x) 便 自然 得 到 一 个 局 域 截面 o : U ->P (光滑 性 
显 见 ). 反之 , 给 定 o : U 下 了 后 , 把 每 一 xeU 的 像 点 ol(x) 作为 待定 义 的 Tv 的 特 
殊 点 便 可 定义 mr : zi[U] 二 UxG .具体 说 , Vpe x7[U] 令 x=x(p), 则 Dp 与 
o(x) 属于 同一 纤维 r 一 [xz] , 故 存在 唯一 的 geG 使 p=o(x)g ,把 T,(p) 定义 为 
(x,g) 便 可 . 国 


附录 I 纤维 从 及 其 在 规范 场 论 的 应 用 “ 259 ， 


设 mr : x [VJ3UxG 和 7 : rr 四 >FrxG 是 局 域 平 
凡 , UVz 如 ,gw 是 由 Tj 到 1 的 转换 函数 , oj : U ->P 和 oj : VP 依次 是 
与 Tu 和 7 对 应 的 局 域 截 面 , 则 由 式 (I-1-9) 得 

Oy(xX)=0,(x)g(x), vxeUNY. (I-1-12) 
定义 6 ”局 域 截 面 o : U ->P 称 为 整体 截面 (global section ) 若 U=M. 

设 主 从 P(M,G) 存 在 整体 截面 o : M ->P, 则 由 定理 I1-3 可 知 它 对 应 于 一 个 
整体 平凡 Ty : zx"[M] MxG, 而 这 意味 着 PCM,G) 是 平凡 主 从 . 可 见 非 平凡 的 
主 从 不 存在 整体 截面 . 

下 面 两 例 涉及 李 群 Z, = {e, 及 , 它 除 恒 等 元 e 外 只 含 一 个 元 素 , 群 乘法 定义 为 
hh=e, 可 看 作 0 维 李 群 . 

例 2 设 M=S,G=2,, 则 可 按 例 1 的 三 步 构 造 一 个 主 从 , 其 从 流 形 为 
P=S' x2Z2: .读者 熟知 S x 及 是 2 维 柱 面 , 仿 此 不 难 理解 S! x Z, 是 两 个 互 不 连通 的 
圆周 之 并 (图 I5). 这 是 个 平凡 主 从 , 但 略 加 修改 就 变 成 非 平 凡 主 从 ( 见 下 例 ). 
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图 I-5 平凡 主 从 一 例 图 I-6 把 Z, 在 P 的 每 条 轨道 ”图 I-7 非 平凡 主 从 一 例 
(只 含 两 点 ) 看 成 一 个 元 素 便 得 
底 流 形 MM 


例 3 设 P=S',G=Z,. 以 0 代表 P=S! 上 的 角度 坐标 (并 以 ps 代 表 坐 标 为 9 
的 点 ). 定义 Z, 在 P 上 的 自由 右 作用 为 pge := pg， pgh := pg, , 则 2 的 每 一 轨道 
由 两 个 点 组 成 , 它们 是 S 的 一 条 直径 的 两 个 端点 (例如 图 1-6 的 a, a,). 把 每 一 轨道 
看 作 一 条 纤维 便 可 构造 一 个 主 丛 , 其 底 流 形 M 无 非 是 把 每 条 纤维 (两 个 点 ) 看 作 一 
个 元 素 所 得 的 集合 (可 以 证 明 它 有 流 形 结构 ). 图 1-6 示 出 4 条 纤维 {a,a,}, {4,b,)， 
{G1,C2} 和 {4,q,} 在 底 流 形 M 中 (下 方 的 直线 段 ) 对 应 的 4 个 点 忆 六 Le 和 ,而 且 吉 
线段 的 两 个 端点 (都 记 作 6) 要 认同 .因此 M 有 S1 的 拓扑 结构 . 还 可 证 明 投 时 彤 映射 
7 : PM 是 C” 的 .读者 不 难 定义 局 域 平凡 
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Ti : x [VU] UxG 
以 使 PCM,G) 成 为 主 从 .请 特别 注意 现在 P 与 MxG 并 不 同 胚 . (后 者 是 两 个 互 不 
连通 的 圆周 , 前 者 实质 上 是 一 个 圆周 . ) 图 1-6 的 缺点 是 底 流 形 M 的 一 点 (如 5) 上 
方 的 纤维 (由 5,b, 两 点 组 成 ) 未 被 画 成 该 点 上 方 的 一 条 竖 直 线 , 克服 的 办 法 是 改 画 
成 图 1-7. 
例 4 设 M 是 n 维 流 形 , 以 T,M 代表 xeM 的 切 空 间 . 令 
P={(x,e,)|xe M，{e,} 是 TM 的 一 个 基底 }. 


[其 中 (x,e,) 是 (x, {e,})) 的 简写 .] 首先 证 明 P 可 以 被 自然 地 定义 为 n+n” 维 流 形 . 
设 (O,w) 是 MM 的 一 个 坐标 系 , 坐标 为 {x“}, 则 每 个 e, (作为 点 xe M 的 矢量 ) 可 用 
坐标 基 矢 展开 : 


oe 


且 系 数 和 矩阵 满足 det(e”)z0. 令 
0O={(x,e,)e Plxe0O, e, 是 TM 的 任 一 基底 }， 
定义 同 胚 映射 交 : O > 民 ”” 为 几 (x,e,) := (x e”,), [第 一 权 有 个 数 (x 点 的 n 个 
坐标 ), 第 二 权 有 n? 个 数 , 故 (x”,e”,)e 恨 ”*”.] 则 可 以 证 明 {(O, 力 } 构成 P 的 一 个 
图 册 , 因而 成 为 n+n? 维 流 形 . 选 GL(n) 为 结构 群 G ,通过 下 列 三 步 构 造 一 个 主 
从 : 
(1) 定 义 算 阵 群 GL(n) 在 P 上 的 自由 右 作 用 R : PxGL(n) 一 P 为 
R(x,e,) := (xX, @,g ,)，Vg eGL(n), g" 代表 g 的 矩阵 元 . (I-1-13) 


GL(n) 的 群 元 是 可 道 映射 保证 它 能 把 基底 {e,} 变 为 基底 {e,g"j}, (这 是 线性 代数 
的 结论 , 建议 读者 作为 习题 自我 证 明 .) 所 以 (x,e,g ”yw)eP; 

(2) 定 义 投影 映射 x : PM 为 Xx(x,e,):= x, V(x,e,)eP; 

(3) vxe M ,总 有 M 的 坐标 系 {x“}, 其 坐标 域 U 含 x. 定 义 局 域 平 几 TT, : 
XT [VU] UxG 为 T(x,e,) := (%, 有 四 ,其 中 h=5,(x,e,)eG 作 用 于 3/6x"|, 得 e,， 
即 9/6x" | hr" =e,.” 不 难 验 证 (习题 ) Sv 满足 Sy(pg)= Sv(p)g vg eG ,还 可 证 明 
区 是 微分 同 胚 . 


@ 当 e, =9/0x"|, 时 h=e ,可 见 T 对 应 的 局 域 截面 就 是 U 上 的 坐标 基 矢 场 . 
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既然 基底 也 称 为 标 架 , 由 以 上 三 步 构造 的 主 从 P(M, GL(n)) 就 称 为 标 架 从 
(fame bundle ), 记 作 F(M) 或 FM ,有 重要 意义 . 对 某 些 底 流 形 (如 M = 下 ) FM 是 
平凡 的 , 但 对 许多 底 流 形 (如 M =S?), FM 为 非 平凡 主 从 . 

例 5 若 MM 上 有 度 规 场 , 对 标 架 场 便 可 谈 及 正 交 归 一 的 问题 . 设 M 的 维 数 
?=4, 上面 有 洛 伦 兹 度 规 场 , 令 P= {(x 6,)| xs M, 6 代表 TM 的 一 个 正 交 归 一 


基底 }, 并 选 矩 阵 群 0(1,3) 为 结构 群 (其 群 元 可 把 一 个 正 交 归 一 标 架 变 为 另 一 正 交 
归 一 标 架 ), 所 得 的 主 丛 称 为 正 交 归 一 标 架 丛 (orthonormal frame bundle). 
1.1.2 主 从 上 的 基本 矢量 场 


主 从 的 定义 保证 从 流 形 P 的 每 点 p 的 切 空间 T,P 存在 一 个 天 生 的 子 空间 , 记 

作 V,, 定义 为 
V,:= {XeT,P|x,(X)=0). 

由 推 前 映射 x, 的 线性 性 可 知 Vs 确 是 T,P 的 子 空间 . 设 了 eT,P 切 于 p 点 所 在 的 
纤维 x7 [x(p)], 即 切 于 一 条 过 p 点 并 躺 在 zi[x(p)] 上 的 曲线 , 因 三 把 整 条 纤维 映 
为 一 点 Xx(p) ,显然 有 x,(X)=0. 反之 也 可 以 证 明 , 车 x,(X)=0, 则 印 切 于 纤维 
A [x(p)]. 可见 V, =T,x[x(p)]. 由 于 示意 图 习惯 于 把 投影 映射 x 画 成 竖 直 向 
下 , 所 以 把 满足 x,(X)=0 的 X 称 为 竖 直 矢量 , 把 V, 称 为 坚 直 子 空间 (vertical 
subspace). 

定理 I1-4 设 P(M G) 是 主 从 , V, 是 点 peP 的 切 空间 T,P 的 竖 直子 空 
间 , 乡 是 G 的 李 代数 , 则 V， 与 多 (作为 两 个 矢量 空间 ) 之 间 有 自然 的 同 构 映 射 

证 明石 作用 R : PxG 下 P 对 每 一 点 peP 诱导 出 一 个 微分 同 胚 R，: 
GX [x(p)], 而且 R,(e)=p, 所 以 R, 在 恒 等 元 eeG 的 推 前 映射 为 Res 
TG—»T,x [x(p)]. 又 因 T。G 可 看 作 G 的 李 代 数 9， 而 Tx [xz(p)]=V,, 上 式 
可 改写 为 R,。: 乡下 V. 于 是 由 上 册 第 4 章 习 题 4 便 知 R,, 是 同 构 映 射 . 口 

定义 7 给 定 4e 儿 后 ,每 点 peP 按 下 式 获得 一 个 竖 直 矢量 4 : 

A := R.A, vpeP, (1-1-14) 

因而 每 一 4e 儿 在 P 上 生 出 一 个 竖 直 矢量 场 4 , 称 为 由 4e 儿 诱导 的 基本 矢量 场 
(fundamental vector field). 

定理 I-1-5 设 7 是 局 域 平凡 , xeU, 则 微分 同 胚 S$, : x71[x] -> G 的 推 前 映 
射 Su, 把 天 [xl 上 的 基本 矢量 场 4* 映 为 G 上 由 4e 多 生成 的 左 不 变 矢量 场 4, 即 
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S 4 =A4. 

证 明 vpez [x], 令 g=S,(p)eG ， 只 须 证 明 推 前 映射 
Su.: Tx [x] 下 TT,G 把 和 4 变 为 4., 即 S,,4;=4,. 

设 L : G 一 G 是 由 gsG 生 成 的 左 平移 , 则 易 证 (习题 ) 


R=R,°L,, VpeP. (1-1-15) 
以 五 代表 S 在 zl[x] 的 “特殊 点 ”, 即 Sj(5,)=e, 则 由 g=S,(p) 得 


Pp =S, (8g)=R;, (8g)= Pug, 


故 
Si =50.R,.A=S,,Rs oA=S0,.(Ry, °oL).A=(Sy oR; ).L.A=A., (1-1-16) 
其 中 第 三 步 用 到 式 (I-1-15), 第 五 步 用 到 式 (I-1-4) 及 式 (G-2-2). 回 


矢量 4eTG 决 定 G 的 一 个 单 参 子 群 exp(td) . 对 每 一 ! 值 , exp(14) 是 G 的 一 
个 群 元 , 它 对 peP 右 作 用 的 结果 是 p 所 在 纤维 的 一 点 pexp(14) . 当 上 + 活动 时 
pexp(14) 就 是 纤维 上 的 一 条 曲线 , 其 在 p 点 的 切 矢 正 是 42， 即 


[pexp(14)], (1-1-17) 


t=0 


p 


作 = 二 
di 


这 是 因为 
pc)| - 下 [R, exp(td)]= 5 [pexpG]， 


t=0 


, d 
= A 区 


[其 中 第 二 步 是 因为 exp(14) 是 由 4e TG 决定 的 单 参 子 群 ,第 三 步 用 到 “曲线 像 的 
切 天 等 于 切 矢 的 像 ”. ] 进一步 还 有 如 下 定理 . 
定理 I-1-6 设 P(M,G) 是 主 从 , 4eTG, re 及, 定义 力 : 已 一 忆 为 
办 (P) := Pexp(U4)， vpeP, (-1-18) 


则 {hire 及 } 是 由 矢量 场 全 产生 的 单 参 微分 同 胚 群 
证 明 因为 VpeP 有 #(p)=pexp(14)= Reo(P)， 所 以 右 作用 (定义 1) 的 条 


; 件 (a) 保 证 bp : P 一 P 是 微分 同 胚 . 由 bp(p)= pexp(14) 易 证 办 。 因 = 办 vbse 了 下， 


加 上 右 作用 RR 的 C” 性 , 便 知 {6|te 民 } 是 单 参 微分 同 及 群 .为 证 明 它 由 4* 产生 ,只 
须 补 证 (习题 ) pexp(14) 是 4° 的 积分 曲线 . 提示 :利用 式 (I-1-17). , LD] 
定理 I-1-7 竖 直 矢量 场 全 服从 如 下 公式 : 


附录 I 纤维 从 及 其 在 规范 场 论 的 应 用 .263 . 


R.A = CU 1.4); ， VpeP,geG,Aeyg, (1-1-19) 


其 中 .wty, 是 由 群 元 8 定义 的 伴随 同 构 7 所 诱导 的 从 乡 到 8 的 推 前 映射 , 详 见 
中 册 8$G.8 定义 1 后 第 一 自然 段 . 


证 明 
元 | addy Rp reg 14) 
Wp eb Se 


“dt 


和 d d 
Psgg (exptA)g = 9 Rlg (exptd)g]= 9 R,slT, (expiA)] 
t=0 t=0 


= Ase-L 4 (exp14)] = Rs.(% 1 A) = (UL A),,, 

其 中 第 一 步 用 到 式 (I-1-17), 第 二 、 七 步 用 到 “曲线 切 矢 的 像 等 于 曲线 像 的 切 矢 ”， 
第 六 步 用 到 伴随 同 构 7 的 定义 ( 见 中 册 $G.1) 第 八 步 用 到 sy， 的 定义 ( 见 §G.8 定 
义 1 后 第 一 自然 段 ), 末 步 用 到 Ye 多 及 式 (I-1-14). 辣 

定理 I-1-8 设 [4,B]e 儿 是 4e 儿 与 Be 的 李 括 号 , [4",B*] 是 矢量 场 4* 和 
B 的 对 易 子 , 则 P 上 有 矢量 场 等 式 

[4°, B*]=[4, BT. (I-1-20) 

证 明 借助 于 右 作用 R : PxG 下 了 可 定义 李 变 换 群 (G 对 P 的 左 作用 ) 

0:GxP 志 P 如 下 : Vg e G, peP 定 义 o(g,p) := R11(p) .这 样 便 有 
can(8S)=R (Pp)=R,(g )， 

由 §G.7 可 知 存在 映射 + : 多 一 .多 (含义 见 该 节 ), 而 且 Y4e 儿 有 


d 


和 


d d , 
0., (exp1A) = 中 R,(exp(-14)) = Ro 副 - (exp(-—14))=R (三 —A,， 


改 X(4)=--4 ,因而 $G.7 的 李 代数 同 构 w : 乡下 多 满足 w(4)=4'. 于 是 
[4°,B"]=[w(4A),w(B)]=w([4, B]) =[4, BT. 口 ] 
$1.2” 主 从 上 的 联络 


既然 T,P 有 竖 直 子 空间 , 自然 要 问 它 是 否 也 有 水 平子 空间 . 答案 是 :如 果 讨论 
的 是 无 附加 结构 的 主 从 , 则 “XeT,P 是否 水 平 ”的 问题 并 无 意义 . 然而, 如 果 在 从 


- 264 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 


流 形 已 上 定义 一 个 称 为 联络 的 附加 结构 , 就 可 谈 及 XeT,P 是 否 水 平 的 问题 . 读者 
不 免 要 问 :从 流 形 上 的 联络 与 第 3 章 0 最 后 将 回 
答 这 个 问题 (定理 1-2-8). 

1.2.1 主 从 联络 的 三 个 等 价 定义 

在 介绍 联络 定义 前 先 补充 一 点 代数 知识 . 矢量 空间 V 称 为 其 子 空间 和 矿 的 
直 和 ( direct sum ), 并 记 作 和 = 斤 四 万, 若 YuesF 有 唯一 的 vi eV 和 vw, eV 使 
v =v +v,. 不 难 证 明 QD dim(Vi 人 @@ 蕊 )= dimVi +dimV,; @VNV,={0}cV. 

定义 1 主 从 PCM,G) 上 的 一 个 联络 (connection ) 是 对 每 点 pe 了 指定 一 个 水 
平子 空间 (horizontal subspace )H , CT,P ,满足 

(a) T,P=V,®H,, vpeP, 

(b) R,.[H,]=H,,, vpeP, ge0G, 

(c) H ,光滑 地 依赖 于 p. 

注 1 因 R,(p)=pg, 故 有 R。, : T,P 一 T,,P. 条 件 (b) 要 求 T,P 的 水 平子 空 
间 H ,在 R ,作用 下 的 像 等 于 T， 己 的 水 平子 空 3 H,。. 条 件 (0) 的 准确 含义 是 :每 
一 peP 了 有 和 邻 域 N ,其 上 存在 n 个 光滑 矢量 场 (n= dim M ), 它们 在 任 一 ge 的 值 
可 充当 H, 的 基底 . 用 附录 F 的 语言 来 说 , 对 每 点 pe 了 的 水 平子 空间 H, 的 这 种 指 
定 就 是 给 出 了 P 上 的 一 个 C” 的 n 维 分 布 . 

注 2 xz: P->M 在 点 peP 的 推 前 映射 为 xz, : T,P 一 TM ,其 中 x=x(p). 
把 x, 的 定义 域 限制 在 子 空间 H, cT,P 得 zx, : H, 下 TM .我 们 来 证 明 这 是 个 同 
构 喘 射 . 首先 , 下 式 表明 HH, 与 TM 维 数 相 同 : 
dimH,=dimT,P-dimV,=dimP-dmgS$=dim(M xD) 一 dimG=dim M= dim T.M . 
[其 中 第 一 步 用 到 TiP= V, @H,, 第 二 步 用 到 V, 与 多 同 构 (定理 I-1-4).] 于 是 , 考 
虑 到 z, 的 线性 性 , 为 证 明 z。: 理 , > TM 是 同 构 只 须 证 明 它 是 一 一 映射. 设 存在 
X,X'eH, 使 x,XX=AX', 则 Ax,(X- 耻 )=0, 可 见 针 -XX'e V,. 所 以 

X-X'eV, (lH, ={0}, 


因而 革 = 了 ', 一 一 性 由 此 得 证 . 

主 从 的 联络 还 有 两 个 重要 的 等 价 定义 . (三 个 定义 各 有 用 处 , 都 很 常用 . ) 在 介 
绍 它们 之 前 , 请 读者 复习 中 册 §C.1 关 于 “人 和 值 t 形 式 场 ” 的 概念 . 

定义 2 ” 主 从 PCM,G) 上 的 一 个 联络 是 P 上 的 一 个 C” 的 儿 值 1 形式 场 6, 满 
足 
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(DD,(4)=A4, vAeg,peP, (1-2-1) 
(D) Bs (RX)= As,(X), VpeP,g eG Xel,P. (L2-2) 
注 3 ”条件 (pb) 可 等 价 地 表述 为 (后 面 要 用 , 证 明 留 作 习题 ) 
(b)vxeM,3pezr [x] 使 

Bs (RX)= 0 6,(X), VgeG, XeT,P. (L2-21) 


注 4 多 的 每 一 元 素 4 对 应 于 p 点 的 一 个 竖 直 矢量 4? , 条 件 (a) 要 求 已 , (作为 
疡 点 的 一 个 图 值 1 形式 ) 作 用 于 4 的 结果 恰 为 4. 
注 5 设 XeT,P, 则 6,(X)e 多 . 另 一 方面 , Re(P) = pg 导致 R .是 从 T,P 
到 T,,P 的 映射 , 故 Re,XeT,。P, 因 而 6@,,(R,.X)e 多 .条 件 (b) 规 定 了 多 的 这 两 个 
元 素 的 关系 , 其 中 xt 是 由 群 元 8“ 定义 的 伴随 同 构 1. 诱导 的 从 多 到 多 的 推 前 
映射 . 此 处 出 现 一 个 问题 :如 果 取 条 件 (b) 中 的 钱 = 4 , 则 式 (I-2-2) 应 为 
Bi (Rods)= 0 1 0,4). (1-2-2") 
根据 条 件 (a), 上 式 右边 等 于 sy,4 . 假若 上 式 左边 竟然 不 等 于 .wx ,4 , 就 意味 着 条 


件 (aj 和 (b) 相 了 矛盾. 幸好 这 一 问题 不 存在 , 因为 由 式 (I-1-19) 易 见 式 (1-2-2") 左 边 也 等 
于 .%x ,4. 


定理 1-2-1 定义 1 与 定义 2 等 价 . 
证 明 (A) 设 是 定义 2 的 联络 (P 上 的 多 值 1 形式 场 ), 就 可 给 每 一 peP 的 切 
空间 T,P 定义 如 下 的 线性 子 空间 : 


H,:= {XeT,P|6,(X)=0}. (1-2-3) 


下 面 验证 它 是 水 于 子 空间 , 即 满足 定义 1 对 水 平子 空间 的 全 部 要 求 . 
(DJ) YXYeTpP, 令 4= 妈 (人 <8 =A4 eV,, X=-4, 则 


G(X,)=6,(X)-6,(4)=A4-A=0, 
[第 二 步 用 到 定义 2 条 件 (a).] 故 X,eH, .可见 3X,e V,,X,eH, 使 Y= 钱 + 了. 


分 解 唯一 性 的 证 明 留 作 习 题 . 
(b) 设 XeH,, 则 由 定义 2 条 件 (b) 及 式 (I-2-3) 可 知 ve eG 有 


Bs (RX)= 6, (X)= (0) =0e9, 


再 次 利用 式 (1-2-3) 便 知 上 式 给 出 Re,X eH ,,, 故 R。,[H,]cH,,. 同 理 还 可 证 明 
VY eH,。 有 RauYeH,, 因而 R,.(R,7)e RLH,]. 但 
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Re.(RAY)=(R, oR 1)Y=Y, 


可 见 H,s Cc R.[H]. 于 是 R.[H,]=H,,. 

(9 再 , 光 消 地 依赖 于 疡 的 证 明 从 略 . 

(B) 设 pH 是 定义 1 的 联络 , 欲 证 它 给 出 一 个 定义 2 的 联络 . 为 此 , 先 定义 
P 上 的 一 个 乡 值 1 形式 场 6%, 再 证 明 它 满足 定义 2 的 条 件 . T,P=V, @H, vpeP 
保证 VX eT,P 存在 唯一 的 XeV,，,X,eH, 使 = +X, .由 同 构 R,: 
多 福 Vj( 见 定理 I1-4 ) 又 知 有 了 唯一 的 4e 儿 使 钱 = 汪 , 故 祥 = 4 + XeH,， 
因而 可 用 下 式 在 P 上 定义 乡 值 1 形式 场 6: 

BH(X)=6(4 +X):= 4 VpeP, XelT,P. (1-2-4) 


下 面 验证 这 满足 定 义 2 的 条 件 . 定义 1 条 件 (co) 保证 了 5 的 C” 性 , 所 以 只 须 
验证 满足 定义 2 的 条 件 (a) 和 (b). 

(a) V4e 多 , pe 了 ,由 式 (I-2-4) 得 (和)=6B,( 作 +0)=4. 故 避 满 足 式 (1-2-1). 

(b) 任 一 XeT,P 了 可 表 为 Y= 针 + 和 XX EV,，X, eH, ,为 证 XY 满足 式 (1-2-2) 
只 须 分 别 证 Zi 和 了 XX, 满足 该 式 ( 因 该 式 有 线性 性 ). 由 定义 1 条 件 (b) 知 Rs; eH ,,， 
即 X。 和 Rs,X, 的 竖 直 分 量 都 为 零 , 故 由 (1-2-4) 得 名 ,(Y)=0, 避 ,,(R,, 了 Y,)=0, 前 
者 又 给 出 iw, (Xs)=0，, 故 B,(R. 训 )=.%YiB,(X,) .再 证 六 也 满足 式 
(1-2-2). Xie Vj 保证 存在 唯一 的 4e 儿 使 XY = 4;, 故 

Be (RosX)= Bye (Ros Ads)= [CA 人 加] 一 A= 91, (4 )= 6, (X), 


其 中 首 末 两 步 都 用 到 XX = 少 ,第 二 步 用 到 式 (-1-19), 第 三 、 四 步 都 用 到 定义 2 条 件 
(a). 口 

设 @ 是 P 上 的 联络 , ov : U >P 了 是 局 域 截面 , 则 w=o,'6 便 是 U 上 的 乡 值 
1 形式 场 . 这 一 想法 导致 联络 的 第 三 个 定义 : 

定义 3” 主 从 P(M,G) 的 一 个 联络 是 对 每 个 局 域 平凡 7 : zx-1[U]->UxG 指 
定 U 上 的 一 个 C” 的 多 值 1 形式 场 wij (也 称 为 Uc M 上 的 一 个 联络 ). 如 果 邦 : 
7 [四 一 六 xG 是 另 一 局 域 平 凡 , UNVzg ,从 Tj 到 TT 的 转换 函数 为 gy, 则 还 
要 求 


OT)= 0 0 (T+ ge(Y), VxeUNV, YeTM, (2-5) 


oz (x)! 
其 中 Dn 是 由 guy (x)e G 生成 的 左 平移 Leo 的 逆 映 射 ， Lea Gy 是 (Toi) 的 
简写 . 
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注 6。”(D gw 是 从 UNV 到 G 的 映射 , 它 把 xeUNT 映 为 gj (x)eG, 故 
gur 在 x 所 的 推 前 映射 gy 是 从 TM 到 TG 的 映射 .又 因 Y 是 点 xeUNV 
的 天 量 , 故 gyy,(7) 是 点 gw (x)e G 的 矢量 ( 见 图 I-8). @ 不 难 验证 ( 见 附录 G 习题 
6) La, 0 = Ly 故 

Li (go (X) = gor (xX) gu (x)=eeG, 
因而 6 在 点 gur (x)e G 诱导 的 推 前 映射 为 L216, : TG 一 TG ( 见 图 I-8). 

定理 I-2-2 ”定义 2 与 定义 3 等 价 . 

证 明 (A)( 定 义 2 之 定义 3) 设 护 是 定义 2 的 联络 , Ti : x-1[U]>UxG 是 
任 一 局 域 平凡 , au : U 一 忆 是 与 Tv 对 应 的 局 域 截面 , 则 mw, = 已 便 是 U 上 的 
一 个 C” 的 乡 值 1 形式 场 (oy 是 cv 的 拉 回 映射 ). 为 证 明 它 的 确 是 定义 3 的 联络 ， 
只 须 验证 式 (1-2-5) 成 立 . 

式 (1-2-5) 左 边 =@,(7)=(o; 6@) (7Y)=6(0,,7). (1-2-6) 
设 7 是 下 的 一 个 含 0 的 区 间 ( 以 下 的 Tc 到 在 不 加 声明 时 都 如 此 )) 7 : 7 _>UrnF 
是 C” 曲线 且 7(0)=x, ddtl 7G)= 了 ( 见 图 IL8), 则 


人 下 71OD= a 0, (1(0)) = 中 [oy (gw (nD))] 


d 
dl [ou (I) go COT+ 3 


1=0 


dt 


[ow (Wg (7())], (1-2-7) 


I 


AN)=000(1) gn (0)) 


图 I-8 本 图 有 助 于 弄 清 公 式 中 每 个 符号 代表 哪个 流 形 中 的 什么 量 


其 中 第 二 步 用 到 “曲线 切 矢 的 像 等 于 曲线 像 的 切 矢 ”, 第 三 步 用 到 式 (1-1-12), 第 四 
步 用 到 的 “ 莱 布 尼 茨 律 ” 的 证 明 见 注 7. 右边 第 一 项 方 括号 内 是 群 元 gj (x) 对 P 的 


- 268 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 
点 au(7(D)( 若 :固定 ) 右 作用 的 结果 , 可 改写 为 R。 au(7(D)), 故 


式 G2-7) 右 边 第 一 项 = 4 [R, OU (7(1))] 


= R, ,yOvs 


7(7) = R, ,wove(Y) 六 


再 次 用 式 (L-1-12) 可 把 式 ([-2-7) 右 边 第 二 项 方 括号 内 改 为 cr (x)gww (x) gvy (7CD)， 
其 中 gw (x)” 是 gy (x) 的 逆 元 , 它 对 群 元 gy (7(D) 左 乘 相当 于 对 后 者 作 左 平移 ， 
故 

gurC0 gur(1GD)= /ceo-18or (7(7)) = Ee CSur (7(7)), 
于 是 


式 (1-2-7) 右 边 第 二 项 = 5 


[oy CO wg (= 志 [RL ogo (000)] 


t=0 I= 


dt 


必 d SE 5 
-Rd [iyBure 70 -Rallis OU erg oon 
t=0 


其 中 第 二 个 等 号 后 面 的 Re 中 是 SLI 注 5 的 映射 R。 的 特例 [oy(x) 可 看 作 某 点 
peP], 最 末 一 步 用 到 4%=R,.4.[ 由 图 I-8 可 知 L6 ,yguvr( 了 7) 是 点 ee G 的 矢量 ， 
可 看 作 4e 多 .] 于 是 式 (1-2-7) 给 出 
OopsY = Re (ey ou (Y) + [La (yor(Y))o, 0 (1-2-8) 
代入 式 (1-2-6) 得 
式 (1-2-5) 左 边 = [Rocw00.(Y)]+ 6 [Li cy 80 To,0n] 


~ 一 1 
者 HW i (G0.Y) A Ls, (DrSUr* (7) 


= (ov BF) + Ti, crgore(Y) = 式 (I[-2-5) 右 边 ， 


SU (2 
其 中 第 二 步 用 到 定义 2 条 件 (b)( 对 第 一 项 ) 和 (a)( 对 第 二 项 ), 最 末 一 步 用 到 
Cr DD = 0 . 
(B) (定义 3 之 定义 2) 设 mr P? ov 是 定义 3 的 联络 , cu : U 一 P 是 与 7 对 应 
的 局 域 截面 . 
(B1) 在 x [UV] 上 定义 一 个 儿 值 1 形式 场 6”. [请 注意 6 不同 于 wv, 后 者 是 
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定义 3 意义 下 的 联络 ; 前 者 实质 上 是 定义 2 意 
义 下 的 联络 (只 不 过 定义 域 不 是 全 己 ). ] 为 此 应 对 
xX [UV] 的 任 一 点 定义 一 个 2" 值 . 这 些 点 可 分 两 类 : 
在 截面 ( 指 cv[C]) 上 的 点 ( 记 作 p ) 和 不 在 截面 上 的 
点 ( 记 作 p'). 对 p 的 任 一 矢量 站 , 令 
Y=A,X,Z=X-ouY, 则 


天 一 0 — 


NL = 四 一 TOrs 了 = 了 一 (Toar), 了 = 了 -了 =0， 图 1.9 把 XeT,P 分 解 为 
有 所 以 ZeV,( 见 图 [9 ), 因而 有 唯一 的 4s8 使 ”ZevV, 和 切 于 截面 的 分 量 cu 
2 是 
并 = 人 +aue. (1-2-9) 
请 注意 在 这 种 分 解 中 分 量 4 依赖 于 截面 cv . 现在 就 可 用 下 式 定义 p 点 的 @7 : 
人 (= 大 (4 +007) := A+ wy |r0p) (7). (I-2-10) 
对 不 在 截面 上 的 点 p' ex [UV], 令 p=o,(x(p), 则 有 唯一 的 geG 使 p'= pg .用 
下 式 定义 p' 点 的 6 : 
"|, (X') := MW @ | (RX'), VX'EeT,P. (1-2-11) 
(B2) 把 x7[U] 看 作 平凡 主 从 x7[U](U,G) 的 从 流 形 , 我 们 来 证 明 上 面 定 义 的 
6" 是 x [VU] 上 的 满足 定义 2 的 联络 .为 此 应 验证 它 是 C” 的 , 并 且 满 足 定 义 2 条 
件 (a) 和 (b). C” 性 的 证 明 颇 长 , 从 略 . 下 面 验证 条 件 (a) 和 (b). 
(a) 设 4e 儿 .对 截面 上 的 点 p ,把 和 4 看 作 久 ,有 Y=AX=0, 故 由 式 (1-2-10) 得 


"|,( 作 )=4 +@y |z(0)= 4. 对 不 是 截面 上 的 点 p'= pg ,由 式 (I-2-11) 得 
他 (4 )= 6 |, (R14,). (1-2-12) 
而 由 式 (1-2-5) 得 R14; = (ob 4);, 代 入 式 (1-2-12) 便 有 
6 (4)= 6" |, [4 A),]= 9% (A A) = 4. 

[其 中 第 二 步 用 到 式 (I-2-10). ] 可 见 6" 满足 定义 2 条 件 (a). 

(b) 点 p=ov(x) 可 充当 定义 2 条 件 (b) 中 所 要 的 点 , 而 式 (1-2-11) 表 明 对 p 而 言 
式 (L-2-27) 的 确 成 立 . 

于 是 我 们 证 明了 按 (B1) 的 做 法 由 wy 定义 的 6@7 的 确 是 z-[C] 上 的 、 满 足 定义 
2 的 联络 . 既然 如 此 , 这 6” 又 可 按 (A) 的 做 法 在 U 上 诱导 一 个 按 定义 3 意义 的 联络 ， 
不 难 证 明 两 者 一 样 : 
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(ov @ NY)=6" (0,.7) = 0@,(Y), VxeU,YeTU, (1-2-13) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (1-2-10).] 所 以 o, 6" = wo， 
(B3) 设 UNVx@, 则 在 zx- [UN 让 上 既 有 由 7 定义 的 Br 又 有 由 定义 的 
6 ,只 有 已 =6" 在 交 域 上 成 立 才 能 在 P 上 得 到 一 个 统一 的 、 满 足 定义 2 的 联络 . 
注意 到 式 (1-2-11), 只 须 验证 6 = 67 在 截面 oy[V] 上 成 立 . 每 一 纤维 
x [x]cx 7 [UND 
含有 两 个 “ 特 冻 点 ” p=ovu(x) 和 p'= Oy (Xx). 把 式 (I-1-1 1) 中 的 gur (x) 简 记 为 3， 
便 有 
oy(X)=0,(x)g, Bp'= pg. (I-2-14) 
为 验证 6 =6W" 在 pg 点 成 立 只 须 证 明 w"(X')=w/(X') VX'e T,,P. 把 式 (1-2-9) 用 
于 pg 点 得 久 '= 4%。+GysY ,其 中 Y=A,X', 所 以 只 须 证 明 
万 (4 + Or 了 )= 6 (4, +0,.7), 
注意 到 人 (4)=4= 人 7 (47 ), 便 知 只 须 证 明 
局 (ar 了 ) = 6 (ov 了 ) . (I-2-15) 
(为 明确 起 见 , 6” 和 6 都 已 加 下 标 pg . ) 利用 cz 的 表达 式 (-2-8) 得 
6 (0y.7) = 局 (Rs coscu. 了 )+ One [CL 08 wweY)se] 
= DD, (O00.Y) + TL, os8ors() 


= OT tL, go (Y)= 0,(7) = 6 (0,,7), 


guv (x) 


其 中 第 二 步 用 到 定义 2 条 件 (b) 及 (a), 第 三 、 五 步 用 到 o* 67 = wv [ 式 (1-2-13) 下 行 ] 
及 oz 人 = wm, ,第 四 步 用 到 定义 3 的 条 件 [ 式 (I-2-5)]. 于 是 式 (1-2-15) 得 证 . 口 

注 7 现在 补 证 式 (1-2-7) 最 末 一 个 等 号 . 今 p(1)= av (71(D) ，g( 人 CD) = gur (01(D)， 
则 曲线 CQ()= cv (7(D))gur(7(D) 可 简 记 为 C(D = p()g(1) .由 于 P 至少 是 局 域 平凡 
的 , 而 且 我 们 只 关心 C(7) 在 点 C(0) = oy (x) 的 切 矢 , 所 以 可 用 坐标 语言 . 设 UcM 
上 有 坐标 系 {x*(4=1,…,dim M)}, OcG 上 有 坐标 系 {y* (a =1,…,dim G)}, 则 


Ty: x IVI UxG 


便 在 7, [wx O] 上 诱导 出 坐标 系 {x*,y*} . 不 妨 认为 C(1) 位 于 坐标 域 TU x O] 
中 .再 考虑 域内 的 如 下 两 条 曲线 : Ci(D) = p(2)g(0), C;(0)=p(0)g(D), 则 CD, C1) 
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和 C，(D 的 参数 式 可 分 别 表 为 (x* (2), y* (1) , (x*(7), y° (0)) 和 (x*(0), y* (0)) .于 是 
它们 在 点 p(0)g(0) 的 切 矢 分 别 为 


AH 4 
qd C(t) 加 [ 辫 ， 十 vy E39 ， 
di df | ox so dijo A 
d dc 90 d d ”| 9 
| CD a ， 可 CO= 汪 | 二 
dij dt | 2x 人 dt- dt 297 i 


从 而 有 d/dl ,CO = dd GC(1)+d/dt|_,C,(0) .这 就 是 所 要 证 明 的 . 
定理 I-2-3 ” 硅 结 构 群 G 是 矩阵 群 , 则 式 (-2-5) 可 表 为 如 下 简化 形式 : 
Oy = gv Vy gur + go dg uy, (1-2-16) 


注 8 对 上 式 应 有 正确 理解 . G 是 矩阵 群 意 指 它 的 元 素 是 和 N x WN 矩阵 , 故 其 李 
代数 元 也 是 Nx NWN 和 矩阵. 令 ={NxN 矩阵 }, 则 为 矢量 空间 ,而 且 Gc%， 
多 Cc .既然 @vy 和 wy 都 是 UNV 上 的 多 值 1 形式 场 , 便 有 wj,w, sn) 
( 见 §C.1 定 义 1 至 3), 所 以 式 (1-2-16) 是 纪 值 1 形式 场 等 式 . 另 一 方面 , 因为 

gur : UNV GcY, 
所 以 ge hnmy(0,) ,而 式 (1-2-16) 右 边 的 gz 则 是 UNV 上 按 如 下 要 求 定义 的 
值 0 形式 场 : VxeU 站 ,gj (x) 是 gw (x) 的 道 矩 阵 . 于 是 式 (-2-16) 右 边 第 一 
项 是 3 个 区 值 形式 场 的 连 乘 积 ( 攀 积 ), 暂 记 作 B= g 志 wygww,; 它 是 UNV 上 的 
值 1 形式 场 , 在 指定 xeUN 败 VV 及 YeT,M 后 给 出 一 个 NxNN 算 阵 , 即 
DF)= gx) (Y) ew (x). 
再 看 式 (1-2-16) 右 边 第 二 项 ( 暂 记 作 罗 ). gyy s hm (0,>) 导致 dew es Auny(1,>), 故 
¥ = gdgur Ee Mny (1,Z), 
准确 含义 是 
¥(Y)= g(x) dg (Y), vxeUNY, YeTM. 
证 明 ”把 式 (I1-2-5) 的 gyy(x) 及 ww (7) 分 别 简 记 为 g 和 4, 则 
gEGCY, AegSgcCY, 
故 由 公式 gt 4 = gAg”( 见 附录 G 习题 19) 可 知 


式 (L2-5) 右 边 第 一 项 = gj (x) or(7)gur (x). (1-2-17) 
为 一 方面 , 令 曲 线 n : TUNTV 满足 (0)=x, d/drl w(?)= 了 Y, 则 
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式 (I-2-5) 右 边 第 二 项 Lure 


| [L180r (7(D))] 


gur (x) 


d 
人 = 一 
-0) a 


t=0 


[ev (x)™ gur (7(1))]= gor (CO 二 


gu (7(D). (2-18) 


t=0 


dtl 
以 fe@,} 代表 的 一 组 基 矢 ，gur e hjny (0,>) 表明 gur 可 用 基 矢 展开 : g,, = re ， 
其 中 f” € Uny (0, 民 ) (对 复 和 矩阵 群 则 把 及 改 为 C), 即 广 是 nz 上 的 实 ( 复 ) 标 量 


场 . 于 是 式 (I-2-18) 右 边 的 第 二 因子 又 可 表 为 


f (17(0)). (1-2-19) 
Vie1 ,7n( 四 是 UNV 的 一 点 ,，f"(w(D)) 是 实 ( 复 ) 数 [ 即 实 ( 复 ) 标 量 场 广 在 点 zx(D 的 
值 ], 于 是 由 曲线 切 矢 的 定义 式 (2-2-6) 得 


d 


dt 


d 
gw 1D) = 6 


dt 


fF (7(0))=7(F)= (df )(7), (1-2-20) 


1=0 


其 中 末 步 用 到 函数 了 的 外 微分 df 的 定义 式 (2-3-7). 所 以 式 (I-2-19) 又 可 表 为 


gur (7(t))=€,(df" )(Y)= (dgw )(Y). 


a 
dt| 
代入 式 (1-2-18) 得 
式 (1-2-5) 右 边 第 二 项 = gj (x) (dg)(Y)， 
故 式 (I-2-5) 在 G 为 矩阵 群 时 可 以 表 为 
@,(Y)= g(x) Wy(Y)go (x) + gu (x) dg (Y), vxeUNV, YeTM, (1-2-21) 
式 (1-2-16) 于 是 得 证 . 加 
1.2.2 水平 提升 矢量 场 和 水 平 提升 曲线 
设 在 主 从 已 上 给 定 联络 , 则 Yxe M, p sz![x], 推 前 映射 x, : H, 一 TM 是 
同 构 映 射 ( 见 注 2), 因此 YY eT,M 有 了 唯一 的 x."(Y)eH,, 称 为 撩 量 7 在 p 点 的 水 
平 提升 (horizontal lift ) 矢 量 . 既然 任 一 pe x7![x] 都 有 了 的 一 个 水 平 提升 矢量, 全 纤 
维和 [x] 上 便 有 了 的 一 个 水 平 提升 矢量 场 . 进一步 , 设 了 是 M 上 的 C” 矢量 场 , 则 
P 上 便 有 唯一 的 C” 矢量 场 了 ,满足 
| eH, 及 A,(V,)= 


(wn» vpeP. 
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这 个 了 称 为 矢量 场 了 的 水 平 提升 矢量 场 . 
定理 I-2-4 设 了 是 水 平 提升 撩 量 场 , 则 vpe P,geG 有 


RF)=Y,. (1-2-22) 


证 明 注意 到 RY, -了 ,eH ,和 欲 证 R,,Y, 一世 。 =0 只 须 证 明 


pg’ 


RY -YY_ eV 


g* pp pg pg’ 
而 这 是 显然 的 , 因为 


fs, 六 -Ye)= (7° R,).Y, -ml =m A = 


p A A(p) 


=0. 国 


注 9 因 R,: P 忆 P 是 微分 同 胚 , 故 R, 把 P 上 的 任 一 矢量 场 映 为 P 上 的 矢 
量 场 . 上 式 表明 R,, 把 矢量 场 了 映 为 自身 , 即 


~ 


RY =7Y. (1-2-22") 


定理 I2-5 设 4e 儿 ,了 是 M 上 矢量 场 Y 的 水 平 提升 , 则 PP 上 矢量 场 4* 与 》 
的 对 易 子 为 零 : [4', 了]=0. 
证 明 由 矢量 场 的 李 导 数 公式 (4-2-6) 及 李 导 数 定义 式 (4-2-1) 得 


[4 ,= (DD), -JI DD, -»], (2-23) 


其 中 {6 : PP 一 凡是 矢量 场 全 产生 的 单 参 微分 同 胚 群 . 令 g=exp(d) , 则 由 式 
(I-1-18) 知 VpeP 有 bp(p)=pg=R(p)，, 故 b=R .而 g=exp(14) 又 导致 
“=exp(-14) ， 所 以 办 =R ,于 是 (办 .六 ,=(R 六 ,= 疡 [第 二 步 用 到 式 

(1-2-22)]. 代入 式 (-2-23) 便 得 [4 习 ，= 0， 口 

设 7 是 及 的 区 间 , 方 :7 了 一己 称 为 曲线 7 :了 一 M 的 水 平 提升 曲线 , 若 方 门 每 
点 的 切 矢 都 是 水 平 矢量 , 且 x(5(1)) = 7CD vt el. 

定理 I2-6 设 7 : [0.1] 一 M 是 曲线 , x=7(0), 则 Ypex'[x]cP,3w(?) 的 唯 
一 水 平 提升 曲线 广 : 了 上 一己, 满足 六 0) = 也. 

证 明 ” 先 讨 论 较 简单 的 情况 , 即 w(7) 不 是 自 相交 曲线 且 点 点 切 和 撩 都 非 零 . 这 时 
7(?) 可 看 作 M 中 某 非 零 和 撩 量 场 Y 的 积分 曲线 , 其 水 平 提升 拓 量 场 了 过 p 的 积分 曲 
线 便 是 所 要 的 (7) . 然而, 当 w(7) 是 自 相交 曲线 或 (和 ) 存 在 切 矢 为 零 的 点 时 证 明 不 
再 如 此 简单 , 见 Spivak(1979)Vol. 2, P. 363-365. 口 

定理 I2-7 设 P(M,G) 是 主 从 , 5 :1 一 了 是 曲线 w :了 一 M 的 水 平 提升 , 则 


方 . 1 二 了 是 曲线 的 水 平 提 升 心 3geG 使 W(t1)=#(D)g. 
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证 明 习题 .提示 :利用 定理 I2-4 及 12-6. 口 

本 书 第 3 章 早已 讲 过 流 形 M 上 联络 的 概念 一 一 MM 的 一 个 联络 就 是 一 个 导数 
算 符 V .现在 又 讲 了 主 从 上 的 联络 . 自然 要 问 : 这 两 种 联络 有 什么 关系 ?答案 是 :第 
3 章 的 联络 是 一 个 特殊 主 从 [ 标 架 从 FM(M, GL(n))] 上 的 联络 在 底 流 形 M 上 诱导 
的 结果 (可 以 是 有 挠 联络 ). 准确 说 来 有 如 下 定理 . 

定理 I-2-8 标 架 从 FM 的 底 流 形 M 上 的 一 个 导数 算 符 V 给 出 FM 上 的 一 个 
联络 , 反之 亦 然 . 

证 明 

(A) M 上 的 给 定 导 数 算 符 Y 决 定 一 个 (曲线 依赖 的 ) 平 移 法 则 . 设 7 : 了 一 M 
是 曲线 , xs7(0) . 在 TM 中 指定 一 个 标 架 {e,}, 便 得 FM 的 一 点 PP= (xce,) .把 
{ey} 沿 7( 四 平移 便 得 x(t) 上 的 一 个 标 架 场 {2,} . Vite 了 (my([), 如) 是 FM 的 一 
点 , 当 ! 活动 时 就 成 为 FM 上 的 一 条 曲线 7(7), 满足 5(0)=p 及 x(5(D))=w(D). 借 此 
便 可 对 每 点 pe FM 的 切 空间 T,FM 指定 一 个 子 集 H,, 具体 说 , vp = (x,e,) 定 义 


Hp:= {XeT,FM|M 上 有 曲线 (1) 满 足 x=7(0), 久 =d/dt|_o (1)， 


其 中 5 是 由 {e,) 沿 7(D 平 移 在 FM 上 诱导 的 曲线 }. (1-2-24) 

为 证 明 这 样 定义 的 五 ,的 确 是 TuFM 的 水 平子 空间 , 应 先 证 H, 是 T,FM 的 子 空间 
(证 明 见 选读 1-2-2), 再 证 HH, 满足 定义 1 对 了 ,的 三 项 要 求 , 证 明 如 下 . 

(a) 欲 证 T,FM =V, @@H,. VX eT,FM , 令 7Y=XA,X, 则 有 曲线 7 : 7 一 M 使 

x=7(0), Y=d/dt|o 7(D). 令 X,=d/di|o 5), 则 X， eH,. 表 令 X) = 一 XX,, 则 


XX NX -AX, =7-x. 


7(D) 


| 


7(t)=Y -Y=0, 


t=0 


a 
dt 


od 
x(H(1)=Y 


故 半 eV,. 这 就 证 明了 任 一 XeT,FM 总 可 分 解 为 水 平和 竖 直 分 量 . 分 解 唯一 性 
的 证 明 留 做 练习 . 

(b) 欲 证 Rs.[H,]=H,s 只 须 证 明 R.[H,]cH,, [由 此 出 发 证 明 R,,[H,]> H,。 
的 方法 可 参看 定理 I-2-1 的 证 明 (A)], 为 此 只 须 证 明 R.XeH,, VX eH,. 因为 
P=(%,e,), 所 以 pg =(x,e,g") .根据 式 (0-2-24), XeH, 说 明 M 上 有 曲线 w() 满 
足 x=7(0), 了 =d/di|_, 75(?) ,其 中 六 0 是 (0 在 FM 上 诱导 的 曲线 . 就 是 说 , 若 以 
{2 } 代表 把 x 点 的 标 架 {ej} 沿 700D 平移 所 得 的 标 架 场 , 则 六 D = (7(0),z, |) . 因 
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8 与 ! 无 关 , 从 可 满足 平移 方程 (83.2 定义 1 的 7T?V,v* =0) 可 知己 gE"， 满足 平移 
方程 , 放 {@g",} 是 把 x 的 新 标 架 {e.g", } 沿 7(D) 平 移 而 得 的 新 标 架 场 , 它 在 FM 上 
诱导 出 曲线 

7"(D) = (0), & ho) £1) = RHP), 
于 是 


R,X=R 2 
& 2 dt 十 
(c) 因 基底 场 /6x* 一 让,y”,0/0y",} ( 见 选读 I-2-2 ) 是 nn 个 光滑 的 局 域 撩 量 
故 卫 ,光滑 地 依赖 于 上 p. 
(B) 现 在 证 明 逆 命题 , 即 FM 上 的 一 个 联络 避 在 M 上 给 出 一 个 导数 算 符 V. 先 
对 M 上 任 一 光滑 矢量 场 w 定 义 它 沿 任 一 点 x,e M 的 任 一 矢量 的 协 变 导 数 
7T"V,v” .为 简化 公式 , 去 掉 抽象 指标 而 把 7*V,v* 简 记 作 Vjv. 我 们 借用 一 条 曲线 
7 :7 一 M ,要 求 它 满足 (0)=%, d/dt|_,n(1)=7T. 设 方 是 在 FM 上 的 任 一 水 平 
提升 线 , 则 


d 
四 = 一 | RF)=— 
万 (站 中 11 1 


六 (DeH，. 


1=0 


A(D) =(n(D), eb), Viel. 
故 v |, 可 用 标 架 场 展开 为 
Vw=e(Dv*(?)， 其 中 (1) 和 vw*(7) 分 别 是 e, |, 和 vw*(m(7)) 的 简写 ， (1-2-25) 
借 此 就 可 定义 Viv 为 


Viv:= e， (0 v*(1). (I-2-26) 
1 t=0 


此 定义 借助 了 两 个 人 为 选择 的 因素 :@w(n) [满足 7(0) = 和 , d/drl 7 = 的 7 
很 多 ]; (0) 的 水 平 提 升 线 #5(7) (也 很 多 ). 为 保证 式 (I-2-26) 的 合法 性 , 必须 证 明 
Viv 不 依赖 于 w() 及 P(t) 的 选择 . 选 定 w(1) 后, 不 难 证 明 Vjv 与 50) 的 选择 无 
关 . [ 留 作 习题 . 提示 :利用 定理 I-2-7 和 式 (I-1-13).] Vv 不 依赖 于 w(t) 的 证 明 则 比 
较 迁 回 , 我 们 将 在 下 个 定理 证 明 后 补 证 . 一旦 做 了 补 证 , 利用 和 Te TM 的 任意 
性 号 定义 了 V, 对 矢量 场 v* 的 作用 结果 Vv". 再 把 V, 对 标量 场 f 的 作用 定义 为 
Vf := (qf) ,并 进一步 规定 V, 对 张 量 积 的 作用 满足 Leibnitz 律 而 有 旦 与 缩 并 可 交 
换 , 便 得 到 M 上 的 一 个 (未 必 无 挠 的 ) 导 数 算 符 . 不 难 验 证 , 若 首 先 在 M 上 给 定 这 个 
Vs 再 按 (A) 的 做 法 决定 FM 上 的 联络 , 则 它 必定 是 (B) 开 头 时 的 联络 已 . 
鉴于 目前 尚未 证 明 式 (1-2-26) 的 Vjv 的 曲线 无 关 性 , 暂时 还 不 能 说 V 是 导数 算 
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符 , 所 以 将 它 暂时 记 作 Y , 即 把 式 (1-2-26) 暂 时 写成 
VD := 203 v(t). (1-2-26") 


定理 I-2-9 设 在 FM 上 给 定 联 络 避 ,在 Uc M 上 给 定 截面 coc:U> FM , 仿 
w@=o’6, 则 


V,(e,) =0",,(e,)’, (1-2-27) 


其 中 {(e,)"} 是 o 在 U 上 给 出 的 标 架 场 , V, 是 定理 I-2-8 证 明 (B) 中 定义 的 “导数 算 
符 ”, o" ,的 意义 见 注 10. 

注 10 截面 o :U 一 FM 给 出 U 上 的 标 架 场 {e,} ,与 a=o*6 结 合 义 给 出 U 
上 的 一 组 乡 值 0 形式 场 w = w(e,), r=1,…,n. 于 是 VxeU 有 w(x)e 儿 ,将 其 矩 
阵 元 记 作 wj, (v 为 行 4 为 列 ) 再 以 {(e*),} 代表 {(e) 的 对 偶 标 架 场 , 便 有 
"=" (Ee ), ,此 即 式 (1-2-27) 右 边 的 wi. 

证 明 Vx, eU,TeT,M, 令 nw :7 一 7 为 曲线 ,满足 

7(0) = xX,, d/dt|_, 7(t)=7. 


再 令 入 =U7, 另 选 截面 c' :VFM 使 满足 of(m()]=7(D) [代表 (7) 的 任 一 水 平 提 
升 线 ], 即刻 =c'o7 . 记 ow'=a" 态 , 则 


特别 地 , 当 !=0 时 有 w'(7)=0. 把 式 (1-2-16)( 即 定理 I-2-3) 用 于 现在 得 


w'=g wg+g "dg， 其 中 g 是 gj 的 简写 . (1-2-28) 
上 式 作用 于 了 得 
0= g(%) wo(CD)gsgCo)+g(xo) dg(7). (1-2-29) 
以 g(x) 左 乘 上 式 后 再 以 g(x。) 右 乘 得 
[dg(T)]g(x%) =-w(T)eg. (1-2-30) 


男 一 方面 , 把 式 (I-1-12) 用 于 现在 得 
o(xX)=o(x)e(x), vxeU, 
利用 o(x) = (x， @,1), ox)= (x,e,1) 及 式 (I-1-13) 又 得 


6 1.=@, |: 8 (Xx)， 其 中 g",(x) 是 g(x)eG 的 矩阵 元 . (1-2-31) 
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记 扩 ,=(g ), 即 g(x)h*,(x)=6”。, 以 hr,(x) 乘 式 (1-2-31) 得 

e, | := ev | je (xX). (1-2-32) 
将 上 式 的 x 用 于 曲线 (1) 上 的 点 ,并 把 & bo 及 及 ,(m()) 分 别 简 记 为 6,(D) 及 (D， 
则 上 式 给 

ev,( 人 =eo(DA (CD ， (I-2-32’) 
故 由 式 (1-2-26") 得 


h”, (1). (I-2-33) 


1=0 


上 式 右边 的 导数 可 借用 以 (0Dg" (CD)=6 计算 :对 此 式 求 导 得 


d 
Vre, 二 6, ww 


8 p(t). 


d a o 二 qd Hu So HL qd 
0 [hv (Dg ,O1| 1 .0 |e sO+ HO 


疯 边 同 乘 2, (0) 得 
d 


dt 


Hr,(D) =— HW, oO g"， oo (1-2-34) 


1=0 


丸 一 方面 , 由 注 8 可 知 g= gw eA(0,9>), dg e 和 4(1,), 故 


i 


dg(T)=T(g)= 辣 g() ey, 


t=0 


补 上 矩阵 元 指标 则 为 


[dg(m， = EE 


so 


d 
° (t ; 
d,s po(D) 


t=0 


所 以 式 (I-2-34) 右 边 后 其 个 因子 之 积 为 
区 
dt 


于 是 式 (1-2-33) 就 可 表 为 


9 0 h°,(0)=[dg(T)T op (0OD)=[dg(C)AO，. (1-2-35) 


Ds 


Vre, = 一 er(0)jN (0) 加 sO (0)=—e, (0)[de(7)h(0)], =e, (0)w", (7), 
| (1-2-36) 
[其 中 第 一 步 用 到 式 (1-2-34), 第 二 步 用 到 式 (1-2-32) 及 (1-2-35), 第 三 步 用 到 式 
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(1-2-30). ] 上 式 又 可 用 抽象 指标 表 为 


TV,(e,) =(e,) | WT, (1-2-37) 
再 由 及 7" 的 任意 性 便 得 待 证 等 式 (1-2-27). 口 


注 11 式 (1-2-27) 表 明 V,(e,)* 与 曲线 (7) 无 关 , 所 以 V, 对 任 一 矢量 场 wv 的 作 
用 Vv (因而 TV,v", 即 Yiv* ) 也 与 曲线 无 关 . 于 是 定理 L2-8 证 明 (B) 中 遗留 的 待 
证 问题 自然 得 到 补 证 , 可 见 V, 的 确 就 是 导数 算 符 Y, (只 是 未 必 无 挠 ), 从 此 就 可 给 
V“ 摘 掉 帽 子 ”, 并 把 定理 I-2-9 的 结论 改写 为 

Vi(e) =0",,(e,). (I-2-27") 
[选读 I-2-1] 

让 我 们 从 标 架 从 的 观点 “居高临下 ”地 重新 审视 §5.7 开头 的 一 段 ( 那 时 根本 不 
知道 有 纤维 从 ). 该 段 首 先 给 定 : 流 形 M 上 的 一 个 导数 算 符 V,;@ 开 集 UcCM 上 
的 一 个 基底 场 {(e,)}. 现在 ,这 两 点 用 从 语言 可 以 表述 如 下 :四 在 标 架 从 FM 上 指 
定 了 一 个 联络 避 ( 因 而 M 上 有 V,); @ 在 以 上 选 定 了 一 个 截面 吕 :U -FM (因而 
U 上 有 标 架 场 {(e，,)}). 85.7 该 段 接着 又 用 (e.)*V,(e,)" =y" (es)[ 式 (5-7-1)] 引 入 
一 组 联络 系数 y",, ,再 用 它 定义 一 组 联络 1 形式 场 := 一 y",,(e'),[ 式 (5-7-4)]. 
与 此 对 应 , 在 丛 语言 中 态 同 结合 给 出 联络 1 形式 场 中 = ar" 届 ,与 85.7 的 那 组 联络 
1 形式 场 ws 的 区 别 在 于 现在 虽然 只 有 一 个 四 , 但 却 是 个 8 罗 值 1 形式 场 , 它 在 任 一 
加 <U 的 值 作 用 于 标 架 {e, | } 的 第 r 基 矢 e| 给 出 多 的 一 个 元 素 中 (0). 因 FM 
的 结构 群 G=GLOD , 故 wO)e 多 是 1x7 给 阵 , 其 矩阵 元 可 记 作 Or(m)(Y 为 行 
人 为 列 ), 配 上 对 偶 基 矢 便 有 ww | = w(xo)(e'), 1 ,与 式 (5-7-4) 的 ww 在 的 值 
对 应 . 这 可 看 作 是 用 从 语言 对 85.7 第 一 段 的 重新 表述 . 

然而 应 该 提出 这 样 的 问题 : 在 FM 上 指定 联络 汪 以 及 在 Uc M 上 选 定 截面 
OU 一 FM 后 ,原则 上 可 以 通过 以 下 两 条 途径 分 别 给 每 一 x,eU 生出 一 组 数 来 . 
途径 (a): 令 w=0'6B, 与 由 0 :UFM 决定 的 {e,} 结合 便 给 每 一 x eU 生出 一 组 
数 w",,(%0), 这 里 根本 不 涉及 M 上 的 导数 算 符 V ; 途径 (b): 二 在 M 上 按 定理 1-2-8 
请 叶 一 个 导数 算 符 V, 它 按照 85.7 与 {fe,} 结合 后 给 每 一 x，eU 生出 一 组 数 
Yjr(%0). 自然 要 问 :从 汤 出 发 经 由 这 两 条 途径 得 到 的 两 组 数 [ 即 w(x6) 和 
Y" hi (Xo) ] 是 否 相 等 (是 否 “ 殊 途 同 归 ”)? 答 案 是 肯定 的 , 证明 如 下 . 以 (er) 缩 并 式 
(5-7-1) 给 出 

Ye(e) =7° mr(e ),(es). (1-2-38) 
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下 一 步 有 些微 妙 : 85.7 曾 借 y", 定义 一 组 联络 1 形式 场 @" = 一 ] (er [ 式 
(5-7-4) 右边 负 号 的 引入 出 于 某 种 微妙 的 考虑 ( 稍 后 将 做 说 明 ). 暂时 去 掉 负 号 而 用 
下 式 定义 一 组 w(V)”,, (加 V 号 在 强调 这 一 实质 上 是 用 镑 定义 的 ): 
oO(V),, := ye'),, (1-2-39) 
青 利 用 由 溃 经 =o “6B (而 不 经 V ) 定 义 的 wi 构造 一 组 w',,=w',,(e'), ( 见 注 10)， 
则 欲 证 殊途同归 只 须 证 明 @(V)”,, = w" :而 这 是 水 到 渠 成 的 : 式 (I-2-38) 同 (1-2-39) 
结合 给 出 
Vi(e) = (Vv) ,,(e,), (I-2-40) 


与 式 (1-2-27") 对 比 便 知 w(V),, = 0w",,, 因而 的 确 是 殊途同归 . 
最 后 说 明 在 §5.7 中 添加 一 个 “ 别 捏 ”的 负 号 来 引入 一 个 “别扭 ” 的 w", [ 现 
在 应 记 作 mw(V)，。] 的 原因 . 关键 只 有 一 点 :本 书 把 歼 曼 张 量 写成 及 ,4[ 上 标 排 在 最 
后 而 非 最 前 , 与 Wald(1984) 同 , 但 有 别 于 许多 文献 ], 对 应 于 一 组 2 形式 场 
R, 二 了 三 i (e, ) (e” )a 3 


为 使 嘉 当 第 二 方程 中 的 尼 * 与 o(V), 指标 对 应 ,本 书 从 一 开始 定义 1 形式 场 
Q(V), 时 就 不 得 不 补 个 负 号 , 即 := 一 y*(e')。[ 式 (5-7-4)], 于 是 殊途同归 性 
就 体现 为 “别扭 ”等 式 w= 一 @(V),". 不 过 , 当 底 流 形 M 上 有 度 规 时 , 用 度 规 ( 在 
刚性 标 架 的 分 量 ) 降 指标 可 得 

Wa =—O(V) 


二 二 


ura En oO(V),, 2 


“别扭 ”性 就 被 消除 . [选读 I-2-1 完 ] 
[选读 I-2-2] 
现在 补 证 由 式 (1-2-24) 定 义 的 子 集 HH, 是 矢量 空间 T,FM 的 子 空间 . 设 (O,z) 
息 M 上 的 坐标 系 , N11 CO. 以 E”， 代 表 E, 的 坐标 分 量 , 即 =,0/0x"” , 则 {2} 
沿 11(D 平移 对 应 于 [ 见 上 册 式 (3-2-5)] 


de 

dt 

由 $1 例 4 可 知 {x“} 在 Xx [0O] 上 自然 诱导 坐标 系 {x4， yn} ,其 中 yy 就 是 展开 式 
6 =E"0/0x" 中 的 2",. 曲线 六 (1) 的 切 矢 可 用 此 坐标 系 表 为 


OD) 和 oO 9 -doOf 3 pe 0) .4 
dt 8x/ dt oy", dt : 


e tT 00) a°,(n(D)) =0. (1-2-41) 


CA(D) = 
dr Bx Oy 
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其 中 第 二 步 用 到 式 (I-2-41). 令 


则 由 式 (I-2-42) 得 


d 


ad dr“ (n(n)) 
dt 1 


7(7) = es Es (1-2-43) 
t=0 


以 元 作用 于 两 边 , 注意 到 x,(0/6x*)=0/6x* 和 ZA.(9/9y",)=0, 得 


_ dx (71(O) 
网 = dt 


t=0 


2 


有 
Ox 


(1-2-44) 


dt 


t=0 
这 是 自然 的 , 因为 [dx%(7(D)/dt] 本 来 就 是 矢量 d/dt|_, w(t) 的 坐标 分 量 . 若 取 好 
坐标 线 为 7(1) (这 时 +=x* ), 则 式 (I-2-43) 给 出 d/dt|o (=6%,E,=E,, 故 E,eH,， 
于 是 式 (1-2-24) 同 (1-2-43) 结 合 表 明 任 一 钱 eH, 都 可 用 {EE,|1=1,…,nn} 线性 展开 ， 
与 式 (1-2-44) 对 比 还 知 

d 


dt 


7(1) 用 {E,} 的 展开 系数 = 人 1(0 的 坐标 分 量 . (1-2-45) 
=0 =0 


如 果 还 能 反 过 来 证 明 {E,} 的 任 一 线性 组 合 “EE,( 其 中 a* e 民 ) 都 在 HH, 之 内 , 即 
aE, eH,, 便 可 肯定 HH, 是 矢量 空间 T,FM 的 子 空间 , 而且 {E,} 是 了 H, 的 一 个 基 
底 . 为 此 , 选 曲 线 y : 1-> MM 使 (0)=x。 且 y(t) 在 加 的 切 矢 为 x,(a*E,), 即 


r 


7Y(D)=X,(0°E,)=0°NAE,=0° 2 i (1-2-46) 
t=0 


所 以 Qa* 是 d/dt|,o Y(1) 的 坐标 分 量 .以 Y(1) 代 表 由 {fe,} 沿 y( 四 平移 所 诱导 的 曲线 ， 
则 


dt 


d/dt|,_ Y(t) 用 {E,} 的 展开 系数 =d/dtrl -sy(D 的 坐标 分 量 = cy ， 
故 d/dtl 70D = cx 由 式 (L-2-24) 便 可 断言 wk 已 ,< 再 ，. [选读 I-2-2 完 ] 


$1.3 ”与 主 从 相伴 的 纤维 从 ( 伴 从 ) 


设 P(M,G) 是 主 从 , F 是 流 形 , 且 G 对 已 有 左 作 用 Y : Gx 五 下 下 (不 要 求 x 
为 自由 作用 ). 对 geG, feF, 把 x。(7) 简 记 作 gf . 群 G 对 P 的 自由 右 作用 R 以 
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及 G 对 FF 的 左 作 用 x 联合 诱导 出 G 对 PxFF 的 自由 右 作用 
EG: (PxF)xG—»>PxF, 
定义 为 
$s(p,f):= (pg,g f)ePxF, VgeG,peP,f efF. (1-3-1) 
以 rz : PxF ->P 代 表 自 然 的 投影 映射 , 即 
Tp, f):= p, vpeP, feF, 

把 5 在 PxF 上 的 每 一 轨道 看 作 一 个 元 素 便 得 集合 QO=(Px 五 )/~, 其 中 ~ 代表 等 
价 关 系 (PxF 的 两 点 称 为 等 价 的 当 且 仅 当 它们 属于 同一 轨道 ), 于 是 任 一 元 素 
qeQ 都 是 Px 上 的 一 条 轨道 . 下面 将 逐步 地 证 明 O 是 个 流 形 , 并 指出 它 正 是 本 
节 的 主角 一 一 伴 从 . 

既然 ge 0 是 一 条 轨道 , 就 可 借用 这 条 轨道 的 任 一 点 (P, 7) 作为 g 的 代表 点 并 
把 g 简 记 为 g=p.f. 若 (p', 了 f) 是 轨道 9 的 另 一 点 , 则 又 有 g=p'. 广 . 由 轨道 定义 
可 知 3geG 使 p'=pg, f'=g- 1f. 另 一 方面 又 有 g=p:f=p.gg-1f ,可见 

pg:g f=p:gg f， 即 pg:f=p.gf, (其 中 f=g'f) 

就 是 说 , 点 乘 号 紧 左 边 的 g 可 移 至 紧 右 边 . 在 g 给 定时 , 由 于 右 作 用 RR 的 自由 性 , 指 
定 p 后 就 有 唯一 的 使 q= pf 了. 但 左 作用 xv 不 一 定 自由 , 故 指定 f 后 可 能 有 不 止 
一 个 bp 使 gq=p:f. 

存在 下 列 两 个 同 O 有 关 的 自然 的 投影 映射 (图 I-10): 

(DZ: Px 一 0, 定 义 为 fp,/) := p:fe0. 由 此 便 可 给 O 自然 地 定义 拓 
扑 : BcO 为 开 当 日 仅 当 全 [BB]c Px 为 开 . 于 是 D 是 拓扑 空间 , 人 是 连续 映射 . 


PxF xXF 
A A 
“ - Tr Tr 
入 /4 AAA 
M 
图 I-10 各 个 投影 映射 示意 图 I-11 对 平凡 主 丛 的 图 IL10 
(2) 元 : OM, 定义 为 
A(g):= zx(p)eM, Vg=p:feQ, (1-3-2) 


若 取 同一 轨道 的 另 一 代表 点 (pf), 即 把 g 表 为 g= p'. f', 则 不 难 证 明 由 式 (1-3-2) 
求 得 的 元 (9) 仍 等 于 zx(p), 可见 式 (1-3-2) 与 代表 点 的 选择 无 关 , 上 述 定 义 合法 . 
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注 1 而 : 0 一 M 的 上 述 定义 保证 :给 定 peP 后 有 p:f ef [x] Ye 已 ,其 
中 x=XA(p), 可见 每 点 peP 决 定 0 的 一 条 纤维 [x] (于 是 P 的 纤维 一 一 对 应 于 
Q 的 纤维 ), 作为 结果 , 映射 : Px 巨 一 在 疡 给 定 后 所 诱导 的 映射 人 : 下 一 2 
也 可 更 明确 地 写成 如 : 下 一 公 ![x]. 在 证 明 完 2 是 流 形 之 后 , 还 可 进一步 证 明 ( 略 ) 
:五 坊间 ![x]cQ 是 个 陪 入 映射 ,所 以 的 流 形 结构 可 被 带 到 六 '[x] 上 , ”并 使 
多:[zx] 成 为 2 的 艇 人 子 流 形 , 而 且 多 : 下 一 全 [x] 成 为 微分 同 胚 . 

设 T : zx-1[V] 二 UxG 是 主 从 P(M,G) 的 一 个 局 域 平凡 , 则 zx [UV] 配 以 底 
流 形 U 和 结构 群 G 便 是 一 个 平凡 主 从 . 在 此 情况 下 图 I10 成 为 图 I-11. 该 图 还 提 
供 如 下 暗示 :正如 存在 微分 同 胚 7 : rz 一 VxG 那 样 ,也 存在 微分 同 胚 (证 
明 见 稍 后 ), : -1[U] 一 Ux 五 (也 称 此 映射 为 局 域 平 几 ), 它 是 由 诱导 的 映射 ， 
定义 为 


Ti,(q) := (A(q), f), vqe 公 ![U]， (1-3-3) 
G Fl P Kix OO F 
| 
多 
p 
pt 2 
x i 


图 I-12 主 从 PP 及 其 伴 从 QO 示意 .映射 : 下 庆 '[x] 使 庆 '[x] 成 为 @ 的 陪 入 子 流 形 


其 中 玉 满足 gq=5,: 记 ,而 5 则 是 由 Tj 在 纤维 zi[ 闪 (gq)] 上 决定 的 “特殊 点 ”( 刚 
才 已 指出 去 决定 唯一 的 记 ). 不 难 证 明 语 [UVU]]=z7[V]xF ,所 以 A7'U]cQO 
是 QO 的 开 子 集 , 配 以 诱导 拓扑 就 是 拓扑 空间 , 于 是 很 想 知道 7 : #1[U] 坟 UxF 
是 否 为 同 胚 映 射 . 答案 是 肯定 的 , 为 此 只 须 证 明 :Q@T, 是 一 一 到 上 映射 (读者 不 难 验 
证 ); @ 及"! 都 是 连续 映射 (证 略 ). 利用 这 一 同 胚 就 可 把 UxF 的 坐标 系 诱导 到 
1[U]cQ 上 并 使 之 成 为 流 形 , 而 且 厌 成 为 微分 同 胚 . 再 借助 于 足够 多 的 局 域 平 
凡 就 可 在 @ 上 生成 唯一 的 微分 结构 , 从 而 使 O 成 为 流 形 , 而 且 容易 验证 了 : 

PxF->O 和 委 : 0 -> M 都 是 光滑 映射 .与 P 类似, 2 也 是 以 M 为 底 流 形 、 以 G 


@@ 计 ![x] 由 此 获得 的 流 形 结构 与 p 的 选取 无 关 , 因为 车 改 用 prex-[x], 则 有 geG 使 p'=pg , 易 见 
fy | 名 ° Ke ; 而 Ks 是 La 上 的 微分 同 胚 ， 所 以 ty 与 如 给 人 [9] 赋予 同一 微分 结构 . 
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为 结构 群 的 纤维 从 (图 I-12). ” 任 一 xe M 既 对 应 于 PP 的 一 条 纤维 x-[x] (与 G 微 
分 同 胚 ) 又 对 应 于 如 的 一 条 纤维 公 ![x] (与 已 微 分 同 胚 ). 流 形 @ 配 以 由 PP, M, G, R， 
,XY 所 决定 的 上 述 结构 称 为 与 主 从 P(M, G) 相伴 的 纤维 从 [fiber bundle associated 
to principal fiber bundle P(M, G)], 简称 为 主 从 P 的 伴 从 , 简 记 作 QO=(Px 矿 )/~. 流 
形 FF 称 为 伴 从 的 典型 纤维 (typical fiber). 主 从 PP 的 一 个 局 域 平凡 工 ，: 
xz [VU] 一 UxG 自然 给 出 伴 从 QO 的 一 个 局 域 平凡 倪 : 1[U] 下 UxF. 设 TL: 
XIV]>VxG 是 另 一 局 域 平凡 , xeUNV, qeh![x], 则 由 人 (gq)=(x,)， 
六 (g)= (xc 无) 及 式 (L-1-9) 易 见 
fu =gw (fy. (1-3-4) 

仿照 主 从 P 的 局 域 截面 也 可 定义 其 伴 从 Q 的 局 域 截面 , 它 是 C” 映射 人 : 
U 一, 满足 XA(6(x))=x vxeU. 

例 1 对 任 一 主 从 P(M,G), 可取 玉 =G 并 定义 左 作 用 x : GxF -> 下 ( 即 
GxG 玉 6G) 为 左 平移 ,[ 即 xs(h) := gh Vg,heG.] 这 时 任 一 geQ 都 可 表 为 
9=p'g (其 中 peP,geG), 用 下 式 定义 映射 x: OP: 

v(gq):= pgeP, Vgq=p:geQ, 
则 不 难 证 明 ” : 2 -> 是 微分 同 胚 , 可 见 任 一 主 从 都 可 被 看 作 自 己 的 伴 从 . 

例 2 把 $1L1 例 3 的 非 平 几 主 从 记 作 S!(S!,Z,). 令 五 = 及 ,定义 Z, 对 及 的 左 作 
用 x : Z,xR 一 民 为 平凡 作用 ， 即 (Pa.f) (Parasf) 
Xe(/)=X4(f) := f Vf eR 民 ( 这 是 非 自 由 左 作 
用 的 一 例 ), 则 右 作 用 & : (S'xR)x2Z, 一 SIx 下 
满足 
ge(Pposf):= (pesf), Si(posf) := (pos 门 . 
过 (ps, 了/) 的 轨道 只 含 两 点 , 即 (ps,f) 和 , 
(powr,/) (图 I13), 认同 后 便 得 的 一 点 g. 图 We 
FI3 的 另 一 对 点 (pos 了 和 (powns 耻 对 应 于 外 褒 但 a， 下 而 天 上 议 同 得 以 由 
的 为 二 太 g". 圆周 的 每 一 对 “对 径 点 ”认同 的 推 ,灰色 的 半 个 圆柱 面 (两 竖 直 边线 要 
结果 在 拓扑 上 仍 是 S( 见 图 1-6 或 1L7), 所 以 D 认同 ) 可 代表 2, 其 拓扑 也 是 S >xR 
的 拓扑 结构 是 Si x 民 , 与 MxF 一样 ( 现 在 的 M 也 是 $1). 事实 上 , 存在 从 2 到 
M xF 的 微分 同 胚 D : 8 一 M xF ,定义 为 


中 我 们 并 未 介绍 纤维 从 的 准确 定义 (该 定义 包含 对 局 域 平凡 及 转换 函数 的 要 求 , 可 在 适当 参考 书 查 到 ). 可 以 
验证 正文 构造 的 满足 纤维 丛 的 准确 定义 . 
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Ti(q) := (x(pe),f), vq=po:f. 
可 见 这 样 得 到 的 伴 从 QO = M x 五 是 平凡 伴 从 . 
上 例 还 可 推广 .对 任 一 主 从 P(M, G), 取 FF 为 任意 流 形 并 定义 t+: GxF 玫 FF 
为 平 几 作用 , 即 
ts(f):=f, VgeG,f erF, 


则 YqeO 有 peP,feF 使 q={(pg, 人 |geG}cPxF .这 时 可 自然 地 定义 映射 
Ty :0 二 MxF 为 (gq) := (x(p),f) Vvq=p:f ,而 且 可 验证 依 , 是 微分 同 胚 .可 
见 这 种 程序 给 出 的 伴 从 QO 是 平凡 伴 从 . 
例 3 主 从 仍 是 上 例 的 S(S',2Z,), 并 仍 取 五 = 民 , 但 左 作用 x : Z, x 及 下 民 改 
定义 为 
Helf):=f, Xn(f):=-f, vfeR, 

于 是 过 (po, 了 ) 点 的 轨道 所 含 的 两 个 点 现在 是 (ps,f) 和 (ps,, -/) [图 I-14(a)]. 这 种 
“大 倒 头 尾 ” 式 的 认同 结果 ( 伴 从 QO ) 就 是 莫 比 乌 斯 带 , 它 局 域 地 像 (微分 同 胚 于 ) 柱 
面 S x 展 ,但 整体 上 不 像 . 只 要 转 满 一 圈 , 就 会 发 现 那 条 以 纤维 出 现 一 个 “ 底 朝 天 ” 
的 变换 . 为 帮助 想像 , 不 妨 用 一 个 开 区 间 代 替 了 及 并 画 出 图 I-14(b). 


伴 从 0 
底 流 形 S 
(a) 圆柱 面 代表 PxF .现在 要 认同 的 点 是 (b) 为 便于 想像 , 不 妨 用 一 个 开 区 间 代 


图 I14 例 3 用 图 


例 4( 切 从 ) 维 数 是 的 底 流 形 M 的 标 架 从 FM 的 结构 群 G =GL(n). 取 流 形 
f=R”, 则 FF 是 矢量 空间 ， fe 下 可 表 为 由 nn 个 实数 用 …, 了 f" 排 成 的 列 矩 阵 . 定义 
左 作 用 x : Gx 下 一 下 为 

(Xo(f) := 8 ,ff’, VeeGL(n),f efF, (I-3-5) 


则 QOQ=(FM xF)/~ 是 FM 的 伴 从 , 其 中 右 作 用 < : (FM x 下 )xG 一 FM xF 按 式 
(I-1-13) 和 (1-3-1) 应 为 
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G(x,es; f°)=(%,e8' (8) f°), VgeG. (1-3-6) 
每 点 (eu; yj)eFMx 自然 伴随 着 点 xs M 的 一 个 矢量 
v=e,f’ eTM, (E27 


设 v'=esf"“ 是 伴随 于 另 一 点 (x,e';f”)eFMxF 的 矢量 , 则 不 难 证 明 (习题 ) 
Vv"'=v 当 有 目 仅 当 (x,e,;/”) 与 (x,e,;f?) 属 于 同一 轨道 , 即 
(x,€,): f° =(x,e,): f°”, 
因而 对 应 于 同一 geO. 这 表明 序 -![x] 与 T_M 存在 一 一 对 应 关系 :每 一 ve 和 -ly] 
征 FM x 五 中 的 一 条 轨道 , 任 取 此 轨道 的 一 点 (x,e,;/?) 便 可 构造 x 点 的 矢量 
v=e,f“; 反之 ,每 一 veT,M 可 用 TM 的 任 一 基底 {e,} 展开 ， 即 v=e,f“, 由 此 
得 FM x 下 的 一 点 (x,e,;f?), 它 所 在 的 轨道 就 是 v 在 克 -![x] 中 的 对 应 点 gq. 索性 用 
等 号 表示 这 种 对 应 关系 , 把 q Cv 改写 为 q=v, 即 
(Ce) (I-3-8) 
于 是 就 可 看 作 M 的 切 从 TM , 从 而 任 一 截面 6 : U ->O 就 是 Uc M 上 的 一 个 
矢量 场 . 
例 $ ( 余 切 丛 ) 仍 令 P=FM .把 RR" 看 作 矢量 空间 ,选矿 为 其 对 偶 空间 , 即 

F=(R”) = 人 线性 映射 f : R” -> 民 }， (1-3-9) 
则 feF 是 R" 上 的 对 偶 矢量 , 可 记 作 (f,…,/) ,其 中 /是 了 在 RR" 的 自然 华 标 基 
的 分 量 .定义 XY: GxF 玫 下 为 


(Yo(f),:= (8 ),f,, veeGL(n),f efF, (1-3-10) 
现在 每 点 (x,e;f,)eFMxF 自然 伴随 着 点 xs M 的 一 个 对 侦 矢量 
P=e*f, eTM， 其 中 {e“} 是 {e,} 的 对 偶 基底 . (1-3-11) 


上 式 中 的 TM 代表 TM 的 对 偶 空间 . 设 Bp'=e*f; 是 伴随 于 另 一 点 
(x,6;]p)eFM xF 的 矢量 , 则 不 难 证 明 8'=B 当 且 仅 当 (x,e; 记 ) 与 (x,e,;f,) 属 
于 同一 轨道 , 可 见 所 得 伴 从 CO 就 是 M 上 的 余 切 从 (对 偶 矢 量 从 )T*M , 任 一 截面 
6 : U 二 0 就 是 Uc M 上 的 一 个 对 偶 矢 量 场 . 

余 切 从 的 左 作用 为 什么 用 式 (I-3-10) 定 义 ? 为 便于 讲解 , 先 把 式 (I-3-5) 和 (1-3-10) 
中 的 分别 改 记 作 v 和 p, 即 (xysv)* = 8 (xsB), =(g"1)"jB, .再 把 式 (1-3-7) 
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和 (1-3-11) 改 写 为 v” =(e,)*v* 和 p=(e*), PB, ,其 中 vw 和 ps 是 点 xeM 的 矢量 
和 对 侦 矢 量 . g 对 (x, e, )e FM 的 作用 无 非 是 x 点 的 一 个 基底 变换 , 为 保证 vB, 不 
变 ,在 v4* 变 为 g*,v* 的 前 提 下 就 必须 令 p, 变 为 (g71)"p,. 

例 6 [4,D) 型 张 量 从 ] 仍 以 标 架 从 FM 为 主 从 , 令 

= {R”" 上 (1, 了 DD) 型 张 量 }= { 双 线性 映射 了 : (R”)*xR” 一 R}. (I-3-12) 
以 /4, 代 表 了 在 R" 的 自然 坐标 基 的 分 量 ,定义 xY: Gx 下 为 
(tsg( 门 入 := gs(8 ) fy, VgeGL(n),f eF. (1-3-13) 
现在 每 点 (x,e,;f/”,)eFM xF 自然 伴随 着 点 xe M 的 一 个 (1,1) 型 张 量 ( 加 上 抽象 
指标 更 易 识 别 ) 
7 三 f“,(ey)(e"),， 其 中 {(e”),} 是 {(e,)"} 的 对 侦 基 底 ， (1-3-14) 
而 且 , 设 7'*。 三 A“, (es,)*(e”)s 是 伴随 于 另 一 点 (x,e,;f”o)e FM xF 的 张 量 , 则 
不 难 证 明 7"”, =7"; 当 且 仅 当 (x,e';f"?,) 与 (x,e,;f”,) 属于 同一 轨道 , 可 见 所 得 
伴 从 QO 就 是 M 上 的 (1,1) 型 张 量 从 , 任 一 截面 6 : U 二 8 就 是 Uc M 上 的 一 个 
(1, 有 ) 型 张 量 场 . 

给 定 主 从 P(M,G) 后 ,定义 伴 从 的 关键 一 步 是 选择 F 以 及 G 在 上 的 左 作用 
X. 令 G={Ys : F 玉 FlgeG}, 则 6 其 实 就 是 F 上 的 李 变换 群 ,而 且 由 gp x， 
定义 的 映射 p : G 一 C 是 同 态 ( 见 8G.7). 当 流 形 亚 是 ( 实 或 复 ) 矢 量 空间 而 且 X。: 
F 二 (Vg eG) 是 线性 变换 时 (这 时 G={x,} 是 G 的 一 个 表示 , FF 是 表示 空间 ) 
相应 的 伴 从 QO 称 为 伴 矢 从 (associated vector bundle), 也 简称 为 和 撩 从 . ”就 是 说 ,位 
矢 从 是 满足 以 下 条 件 的 伴 丛 :中 其 典型 纤维 已 是 矢量 空间 ; @ 其 Y。: 下 是 线 
性 变换 Yg eG . 切 从 、 余 切 从 以 及 所 有 (k,7) 型 张 量 从 都 是 伴 矢 从 . 

矢 从 的 定义 要 求 其 典型 纤维 下 是 矢量 空间 , 这 就 保证 每 一 纤维 公 -[x] 都 是 矢 
量 空间 , 这 是 因为 : 任 选 pex [x] 后, Yq,gq, et![x] 便 有 了 唯一 的 fi, f;,eF 使 
qi1=P: 用 及 qs = 也 :万 , 故 可 定义 加 法 和 数 乘 为 

da1+qg:=D:(A+ 万 )， cql:= Dawhr，Vae 了 (或 C 〇 ). (I-3-15) 
爷 [x] 的 零 元 (也 记 作 0) 就 是 p.0( 其 中 0 是 F 的 零 元 ). 不 难 验 证 这 些 定义 与 所 选 
的 pex [x] 无 关 , 所 以 每 一 纤维 公 :[x] 都 是 矢量 空间 , 而 且 都 与 矢量 空间 下 同 


中 矢 从 是 这 样 的 纤维 从 , 其 每 一 纤维 都 是 一 个 矢量 空间 . 对 任 一 和 撩 从 O 总 有 主 从 了 使 O 是 的 伴 和 撩 从 . 
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构 . ”可 见 如 的 每 一 纤维 都 有 一 个 特殊 元 素 , 即 零 元 . (请 注意 与 主 从 的 区 别 , 主 从 
的 一 条 纤维 不 存在 可 以 自然 充当 恒 等 元 e 的 点 .) 非 平凡 主 从 不 存在 整体 截面 , 但 
任意 矢 从 部 有 一 个 整体 截面 6, 称 为 零 截面 , 定义 为 6(x)=0eh"'[x] vxeM. 


$1.4 物理 场 的 整体 规范 不 变性 


1.4.1 阿 贝 尔 情 况 下 的 整体 规范 不 变性 


设 和 和 多 是 闵 氏 时 空 (R',w,,) 中 两 个 互相 独立 的 、 有 相同 质量 参数 m 的 实 标 


量 场 , 则 两 者 分 别 服从 Klein-Gordon 方程 : 
0 0. 轴 > mf 0, 0 0 办 守 mp 
两 者 的 总 拉 氏 密度 为 
=] 
引入 复 标量 场 
ee ; 寺 山 了 3-_1/y -i 
$= 和 (6+ip) 及 其 复数 共 斩 乡 万 ($ —ig,), 
便 可 用 独立 变量 组 {fg,9} 代替 {6,p} ,这 时 Klein-Gordon 方程 成 为 
0°0 .$6-mg=0, 0°06—-mg=0. 
式 (I-4-2) 则 可 改写 为 
=-[(0°$)06 +mgg]. 
如 果 对 复 标 量 场 {fp,$} 按 下 式 做 “ 场 变换 ”fbF> 从 : 
py 三 e ig, y= =ei%9g 
(其 中 9 是 常 实数 ,g 是 整数 .) 则 
Op'=e 0p, 06 =e"0,g, 
故 
-[(0°$)06 + mg'p]=-[(0°G)0G+ mgy]) 


地 这 也 就 是 由 映射 全 ; 瓦 一 多 【x] [ 见 式 (3-4) 前 一 段 的 脚注 四 ] 给 公 ![x] 诱导 的 线性 结构 . 


(1-4-1) 


(1-4-2) 


(1-4-3) 


(1-4-1") 


(1-4-2") 


(1-4-4) 


(1-4-5) 
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可 见 拉 氏 密 度 . 儿 在 式 (I-4-4) 的 场 变换 下 不 变 . 这 种 不 变性 称 为 场 的 内 部 对 称 
性 (internal symmetry), 以 区 别 于 由 Killing 矢量 场所 代表 的 时 空 对 称 性 (spacetime 
symmetry). 相应 地 , 场 变换 (I-4-4) 也 称 为 内 部 变换 . 根据 Noether 定理 ( 见 附录 H ), 
时 空 对 称 性 和 内 部 对 称 性 都 会 导致 守恒 律 . 具体 说 , 对 现在 的 情况 有 如 下 定理 . 

定理 I-4-1 复 标量 场 f 的 拉 氏 密度 . 儿 在 式 (I-4-4) 的 内 部 变换 下 的 不 变性 导 
致 一 个 守恒 律 (物理 上 解释 为 电荷 守恒 律 ). 

证 了 明 ”以 bh 代表 我 们 关心 的 复 标量 场 , 即 式 (1-4-4) 中 的 p, 则 该 式 的 全 体 y' 的 

合 是 一 个 单 参 复 标 量 场 族 {G(0) : R* 一 了) , 其 中 WO) = e 2 看 .由 式 (IL-4-20) 可 知 

也 是 办 3. 办 人 ,3.f 的 局 域 函 数 , 现在 因 % 依赖 于 0 又 可 表 为 9 的 一 元 函数 : 


(0)= Z(G(0),0,.6(0); $(0), 0.6(0)), (I-4-6) 
其 中 639(9) 代表 标 量 场 $(0) 被 导数 算 符 3. 作用 而 得 的 余 矢 场 .于 是 .2 在 式 (L4-4) 
的 内 部 变换 下 的 不 变性 就 是 指 d.%(9)/d9 =0 ,特别 地 ， 


0 
dO 


(0) 


0=0 


{3% dp0), 82 dOAO), 3F dB(0), 0F dO8(0)) 
560) dg OGO) do oF(0) d9 HOBO) do J 


(1-4-7) 
上 式 右 边 第 一 项 的 第 二 因子 显然 为 
dg _d -igg pV _ _ ;igo _ A 
0 , -6 攻 (e “th)=-ige ”| 出 19@- (I-4-8) 


另 一 方面 , 9/04(0) 是 之 (G(0), 90.6(0);$(0),0,6(0)) 对 第 一 宗 量 G(0) 求 偏 导 , 故 
QZ10G(0)], 就 是 .2( 四 ,8 看; 四 ,8 .而 ) 对 第 一 宗 量 求 偏 导 , 即 891/66, 因而 
QZ/0G(0)|_0= QL/OR, 与 式 (1-4-8) 结 合 便 得 


82 df(0)| _ 5. 
攻 d6 | gh Be 人 4% 0 3 下 a 
其 中 来 步 用 到 拉 民 方程 (15-1-19). 式 (1-4-7) 右 边 后 三 项 可 类 似 求 得 , 所 以 式 (1-4-7) 
成 为 
99 


6 -办 8 0 
二 -- 训 如 可 “5 A yr 人 367 | 
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=--iga， be i 0 =igo,($0°B -B08 (4-10) 
其 中 末 步 用 到 式 (1-4-2") 并 把 bh 简 记 为 8. 令 
J"=ieg(80"9 -$0"p)， (其 中 e 代 表 基本 电荷 ) (I-4-11) 
则 式 (I-4-10) 给 出 0=60,7*, 故人 代表 某 种 守恒 流 密度 . 口 


注 1 物理 上 把 "解释 为 场 (系统 ) 的 电荷 密度 , 因而 3,J* =0 反 映 电荷 守 
恒 . @ 量 子 化 后 的 复 标量 场 可 看 作 大 量 量子 组 成 的 系统 , mm 是 每 个 量子 的 质量 , gq 
是 每 个 量子 的 电荷 与 基本 电荷 e 的 比值 . @ 式 (1-4-4) 代 表 的 场 变 换 叫 做 规范 变换 
(gauge transformation). 因为 式 (L4-4) 中 的 0 不 随时 空 点 而 变 (不 是 时 空 坐 标 x 的 函 
数 ), 式 (4-4) 的 变换 又 称 为 整体 (globaD) 规 范 变换 , 以 区 别 于 后 面 要 讲 的 局 域 规范 
上 述 整体 规范 变换 还 可 推广 . 考虑 含有 N 个 复 分 量 的 复 场 {6,n=1,…,N} ,其 
多 满足 :每 一 含 和 的 项 必 会 加, 且 该 项 所 含 p 和 Gp 的 形式 为 $9 (不 对 n 取 和 ); 每 
一 含 9,6 的 项 必 合 09, 且 所 含 0.p, 和 0°9%, 的 形式 为 (0.6,)0"9, 则 不 难 证 明 
(有 在 如 下 的 整体 规范 变换 下 不 变 : 
办 =e "gp, =e gp， n=1,…,N (不 对 n 取 和 ); (1-4-12) 


(其 中 0 是 常 实数 ,gq,,…,qw 是 整数 . ) 
(2) 也 给 出 守恒 律 , 守恒 流 密度 为 


ic 


OY 一 OF 
二 I-4-13 
"300) | Ce 


守恒 从 密度 了 7 仍 解释 为 电荷 密度 . 
式 (I-4-12) 也 可 表 为 如 下 的 矩阵 等 式 : 


Ge 0 | 有 
: | = .. : | (I-4-14a) 
从 0 人 | 
ene 0 
[f= [by] 泡 | (1-4-14b) 
0 eiaw2 


即 变换 和 矩阵 是 对 角 和 矩阵 , 可 简 记 为 diag(e- ea 人) 和 diag(ea2 ,esw2) . 
从 群 论 角 度 看 ， 全 体形 如 式 (4 的 内 部 变换 的 集合 人 i |geR} 在 gzx0 时 
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是 酉 群 U(D ( 见 小 节 G.5.4 例 1), 因此 说 式 (L-4-4) 的 内 部 变换 群 在 yz 上 0 时 是 U (人 . 
事实 上 , 变换 (1-4-14) 的 内 部 变换 群 在 gq ,…,g, 不 全 为 零 时 也 是 Ud), 因为 不 难 证 
明 ( 习 题 ) 集 合 
G={diag(e %,...,e)|0eR} (1-4-15) 
是 群 , 而 且 同 态 映 射 
Pp: UDG, ep diag(e®,...,e-) 

是 U() 群 的 表示 ( 当 gq,,…,gy 的 最 大 公约 数 为 1 时 p 还 是 忠实 表示 ). 6 的 群 元 是 
和 Nx WN 复 矩 阵 , 所 以 是 复 和 矩阵 群 , 因而 是 U(CD 群 的 复 N 维 表 示 群 ( 指 表示 空间 的 维 
数 ). 请 注意 分 清 李 群 的 维 数 及 其 表示 的 维 数 , 对 本 例 , 前 者 是 1[ 因 dimU() =1], 后 
者 的 复 维 数 是 N . 
1.4.2 ” 非 阿 贝尔 情况 下 的 整体 规范 不 变性 

上 小 节 的 整体 规范 变换 只 涉及 阿 贝尔 群 U(D) , 比较 简单 . 物理 上 还 遇 到 许多 


涉及 非 阿 贝尔 群 的 规范 变换 . 例如 ， 注意 到 核 力 (强力 ) 与 粒子 所 带电 荷 的 无 关 性 ， 
海 森 伯 ( Heisenberg ) 于 1932 年 提出 质子 和 中 子 可 看 作 同 一 粒子 ~ 核子 
(nucleon ) 一 一 的 两 种 不 同 状 态 (同位 旋 态 ). 与 电子 的 自 旋 波 函数 类 似 , 核子 的 同位 
从 态 也 可 用 波 本 数 =| | 撒 述 , 核 力 在 任意 两 个 同位 旋 态 之 问 的 变 折 
2 
,| 
pp 


形式 为 


下 保持 不 变 , 这 种 波 函 数 变换 由 一 个 2x 2 复 矩 阵 描写 , 变换 的 一 般 


国 -| "| bi SPO A 6 eR SA 1 eR (I-4-16) 
以 U 代表 变 换 矩 阵 , 则 y'=Uy. 由 概率 的 归 一 化 条 件 得 
($6)=1=(6,6) = (UG, UY)=(U'UY, ¢), 
表明 UTU = 了 (单位 矩阵 ), 所 以 Ue U(2) ( 见 小 节 G.5.4). 再 由 
1=det1 =det(U1U)= detU detU =|detU |? 


得 detU =e”, Qe 民 . 令 U=UiU, ,其 中 UU,=diag(e'"?,ei*?). 因 detU,=e*, 故 
detU1 =1. 由 于 U,p=e”y 与 8 代表 同一 量子 态 ( 见 小 节 B.1.5 ), 所 以 可 把 
=Up=UIU,b 理解 为 8'=Uibp, 即 以 Ui 代替 U 作为 波 函 数 的 变换 矩阵 , 但 仍 记 
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作 UU, 即 仍 写 Gg'=Ugy, 只 是 现在 detU =1, 因而 VsSU(C) .29 

乡 在 量子 力学 中 代表 波 函 数 而 在 经 典 场 论 中 代表 场 量 (在 量子 场 论 中 则 成 为 
场 算 符 ) 因此 y'=Ug 是 场 变换 (内 部 变换 ). 核子 系统 的 拉 氏 密度 .多 在 这 一 内 部 变 
换 [ 其 中 UeSU(2) ] 下 不 变 , 相应 的 守恒 律 就 是 同位 旋 守 恒 .2 守恒 流 表达 式 的 推 
时 与 式 (1-4-10) 相 仿 . 李 群 SU(2) 的 李 代 数 .FWY(2) 有 如 下 一 组 基 矢 [ 见 式 (G-6-13)]: 


二 if0 1 E10 -3 i[1 0 i 
二 一 一 一 一 一 71， 二 一 一 二 一 一 5 二 一 一 二 一 一 人 
! 2|1 0 2 | 汐 2 2 


(1-4-17) 
(其 中 五 ， zt , ty 是 泡 利 矩 阵 .) 故 任 一 李 代 数 元 4e .FY(2) 可 表 为 


A=-7 (On +r, +07)= i.6, (1-4-18) 


工 
2 
[其 中 9 ,2 ,9 e 民 , 式 (1-4-18) 最 右边 是 常用 的 简 记 法 .] 因此 SU(2) 的 任 一 群 元 可 
表 为 


U(6)= Exp(4d) =e-iz2/2 <SU(2) (1-4-19) 


,Ty 是 2x2 复 矩阵 , 故 e-E202 也 是 , 把 群 元 写成 er- 二 5/2 其 实 是 采用 了 3 维 
李 群 SU(2) 的 ( 复 ) 2 维 表示 (自身 表示 ), 根据 不 同 的 物理 需要 , 还 会 用 到 SU(2) [或 
SU(3)，SU(4) , … 等 ] 的 其 他 维 表示 . 一 般 地 说 , 规范 场 论 涉及 一 个 李 群 (内 部 变换 
群 )G 和 一 个 (或 多 个 ) 和 矩阵 李 群 G , 而且 存在 同 态 p : G -> 侣 ,因而 G 是 G 的 表示 . 
设 R=dimG, 以 fe,…,er} 代表 李 群 G 的 李 代数 乡 的 一 组 基 矢 , 则 任 一 4e 儿 可 表 
为 

4=be+…+ge=bOe =0.E， 0,.::., Of eR, (1-4-20) 


故 群 元 ge G 可 表 为 g =exp(9"e,). (即使 g 不 可 表 为 这 种 指数 形式 , 以 下 讨论 的 实 
质 性 内 容 及 结论 仍 成 立 . ) 以 VY 代表 p : G 一 6 的 表示 空间 , 设 N = dimF , 默认 在 
中 己 选 定 基底 , 则 G 的 元 素 可 表 为 Nx N 矩阵. 以 多 代表 6 的 李 代数 , 则 同 态 
P : GG 在 恒 等 元 ee G 的 推 前 映射 p, : 多 性 乡 是 李 代 数 同 态 ( 定 理 G-3-2 ). 令 
U(O)=p(g)eG, 则 


QW 在 把 fj 看 作 量子 场 (而 不 是 量子 力学 的 量子 态 ) 的 情况 下 , 这 个 论证 是 缺乏 说 服 力 的 . 不 过 , 引入 本 例 的 主旨 
是 要 把 规范 变换 推广 至 非 阿 贝尔 群 ,U 究竟 是 否 属于 SU(2) 在 这 里 并 不 重要 , 而 SU(2) 比 U(2) 更 简单 , 所 以 就 把 
U 按 SU(2) 群 元 处 理 . 

名 严格 说 , 只 当 考 虑 纯 的 强 相互 作用 (电磁 作用 被 “ 关 掉 ”) 时 质子 和 中 子 才 完 全 一 样 , 所 以 这 种 “同位 旋 对 称 
性 ”天 生 就 是 近似 的 . 
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U(0)=Explp.(0'e,)]=Exp(0" p,e,), (1-4-21) 
其 中 第 一 步 是 因为 由 8 =exp(9'e,) 可 得 p(g)=Exp[p,(9"e,)]( 见 附录 G 习题 10)， 
第 二 步 用 到 推 前 映射 的 线性 性 . 引入 符号 
J1D SDE ES (1-4-22) 
则 -iZ, 可 表 为 N x WN 矩阵, 于 是 式 (1-4-21) 又 可 改写 为 (但 {iL, |r =1,…,R} 未 必 线 
性 独立 ) 


U(6)= Exp(-iL.0' )=e-*，(N xW 和 矩阵 等 式 ) (I-4-21") 
相应 的 整体 规范 变换 可 以 表 为 (第 二 式 的 证 明 见 选读 I-5-2 末 ) 
b=U(O) p=e 办 B=8U(0)" =8e", (1-4-23) 


其 中 fey 代表 及 个 复 分 量 的 场 量 ( 场 算 符 ), 可 看 作 由 如,…, 办 排 成 的 列 阵 ， 而 
$ 则 是 由 bh,…, 办 排 成 的 行 阵 (默认 C 是 西 群 , 非 西 群 的 情形 见 选读 I-5-2). 

注 2 在 同位 旋 守恒 的 特例 中 G 和 C 相同 , 都 是 李 群 SU(2) . @ 式 (-4-4) 也 
可 作为 式 (-4-23) 的 特例 被 纳入 , 这 时 G=U(), G={e%|9eR}, 故 R=N=1， 
L.9=L0' ,而 且 厂 是 1x1 实 矩阵 ,可 与 4 认同 , 即 厂 =g. 

注 3 本 节 和 下 节 专 为 讲授 纤维 从 理论 在 规范 场 论 的 应 用 而 设 , 只 打算 介绍 
为 此 而 必 备 的 物理 知识 , 对 若干 虽然 重要 但 在 此 不 直接 用 到 的 物理 内 容 (例如 各 种 
内 部 对 称 性 所 给 出 的 守恒 量 ) 只 能 是 点 到 为 止 . 


$1.5 物理 场 的 局 域 规范 不 变性 


在 量子 力学 中 , 波 函数 w(x) 的 整体 规范 变换 wy'(x) = esey(x) 无 非 是 使 波 函 数 
整体 改变 一 个 相位 (“整体 ”是 指 9 与 时 空 点 无 关 ), 这 种 变换 不 会 导致 任何 物理 效 
应 , 或 者 说 , 量子 力学 系统 在 这 种 变换 下 是 不 变 的 . 自然 要 问 : 如 果 9 依赖 于 时 空 点 
(局 域 规范 变换 ), 结果 又 会 如 何 ?还 有 不 变性 吗 ?这 一 问题 远 不 如 整体 规范 变换 那 
样 简单 . 首先 , 整体 规范 变换 不 导致 物理 效应 是 哥本哈根 阐释 的 必然 结果 , 然而 却 
没有 任何 依据 足以 保证 系统 在 局 域 规范 变换 下 也 没有 物理 效应 (也 具有 不 变性 ); 
其 次 , 时 间 和 空间 的 地 位 在 非 相 对 论 量子 力学 中 截然 不 同 , 波 函 数 y(x)=w(t,) 实 
际 上 只 是 抽象 的 态 矢 量 |w(n)) 在 坐标 表象 中 的 表达 式 , 如 果 改 用 别 的 表象 , 空间 坐 
标 就 不 一 定 出 现 . 例如 , 动量 表象 中 的 波 函 数 岁 (1,5) = (Bjw(n)) 就 不 含 空 间 坐 标 . 
所 以 , 如 果 一 定 要 在 非 相对 论 量子 力学 中 引入 局 域 规范 变换 , 那么 比较 自然 的 想法 
应 该 是 变换 参数 9 只 依赖 于 时 间 ( 而 不 是 时 空 点 )， 
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不 过 , 量子 力学 建立 后 物理 学 的 发 展 过 程 早 就 给 局 域 规范 变换 的 出 场 作 好 了 
铺垫 . 因此 , 尽管 存在 着 上 述 问题 , 局 域 规范 变换 的 观念 甫 一 出 现 就 还 是 立刻 被 物 
理学 界 所 接受 . 下面 对 这 个 背景 作 一 简介 . 

电动 力学 具有 Poincaré 变换 (时 空 变换 ) 和 规范 变换 (内 部 变换 ) 下 的 不 变性 , 前 
者 被 爱 因 斯 坦 发 展 为 相对 论 , 但 是 人 们 对 后 者 的 认识 则 较为 迟滞 [ 见 Gross(1992) 和 
<http://en. wikipedia. org/wiki/Gauge_transformation>]. 大 数学 家 和 物理 学 家 
Weyl 在 对 广义 相对 论 作 尝 试 性 突破 时 , 认为 标准 钟 和 标准 尺 的 选择 应 当 是 局 域 的 
[ 见 泡 利 (1979)], 并 在 1918 年 给 出 了 一 个 理论 , 该 理论 认为 , 当 g， 是 一 个 物理 上 有 
意义 的 度 规 时 , 对 它 作 共 形变 换 而 得 到 的 g', = 2?g。 也 是 一 个 物理 上 有 意义 的 度 
规 . Weyl 把 对 0 的 选择 的 改变 叫做 规范 ( gauge ) 或 尺度 (scale ) 的 改变 , 这 就 是 规 
范 变换 一 词 的 最 初 来 历 . 从 这 一 想法 出 发 ， Weyl 的 理论 竟 能 神奇 地 把 电磁 场 和 引 
力 场 统一 到 一 起 , 详 见 泡 利 (1979). 然而 , 爱 因 斯 坦 指出 Weyl 理论 具有 一 个 在 实验 
上 不 可 接受 的 推论 [ 见 泡 利 (1979)], 这 成 了 该 理论 的 一 大 难题 . 量子 力学 建立 起 来 
之 后 , Fock(1926) ，London(1927) 和 Weyl (1928, 1929) 等 随即 注意 到 了 量子 力学 中 
的 98, 一 i(ge/ 有 hh)4,[ 即 式 (I-5-5)] 与 Weyl 理论 的 无 限 小 平移 算 符 非常 像 , 区 别 只 在 于 
一 个 虚 单 位 i. 他 们 把 现代 意义 的 局 域 规范 变换 引进 了 量子 力学 [ 见 Gross(1992)， 
泡 利 (1979) ，Jackson and Okun(2001) ], 而 且 这 一 做 法 还 可 以 被 原封 不 动 地 推广 到 
量子 场 论 中 . 从 此 , 局 域 规范 变换 的 观念 成 为 现代 物理 学 的 基石 之 一 . 泡 利 在 这 些 
方面 起 了 巨大 的 作用 . 以 上 就 是 U(D 局 域 规范 理论 的 大 概 由 来 , 小 节 1.5.1 将 介绍 
这 一 理论 . 

杨振宁 (简称 Yang ) 和 Mills 在 1954 年 进一步 把 这 一 思想 推广 到 同位 旋 空间 
[ 见 Yang and Mills (1954)]. 从 物理 上 看 来 , 海 森 伯 提 出 的 同位 旋 空间 内 的 变换 相当 
于 在 一 个 时 空 点 上 规定 了 质子 和 中 子 的 区 分 标准 之 后 其 他 时 空 点 的 区 分 标准 也 就 
随 之 而 定 , 但 Yang 和 Mills 觉得 这 有 悖 于 局 域 场 的 概念 , 而 局 域 场 概念 是 物理 理 
论 的 基础 .他 们 认为 不 同时 空 点 的 同位 旋 轴 的 取向 不 应 该 相互 关联 , 即 认为 f(x) 
与 "(x)=e ?g(x) (现在 的 6 依赖 于 时 空 点 的 坐标 x) 在 物理 上 等 价 (前 提 是 配 以 
适当 的 称 为 规范 势 的 场 , 见 小 节 15.2 ), 这 就 把 局 域 规范 变换 从 阿 贝尔 情况 [U(D 群 ] 
推广 到 了 非 阿 贝尔 情况 [SUCO) 群 ]. 

本 节 默 认 已 在 4 维 闵 氏 时 空中 选 定 了 一 个 洛 伦 兹 坐标 系 {x*}, 所 有 张 量 的 坐 
标 分 量 都 是 指 在 该 系 的 分 量 . 


1.5.1 阿 贝 尔 情 况 下 的 局 域 规范 不 变性 
以 g(x) 代表 复 标量 场 $ 与 坐标 系 结合 而 得 的 4 元 函数 .前 已 看 到 Gp[ 因 而 p(x)] 


的 之 在 整体 规范 变换 (1-4-4) 下 不 变 , 现在 要 问 它 在 如 下 的 局 域 规范 变换 下 是 否 改 
恋 : 
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(x)=e G(x)，(x)=e%* 中 G(x).( 请 特别 注意 现在 的 9 是 x 的 函数 ) (1-5-1) 

了 表达 式 (1-4-2) 中 的 mGp 项 的 不 变性 是 显然 的 , 问题 出 在 该 式 的 另 一 项 

[09 (x)]3,9(x) ,因为 当 6 依赖 于 x 时 9,0'(x) 及 34FB(x) 会 出 现 含 0,0(x) 及 a*O(x) 
的 附加 项 , 由 此 导致 不 变性 的 丢失 : 

[OG'(x)] 90,6"(x) = [384 入 (2] OG(x) + #0“G (x)] 3 .9 . (I-5-2) 
物理 上 这 是 可 以 理解 的 , 因为 复 标 量 粒子 既然 带电 , 就 必然 伴 有 电磁 场 , 所 以 应 期 
符 的 是 两 场 耦合 系统 的 总 拉 氏 密度 在 式 (L-5-1) 下 不 变 . 以 下 改 用 名 代表 复 标量 场 
fx) 目 身 (自由 复 标量 场 ) 的 拉 氏 密度 , 即 % = 一 [(0“G)3,6+mp98], 而 总 拉 氏 密度 
多 则 应 为 三 项 之 和 : 

= + A + Lm (I-5-3) 


其 中 .% =-(16n)"'P,F” 是 电磁 场 瑟 ,的 拉 a ft 代表 与 
F; 的 相互 作用 (interaction ) 对 .2 的 贡献 . 令 . 色 =.% + .名 ,为 找到 .% 的 合理 表达 


式 可 从 如 下 讨论 获得 启发 . 在 非 相 对 论 量子 力学 中 , 为 求 得 电磁 场 中 带电 粒子 的 运 
动 方程 只 须 从 自由 粒子 的 莅 定 读 方 程 出 发 做 如 下 替代 ( 式 中 的 gp 和 4 分 别 是 电磁 


场 的 标 势 和 矢 势 ): 
(a) 0/0tr > 0/0t+ihi eqp, (b)VHF>V-ih egh. (I-5-4) 


把 这 一 做 法 推广 到 相对 论 性 场 论 并 用 4 维 语言 改写 , 便 得 到 4 维 闵 氏 时 空中 
86, = (38,,V) 的 如 下 替代 法 则 : 


9, 0, 一 ieq4,， (已 改 用 自然 单位 制 , 其 中 坊 =1) (I-5-5) 


于 是 伴 有 电磁 场 的 复 标量 场 的 拉 氏 密度 .% 应 是 自由 复 标量 场 拉 氏 密度 多 按 上 式 
做 蔡 代 的 结果 , 准确 地 说 就 是 


=-[(D’G)D,b + mG] (1-5-6) 
其 中 D, 叫 协 变 导数 ( covariant derivative ) 算 符 (理由 见 S19 例 4 末 ), 由 下 式 定义 : 
DUOD =(0, -ieg4d )b(x), DP)=(0, tiegd, BO) (5-7) 
所 以 
FL= H+ R= -DDD G+ mB]- (6n) FP. (1-5-8) 


如 果 儿 和 . 窑 w 各 自在 式 (-5-D) 下 不 变 ,2 自然 不 变 . 有 这 等 好 事 吗 ? 有 的 . .% 是 把 
名 中 的 9,6 和 09,9 换 为 D,yp 和 DY 的 结果 , 虽然 (0*Z)0,G'z(0"98)3,6 ,但 如 果 
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DG(x) 和 DG(x) 在 式 (I-5-1) 的 变换 下 按 下 式 变 换 : 
(DG) =e “DGx), (b) DG(x)=e" DG(x), (5-9) 
便 有 (D”*9)D'p'=(D*8)D,b ,从 而 .%'= 甸 .而 Dbp(x) 之 所 以 可 能 按 上 式 变换 ， 
是 因为 D, 中 含有 4 [ 式 (I-5-7)]. 令 4 在 式 (1-5-1) 下 按 适 当 方 式 变换 就 可 保证 式 
(I-5-9) 成 立 . 具体 说 , 因为 
式 (1-5-9a) 左 边 =[0, -ieq4;,(x)]16'(x)=[0, -ieg4' (x)] es" G(x) 


e 900 G(x) ig [0 ,0(x)] e900 g(x) 一 1 eq4, (x) e990W g(x) 》 


式 (1-5-9a) 右 边 =e “9%0 G(x) -ieq4, (x)e ebx ， 


[类 似 的 讨论 也 适用 于 式 (1-5-9b). ] 所 以 为 使 式 (1-5-9) 成 立 只 须 下 式 成 立 : 
A,(x)= A,(x) -ee 0,0(x). (1-5-10) 


上 上 式 起 到 “一 箭 双 驹 ”的 作用 :首先 , 它 保证 .%% 在 式 (1-5-1) 的 变换 下 不 变 ， 其 次 ， 
因为 它 无 非 是 熟知 的 电磁 4 势 的 规范 变换 式 (与 小 节 6.6.5 的 4= 4+dzy 实质 一 
样 ) 4, (x) 按 此 式 变换 时 自然 有 ,= FF, ,于 是 .9 =.%m .可 见 , 只 要 4,(x) 在 
式 (I-5-1) 的 变换 下 按 式 (1-5-10) 变 换 , 就 可 保证 .和 .pv ( 从 而 .图 ) 不 变 . 

以 上 虽然 以 复 标量 场 为 例 讨论 , 但 其 结论 适用 于 所 有 带电 粒子 场 与 电磁 场 的 
耦合 系统 , 包括 人 们 最 熟悉 的 电子 、 质 子 (Dirac 场 ) 与 电磁 场 的 耦合 系统 .?” 关键 结 
论 是 : 当 以 下 三 个 条 件 满足 时 , 系统 的 总 拉 氏 密度 .Z =.% + .wv 在 局 域 规范 变换 


(I-5-1) 下 不 变 : 
(1) 自 由 带电 粒子 场 $(x) 的 拉 氏 密度 .% 在 整体 规范 变换 (1-4-4) 下 不 变 ; 
(2) 与 带电 粒子 场 相 应 的 电磁 4 势 4,(x) 在 局 域 规范 变换 下 按 式 (-5-10) 变 换 ; 
(3) 名 是 用 DD, 取代 自由 带电 粒子 场 的 .% 中 的 93, 的 结果 . 例如 , 设 
% = (Gx), 0 ,G(x); $x),0,8(7)), 
则 
=% (Gx), D ,G(x); $x), D ,G(x)). 
这 种 由 .% 求 .% 的 做 法 称 为 最 小 替代 (minimal replacemenb) 法 则 或 最 小 耦合 原 


理 (principle of minimal coupling). 


其 实 这 种 讨论 可 以 说 是 对 我 们 熟悉 的 电磁 理论 的 一 种 “ 倒 装 式 ”的 讨论 .我 们 


名 在 粒子 物理 学 的 早期 , 人 们 认为 质子 (及 中 子 ) 场 也 是 Dirac 场 . 
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熟悉 的 理论 是 : 设 闵 氏 时 空中 存在 带电 粒子 流 (4 电流 密度 为 J“)( 最 常见 的 是 电 
子 、 质 子 流 ), 则 它们 激发 电磁 场 书 , . 如 果 用 4 势 4 描述, 则 对 同一 已 而 言 4 并 
不 唯一 , 两 个 4 势 4 和 4 对 应 于 同一 已 , 当 且 仅 当 4 和 4' 满足 规范 变换 条 件 
4s = 4, + (dx)s[ 即 式 (I-5-10)]. 在 电磁 理论 的 这 种 “正装 式 ” 讲 法 中 , 我 们 早已 知 
道 一 旦 存在 带电 粒子 场 就 必然 存在 电磁 场 , 两 者 之 间 有 相互 作用 (总 体 的 能 、 动 量 
守恒 而 各 自 的 能 、 动 量 不 守恒 ). 反之 , 在 现在 这 种 “ 倒 装 式 ” 的 讨论 中 , 我 们 暂时 ( 假 
装 不 懂得 “正装 式 ” 的 理论 ) 只 知道 有 带电 粒子 场 而 不 知道 它 伴 有 电磁 场 , 并 发 现 
其 .% 在 局 域 规范 变换 下 不 可 能 不 变 ; 然而 从 物理 角度 考虑 , .应 有 局 域 规范 变换 
下 的 不 变性 , 正 是 这 种 局 域 规范 不 变性 “ 副 ”出 了 电磁 场 的 存在 性 , 同时 还 “ 通 ” 
出 其 4 势 4 必须 按 式 (1-5-10) 变 换 . 这 种 思考 对 于 推广 到 更 复杂 的 情况 (内 部 变换 
群 为 非 阿 贝尔 群 ) 大 有 神 益 . 这 一 讨论 方式 还 有 一 个 副产品 . 自由 复 标量 场 的 名 含 
有 两 项 , 第 一 项 -(0^9)3,6 是 场 量 的 一 阶 导 数 的 平方 项 , 可 称 为 “动能 项 ”, 第 二 项 
-m4 可 称 为 “质量 项 ”. 与 此 不 同 , 电磁 场 的 
By = PR, = (0, A) OA 
村 16x “ 

只 含 动能 项 而 不 含 质量 项 , 这 意味 着 其 相应 的 量子 (光子 ) 的 静 质 量 为 零 . 正 是 因为 

zfM 只 含 动能 项 才 使 .各 vy 在 4, 的 规范 变换 [ 式 (1-5-10)] 下 不 变 , 只 要 补 上 与 
m4,4* 成 正比 的 非 零 质量 项 , 这 种 不 变性 便 告 消失 . 可 见 , 局 域 规范 不 变性 还 

“ 骏 ” 出 了 光子 静 质 量 为 零 这 一 重要 结论 . 
[选读 I-5-1] 

从 经 典 场 的 拉 氏 密度 . 出 发 用 变 分 原理 可 求 得 该 场 的 运动 方程 , 小 节 15.1.2 

曾 分 别 对 自由 实 标量 场 和 无 源 电 磁场 导出 过 运动 方程 9“0 .fb -mp =0(KG 方程 ) 
和 8'8,4 =0. 现 在 关心 复 标量 场 . 既然 复 标 量 粒 子 带电 , 其 所 在 空间 就 有 电磁 场 ， 
因此 更 实际 的 情况 不 是 自由 复 标 量 场 而 是 复 标 量 场 与 电磁 场 并 存 的 耦合 系统 . 式 
(1-5-8) 的 多 正 是 这 个 系统 的 总 拉 氏 密度 . 从 这 个 多 出 发 对 8 和 做 变 分 得 
[(0”-iegA’)(0,-ieqg4,)—-m]¢=0 和 [(0*+ieqgA’)(0,+ieq4,)-m]¢$ =0. (1-5-11) 
这 就 是 与 电磁 场 耦 合 的 复 标量 场 的 运动 方程 , 当 4, =0 时 回 到 KG 方程 . 从 式 (1-5-8) 
的 多 出 发 对 4. 做 变 分 (并 利用 洛 伦 族 条 件 8“4., = 0 ) 则 得 4 的 运动 方程 


0"0,A* =4n[-ieg(G0’¢ -$0*¢) + 2e’q’G¢ A’]. (I-5-12) 


与 有 源 电磁 场 的 运动 方程 0'9,4* = -4nJ*“[ 式 (6-6-31)] 对 比 可 知 上 式 右 边 扮 演 电 磁 


Vv 


场 源 的 角色 , 相应 的 4 电流 密度 为 
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.内 =ied(W/ 及 -了 4 隐 一 2e2927 A’, (I-5-13) 
当 4 =0 时 回 到 式 (1-4-11). 既然 电磁 场 与 复 标量 场 组 成 耦合 系统 , 物理 上 不 难 相 
信 这 电磁 场 的 源 就 是 复 标量 粒子 的 电荷 及 其 相应 的 电流 ， 所 以 对 式 (I-5-13) 右 边 第 
一 大 项 不 难 理解 . 比较 费解 的 是 第 二 大 项 , 它 除了 含有 用 和 万 外 还 涉及 入 自身 .不 
过 此 项 非 有 不 可 , 因为 缺少 它 就 不 能 保证 @ .14 的 规范 不 变性 ， 回 电荷 的 守恒 性 
(3,J*=0). 事 实 上 , 由 0”4, =0 可 知 0, 作 用 于 式 (1-5-12) 左 边 得 零 , 但 借 式 (L5-11) 
可 知 0, 作用 于 式 (1-5-12) 左 边 第 一 项 不 为 零 , 补 上 第 二 项 才 有 0,.J* =0. 不 难 验证 
式 (J-5-13) 可 改写 为 
J” =ieq($D’¢ ~-$D’Y), (I-5-13") 
这 正 是 对 无 电磁 场 时 的 式 (L-4-11) 做 替代 3, FD, 的 结果 . [选读 I-5-1 完 ] 
1.5.2 非 阿 贝尔 情况 下 的 局 域 规范 不 变性 (Yang-Mills 理论 ) 
现在 把 上 小 节 的 复 标量 场 推广 为 小 节 I. 4. 2 中 的 多 分 量 粒 子 场 p(x) , 并 仍 假 
定 它 的 自由 拉 氏 密度 多 在 整体 规范 变换 (L4-23) 下 不 变 ， 然后 关心 系统 在 局 域 规 
gCO=U(GOD)MCD =e NG), BO)=GUG))! = P(x) elie (5-14) 
下 是 否 还 有 不 变性 , 其 中 U(6(x)) =e-'?9% 是 式 (1-4-21") 的 局 域 化 , 内 部 变换 群 及 其 
表示 群 仍 分 别 记 作 G 和 G .上 小 节 的 复 标量 场 $(x) 是 现在 情况 的 特例 , 在 那里 , 为 
了 保证 系统 在 局 域 规范 变换 下 的 不 变性 , 必须 认为 G(x) 场 华 有 一 个 附加 场 ( 电 磁 
场 ), 其 4 势 4 以 适当 方式 变换 . 受 此 启发 , 我 们 做 如 下 猜想 : 
(1) 多 分 量 复 粒子 场 B(x) 也 伴 有 R(= dim G) 个 附加 场 ， 称 为 规范 场 ( gauge field ) 
或 YM 场 (Yang-Mills 场 的 简称 ), 相应 地 也 有 RR 个 4 势 ( 叫 规范 势 ), 这 是 闵 氏 时 空 
中 的 刃 个 余 矢 场 {4 |r =1,…,R}, 其 坐标 分 量 记 作 4.(x). 
(2) 全 系统 的 总 拉 氏 密度 之 也 可 以 表 为 


= + Ha, (1-5-15) 
其 中 .2mv 是 YM 场 的 拉 氏 密度 ( 稍 后 将 给 出 表达 式 ), . 色 则 取 如 下 形式 : 
= HG(x), D,Gx); $(x), D,G (x)), (1-5-16) 


即 是 以 D,y(x) 和 D*G(x) 分 别 代替 .% 中 的 ,6(x) 和 8,8(x) (最 小 替代 ) 的 结果 , 式 
中 协 变 导数 算 符 D, 对 p(x) 和 F(x) 的 作用 分 别 定义 为 


D,b(%) =0,600) -ikL. 4, 0)60%) ， (1-5-17a) 
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D,G(x)=0,6(x) +ikg OL. A,(x), (I-5-17b) 
其 中 为 看 合 常数 ?[ 当 G=U() 时 k=e]， 
L.A4,(x) 站 LA (x) + + LA (x)=L, A(x). (I-5-18) 


于 是 , 如 果 D ,p(x) 和 DG (x) 在 式 (I-5-14) 的 变换 下 按 


(a) Di,p'(x) =U(6(x) Db(x), (b) DG (x)=[D, GO UO (I-5-19) 
变换 , 则 .多 在 式 (I-5-14) 的 变换 下 不 变 . 现在 的 问题 仍然 是 :为 保证 式 (I-5-19) 成 
立 ,， 和 (x) 应 以 怎样 的 方式 变换 ? 


式 (1-5-19a) 左 边 =6,[U(6(x))$(x)]-ikL: A(X)U(O(x))G(x) 
=U(O(x)0,6(x) +[0,U (OC)]G(x) -ikL: 4 (x)U (OX) G(x) ， 
式 (I-5-19a) 右 边 =U(6(x))9,6(x) -ikU(6(x)L. A,(x)G(x), 
所 以 , 要 使 式 (I-5-19a) 成 立 只 须 下 式 成 立 :” 
-iL.4,(x)=U(O0() iL 4,) U6) -kK [UOC UG 
(1-5-20) 
引入 简化 记号 
A (x)=-iL.A(x)=-iL A (x)eS, (1-5-21) 
则 式 (I-5-20) 成 为 
4, 0)=U60) 4, UO) -KOU VG) . -5-20") 
可 见 式 G-5-207) 成 立 保证 式 G-5-19a) 成 立 . 不 难 验 证 它 也 保证 式 (I-5-19b) 成 立 , 因而 
保证 .% =.%. 当 G=U(), G={e-*|0eR} 时 
U(O(x)=e ”0™, A(x)=-iLA(x)=-igAi(x), k=e, 
故 式 (I-5-20") 归 结 为 4 (x) = 4 (x) -e960(x) ,这 就 是 式 (1-5-10). 
最 后 , 为 保证 有 = .多 + .mv 在 变换 (1-5-20') 下 不 变 , 还 要 找到 .%y 的 适当 定 


QD 对 G=G x6G, 的 情况 , D, 可 以 是 D,=90, -ihLn .40 -ikL”. 4? , 即 可 以 存在 两 个 耦合 常数 , 详 见 戴 
元 本 (2005) . 

@ 式 (-5-20) 左 边 是 乡 的 元 素 , 右边 第 一 项 也 是 . ( 它 可 简 记 为 8Bg- ,其 中 B=- 二 .有 友 (x)e 允 ,而 由 附录 G 
习题 19 知 gBg = .Be 多 .) 为 保证 式 (1-5-20) 有 意义 ,右边 第 二 项 也 应 是 乡 的 元 素 . 可 证 ( 略 ) 的 确 如 此 . 
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义 .这 可 从 电磁 场 的 .%% =-(16n) 1F,F” 得 到 启发 . 既然 在 YM 场 的 情况 下 已 引 
人 入 R 个 规范 势 4(x) ,相应 地 就 应 及 个 规范 场 强 FP',(r =1,…,R), 定义 它们 为 


F(x)=0,4(x) -0, A (x) + LS C's AA AX), r=l,,R, (L5-22) 


其 中 C', 是 G 的 李 代 数 乡 在 基底 fe} 下 的 结构 常数 .[ 当 G=U(), 多 =2Z() 时 
R=1, C=0, 上 式 退 化 为 电磁 场 强 F,, 与 4 势 的 熟知 关系 式 FF =9,4, -0,4,.] 
再 把 .Zh = (16z)"'F,F” 作 自然 推广 便 得 .Zwy 的 定义 : 

z ym = 一 [Re ,” (对 jv 的 取 和 已 默认 ) (I-5-23) 
其 中 ”=71%11%F. 所 余 任 务 就 是 证 明 .Zn 在 变换 (1-5-20) 下 不 变 . 引入 简化 记 
号 


F(x)=-iL F(x) es, (I-5-24) 
则 式 (I-5-22) 可 改写 为 (证 明 留 作 习 题 ) 
P(X)=0,A(x) -0,A,(x)+ Kk[4,(x), A,(x)], (I-5-25) 


其 中 [4 (%), 隶 (9] 是 李 代 数 元 4.(9) 与 乞 (x) 的 李 括号 , 意义 明确 . 由 此 可 证 (习题 ) 
到, (六 在 式 0-5-14) 及 (L-5-207) 的 联合 变换 下 的 变换 关系 为 


Fy OOP FP,(x)=UO() FP, (x)UOx)), (I-5-26) 
不 妨 简写 为 
pr (I-5-26") 


由 此 就 可 证 明 .By 在 变换 (1-5-20") 下 不 变 , 即 ZV (x) = -2 (Xx). 见 选 读 了 5-3. 

注 1[ 选 读 ] 如 前 所 述 , 一般 的 规范 场 论 涉及 一 个 内 部 变换 群 G 及 其 一 个 或 
数 个 ( 设 为 7 个 ) 表 示 群 G (i=1,…, 了 ) , 即 存在 1 个 同 态 映射 p: G 玖 个 .小节 14.1 
末 提 供 了 一 个 简单 的 例子 , 其 中 G= U(D ,表示 群 只 有 一 个 , 即 

G= {diag(e-a4，,erive10E 玉 }. 


这 一 例子 又 可 分 为 两 种 情况 :@ gq,,…,gqy 不 全 为 零 , 这 时 p : U(D) 人 G 是 同 构 (C 


中 因 C'。 依赖 于 多 的 基底 {6,}, 故 由 式 (1-5-25) 定 义 的 FP, 也 依赖 于 基底 . 定义 式 (L5-23) 中 的 FF 应 为 正 交 
归 一 基底 {6,} (含义 及 理由 见 选读 1-5-3) 所 定义 的 严 ”， . 
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是 忠实 表示 ); @g =…=gq, =0, 这 时 G 只 含 恒 等 元 6=diag(1,…,]), p 是 同 态 而 非 
同 构 . 情况 四 虽然 没有 什么 实用 意义 ,但 可 作为 一 个 最 简单 、 最 极端 的 例子 帮助 读 
者 想像 p : G->C 不 是 同 构 的 情况 . 现在 回 到 本 注 记 开头 的 最 一 般 情 况 . 虽然 无 法 
保证 所 有 p : G 一 G, 都 是 同 构 (甚至 无 法 保证 至 少 有 一 个 p, 是 同 构 ), 但 不 妨 认为 
规范 场 论 是 在 如 下 默认 前 提 下 讨论 的 : 

默认 前 提 ” 若 geG 满 足 p(g)=6eG,i=1,…,1, 则 g=eeG. 

下 面 说 明 上 默认 这 一 前 提 的 理由 . 假定 这 一 前 提 不 成 立 , 即 G 包含 满足 如 下 条 
件 的 非 独 点 子 集 NCG: 

gEeN Op(e)=6 eG, i=1,.…,7, 
则 易 证 和 N 是 G 的 正规 子 群 (定义 见 $G.1). 由 于 真正 用 来 作用 于 粒子 场 G(x) 的 群 元 
都 是 表示 群 (而 非 G 本 身 ) 的 元 素 , 所 以 ,假定 G 包含 了 满足 上 述 条 件 的 正规 子 群 NN， 
就 应 认为 当初 把 G 选 为 内 部 变换 群 时 取得 “ 太 大 ”了 ,完全 可 以 用 “ 较 小 ”的 商 
群 G'=G/N 代替 (用 正规 子 群 构造 商 群 的 做 法 类 似 于 用 理想 构造 商 代 数 的 做 法 ， 
后 者 见 选 读 G-3-1), 相应 地 可 以 自然 定义 同 态 映射 p' : G' -> G, .此 举 即 可 保证 G 
和 全 部 的 p' 满足 上 面 的 默认 前 提 . 由 此 , 利用 正规 子 群 与 理想 的 对 应 关系 ( 见 选 读 
G-3-1 注 2), 就 可 保证 
P(A4)=0, i=1…,T 过 4=0e 多 ， 其 中 多 是 G 的 李 代 数 . ([-5-27) 

此 式 在 不 少 情况 下 都 很 有 用 , 例如 , 见 式 (1-7-8) 后 第 一 行 . 
[选读 1-5-2] 

为 帮助 读者 更 好 地 理解 正文 的 内 容 , 本 选读 介绍 笔者 对 与 规范 场 论 有 关 的 部 
分 数学 问题 的 认识 , 特别 是 , 例如 , 对 G(x) 的 理解 .规范 场 论 总 要 涉及 内 部 变换 李 
群 G 及 其 表示 群 G (一 个 或 多 个 ). 所 谓 “G 的 表示 空间 是 NN 维 复 矢 量 空间 必 ”, 是 
指 任 一 eG 都 是 从 玉 到 矿 的 可 逆 线 性 映射 , 即 eGL(N,C) ( 见 中 册 小 节 G.5.4 开 
头 ). 为 适应 规范 场 论 的 需要 , 还 须 对 友和 @ 提出 某 些 要 求 .通常 要 求 拨 是 ( 复 ) 内 积 
空间 ( 见 中 册 §B.1 定 义 1), 而 且 台 的 作用 保 内 积 , 于 是 G 就 是 西 群 U(N) 或 其 李子 
群 . 然而 , 某 些 物理 场 (如 Dirac 场 ) 的 规范 理论 不 满足 这 一 要 求 , 为 了 把 这 些 物理 场 
也 纳入 我 们 的 理论 框架 , 本 附录 把 对 亚 的 要 求 略 加 放宽 :保留 8$B.1 定 义工 的 条 件 
(a), (bj, (ec) 而 把 条 件 ( 四 弱化 为 只 要 求 内 积 非 退化 而 不 要 求 内 积 正定 , 对 8 则 仍 要 求 
保 内 积 . 以 U() 代 表 了 区 上 全 体 这 样 的 保 内 积 映 射 构成 的 群 [也 是 GLCN,C) 的 李子 
群 ], 则 我 们 要 求 G 是 阅 (『 或 其 李子 群 . 一 个 微妙 的 问题 是 G(x) 的 含义 . dimV =1 
时 G(x) 是 复数 , G(x) 自然 定义 为 bz) 的 共 斩 复 数 . 但 在 dimF >1 时 尚未 给 及 (xz) 下 
过 定义 .既然 G(x)e 了 ,我 们 就 规定 G(x)eV*( 其 中 V* 是 VV 的 对 偶 空间 ), 其 定义 是 
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[以 下 把 p(x) 和 #(x) 简 记 作 G 和 ] 

$V) := (Gp,W), Vy eV [(G,W) 代 表 b 与 w 的 内 积 ] (1-5-28) 
根据 中 册 命 题 B-1-1 (用 于 有 限 维 的 入 )， 式 (I-5-28) 定 义 了 一 个 从 下 到 斑 的 一 一 到 
上 映射 , 即 G FG (9 与 9 的 关系 就 是 左 、 右 舌 的 关系 ), 故 VV* 的 任 一 元 素 都 可 表 为 
8 ,其 中 GeV. 于 是 信 上 的 内 积 自然 在 V* 上 诱导 一 个 内 积 , 定义 为 

(GP) := (yb) VG,V eV’. 
因为 G 的 表示 群 G 是 U(V) 或 其 李子 群 ,所 以 存在 同 态 p : G_> 癌 (四 .这 局 又 自然 
诱导 出 映射 :GZ(07), 定 义 为 
P(e)g := pl(e)bh, vgeG, $ eV'. (1-5-29) 

其 中 P(g)b 代表 P(g)e.Z(V'*) 对 Gp eV'* 的 作用 结果 , p(g)b 代表 pl(g)e 右 (V) 对 
用 e 太 的 作用 结果 所 对 应 的 左 失 [ 读 者 不 难 验证 5(g) 对 的 作用 的 确 是 线性 
的 ]. p(8) 保 内 积 导 致 5(g) 也 保 内 积 , 因为 vp ,eV 有 


(P(g)¢, P(g)W)=(p(8)g, p(e)W)=(p(eW, pl(g)b)=(v,6) =(6,7), 


[其 中 第 一 步 用 到 式 (1-5-29), 第 二 、 四 步 用 到 (G8,W)=(W,) ， 第 三 步 是 因为 p(g) 保 
内 积 . ] 于 是 5(g)e U(V*), 故 可 写 D:G->U(V'). 

命题 I5-1 FD:G->U(V*) 是 同 态 ,因而 也 是 G 的 表示 . 

证 明 因 V6,w eV 有 


[P(g)$ lv)= pl(e) (y)=(p(g)p,v)=(p(g) pl(g)y, pl(e)'y) 
=(6, p(g) wy)=G(p(8) 'w)=[G ° p(g8) IYy), 


[其 中 第 一 步 用 到 式 (I-5-29), 第 二 、 五 步 用 到 式 (1-5-28), 第 三 步 用 到 Pp(8) 保 内 积 .] 
所 以 


(1-5-30) 


P(g)$ =$ ° plg) . (I-5-31) 
于 是 Vgl, gcG, 及 Er 有 
(SN)L5(8) 而 =[58) 列 -PCg) "=[B° p(gs) "1° plg1) 
=Bo[p(83) oplg1) ] = 页 o[p(gi)op(8) =B° p818;)" = P(g182)7, 
[其 中 第 一 、 二 、 六 步 用 到 式 (I-5-31), 第 五 步 用 到 p 的 同 态 性 .] 可 见 
P(g182)= P(g81)P(8;). 图 
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在 表示 空间 人族 中 选 定 基 底 {&,} 后 , GeV 就 可 表 为 列 阵 , 故 eV'* 是 行 阵 (参见 
§2.3 例 1 ), 而 且 似乎 应 有 5G =[6b,…,9]. 然而 应 强调 此 式 只 在 满足 一 定 条 件 时 成 
立 . 令 从 =[ 册 ,办 ] 我 们 来 看 在 什么 条 件 下 有 5 =G'i. 把 p 和 w 用 基 矢 展开 : 
用 二 下 办 2 4 = > Wném ? 


GW) = Tbe DraVnen) = Da BYE En) = By,H,,, (5-32) 
其 中 刁 ,， ==(5,,6,) .如果 内 积 正 定 , 则 可 选 正 交 归 一 基底 {&,} 使 万 ,，= 5 ,这 时 式 
(1-5-32) 简 化 为 Gg(W)= By, = 从 人) ,因而 BF =Gi. 然而, 如果 内 积 非 正定 , 则 对 
任何 基底 都 不 会 有 万 ,= 5,, .把 y 和 Yi 分 别 看 作 列 阵 和 行 阵 , 即 


Wi _ 
v= |， =[h ,by], 
Ww 
便 知 多 和 从 的 答 阵 元 (复数 ) 可 分 别 表 为 Wi = 多 ， 从 = 到 ， 故 式 (I-5-32) 可 改写 为 
GW)= Dn Hm = Dna H) Ym =(G' Hy, (5-33) 
所 以 
$=GiH.，  ( 行 阵 等 式 ) (1-5-34) 


当 内 积 正 定 且 基底 正 交 归 一 时 万 = 了 (单位 阵 ), 上 式 才 回 到 =G1 .仿照 
(by)=G(y)=0 Hy 
可 写 出 
(plg)p, pl(g)w)=[p(g)g] Hp(e)w = p(e)’ Hp(g)Ww, (I-5-35) 


[第 一 个 等 号 左边 的 p(g) 是 线性 变换 , 右边 的 p(g) 是 该 变换 的 矩阵 . ] 故 保 内 积 条 
件 (8,w)=(p(g)bp, p(8)w) 可 改写 为 


Gi Hy =p(e)' Hp(g)y, (1-5-36) 
因而 万 = p(g)1 Hp(g), 于 是 
plg) =H"'p(e)'H, vgeG. (1-5-37) 


这 就 是 保 内 积 条 件 的 矩阵 表述 . 当 内 积 正 定 而 且 基 底 正 交 归 一 时 上 式 回 到 
P(g8)”=p(8)', 即 p(g) 是 西 矩 阵 .这 是 当然 的 , 因为 这 时 全 是 酉 群 U(J) 或 其 李 
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子 群 . 

我 们 曾 用 式 (I-5$-14) 定 义 局 域 规范 变换 人 办 =Lb, 9 =GU .现在 可 看 出 第 二 式 

其 实 是 第 一 式 的 产物 , 因为 

=H=(UGONH=GUIH=(GHNHTIUIH)=GUT!, (1-5-38) 
其 中 第 一 步 用 到 式 (1-5-34), 最 未 一步 用 到 式 (1-5-34) 和 (I-5-37)[ 式 (I-5-37) 中 的 p(g) 
就 是 UJ]. 式 (1-5-38) 其 实 就 是 (1-5-31) 的 算 阵 形式 [用 式 (I-5-29) 把 (1-5-31) 收 写 为 
pl(g)8 =G。pl(g) 就 易于 看 出 ]. [选读 I-5-2 完 ] 
[选读 I-5-3] 

本 选读 补 证 .2 = .有 NM .物理 学 中 常见 的 内 部 变换 群 G 通常 可 分 为 简单 的 和 
复杂 的 两 种 , 前 者 指 G 为 U() 或 单 紧 李 群 , 后 者 指 G 为 若干 个 U() 和 (或 ) 若 干 个 
单 紧 李 群 的 直 积 . 规范 场 论 教材 ( 含 本 书 ) 通 常 只 介绍 简单 情况 下 .ZI = .By 的 证 
明 , 据 此 , 原则 上 可 “组 装 ” 出 复杂 情况 的 证 明 ( 但 还 需要 进一步 的 知识 ). G= U(D 
的 情况 已 在 小 节 工 5.1 中 解决 , 现在 要 对 G 为 单 紧 李 群 的 情况 给 出 证 明 . 场 论 中 遇 
到 的 单 紧 李 群 G 的 李 代 数 多 通常 有 负 定 的 嘉 当 度 规 K( 见 中 册 8G.8), 即 多 有 正 
交 归 一 基 {e@,} 使 K(e,,e,)=--6, .规范 场 论 可 以 涉及 不 止 一 个 物质 场 ( 记 作 A,B,… 
每 个 场 (例如 A ) 相 应 于 一 个 表示 , 即 p、: G 下 G、, 总 拉 氏 密度 .等 于 物质 场 的 
拉 氏 密度 多 ,.%，,… 以 及 YM 场 的 拉 氏 密度 .%\ 之 和 . 由 定义 式 ([L-5-23) 可 知 空 ， 
与 表示 无 关 , 故 可 任 选 一 个 表示 以 助 证 明 . 由 G 是 单 李 群 可 证 上 述 表 示 要 么 是 忠 
实 的 要 么 是 平凡 的 [ 指 p(g)=EéeG VgeG] 而 所 有 表示 中 必 有 非 平 凡 者 (否则 “这 
个 场 论 的 内 部 变换 群 是 G ”的 提 法 就 总 无 意义 ) 因此 总 可 选 一 个 忠实 表示 , 就 记 作 
P: GCC. 但 @ 是 矩阵 群 保证 G=GL(U)[ 即 附录 G 的 GL(m)], 故 也 可 写 p : 
G 一 GL(V), 于 是 p,: 8 人 BUG = -多 ( 门 就 是 多 的 一 个 表示 , 而 且 D 为 忠实 表 
示 导 致 p. 为 忠实 表示 . 可 以 证 明 , 单 李 群 G 的 李 代 数 多 的 患 实 表 示 的 广义 嘉 当 度 
规 ( 见 中 册 8§G.8 未 )K 满足 K=4K ,其 中 KK 为 多 的 嘉 当 度 规 , 4 是非 零 实数 . 设 
{@,} 是 正 交 归 一 基底 , 令 忆 (x)=e,F,(x)e 多 并 简 记 作 FF,,, 则 p,P,, = 天 eg 


7 HAY 


为 证 .Zi = .8 可 先 证 下 式 ( 稍 后 补 证 ): 


16r0 .Gu =tr(F,FP””)，( 右 边 是 矩阵 户 ，，F4 的 迹 ) (1-5-39) 
然后 再 证 tr(Pi,P' 0)=tr(FyF4). 这 很 容易 ,因为 
tr PF) = UF U UPNU)= UU UF ,FY )=t(F,, FY”), 


其 中 第 一 步 用 到 式 (1-5-26"), 第 二 步 用 到 女 号 下 短 阵 的 轮换 性 , 
最 后 补 证 式 (1-5-39): 
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tr(P,P” ) 本 tr[(C.P )CD FE )] 3 tr[(p, 3 Pe, )(p, 2 Fe, )] 
= PP Fl(pe, pe)]= ,a P,P Rle,,e,) 
= PP Kle,,e,)= -1,7 PPS6, =16r4 2%, 


r,s=]” AUv 
其 中 第 四 步 用 到 式 (G-8-20)[ 请 注意 p,(e,)= P(e,)], 第 五 步 用 到 尺 =XK ,第 六 步 
用 到 KK(e,,e,)= 一 6,. 第 七 步 用 到 式 (I-5-23). 


以 上 证 明 过 程 对 内 部 变换 群 的 范围 作 了 限制 , 其 实 取消 这 种 限制 也 能 证 明 
-ZI = -Bm, 不 过 .%\ 不 再 用 式 (1-5-23) 定 义 , 略 . [选读 I-5-3 完 ] 


$1.6 截面 的 物理 意义 


本 节 ( 及 下 两 节 ) 要 用 从 语言 重新 表述 4 维 闵 氏 时 空 的 规范 场 论 . 设 理论 的 内 
部 变换 群 为 G , 其 表示 群 为 C (存在 同 态 映射 p : G -> G ), 表示 空间 是 复 N 维 矢量 
空间 及 (默认 和 中 已 选 基底 , 故 可 用 和 矩阵 语言 ). 为 了 用 丛 语言 表述 这 一 理论 , 先 以 
了 为 底 流 形 、G 为 结构 群 构造 平凡 主 从 P=R*xG ,其 中 G 对 PP 的 自由 右 作用 
R: (RxG)xG—» RixG 


由 下 式 定 义 : vg, e G ,定义 R :RRexG 一 展 'xG 为 
R(x,82):= (Xx,88), V(x,g)eR'xG. 


设 o: 民 一 P 和 o': 民 ->P 是 P 的 两 个 (整体 ) 截 面 , 则 VxeRR' 存 在 唯一 的 
g(x)eG 使 
o'(x)=o(x)g(x). (I-6-1) 
这 表明 主 从 的 一 个 截面 变换 or o' 给 出 RR 上 的 一 个 “ 群 元 场 ”g, 即 映射 8 : 
”> G .自然 想到 用 群 元 g(x) 构造 一 个 局 域 规范 变换 , 从 而 在 从 理论 与 规范 场 论 
之 间架 起 桥梁 . 具体 说 , 令 U(x)= p(g(x))e G, 以 U(x) 充当 式 (I-5-14) 的 U(6(x)) 作 
用 于 粒子 场 g(x) eV , 便 得 局 域 规范 变换 


(x) =U(X)G(x)= p(g(x))p(x)( 方 阵 乘 列 阵 ). (1-6-2) 
可 见 主 从 的 一 个 截面 变换 or o' 给 出 RR 上 的 粒子 场 g(x) 的 一 个 局 域 规范 变换 
$9 ,反之 亦 然 .为 了 得 到 进一步 的 物理 结果 ,再 给 P 配 上 一 个 伴 从 . 令 F=V 


(p 的 表示 空间 ), 则 任 一 fe 都 可 看 作 一 个 NN x1 的 列 阵 . 再 定义 左 作 用 x : 
GxF 一 玉 为 
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MaCj) := PDCA) [ 方 阵 (8) 乘 以 列 阵 太 ]， vs eG,fieF, (6-3) 


便 得 到 一 个 伴 矢 从 QQ .因为 cCoJer [zcP, 所 以 对 月: 上 的 任 一 已 值 函数 了: 
RR > 五 有 o(x): As 人 [zcoO. 我 们 记 
D(x)=0(x): f(x)eQ. 
既然 PP 上 的 一 个 截面 变换 or o' 给 出 一 个 群 元 场 g : 了: ->G ,而 g(x) 又 诱导 出 
一 个 了 (x)= Xscyf(X), 所 以 又 可 构造 出 男 一 个 @B'(x)=o'(x)- 了 "(x)e 0. 不 过 下 式 
表明 @'Co = D(x) : 
D'(x)=0(x): f(x)=0(x)8(x) :Keof (x) 
=0(x). g(x) Kacy f(x)=0(x): g(x)" g(x) f(x) = D(x), 
其 中 第 四 步 用 到 $1.3 开头 关于 “把 x, (f) 简 记 作 g,f ”的 约定 . 可 能 会 提出 质疑 : 
难道 不 用 此 简化 记号 就 没有 结论 DB"(x) = B(x) 吗 ? 当 然 不 是 . 在 上 式 的 推导 中 除了 
这 一 简化 记号 外 还 用 了 另 一 简化 记号 , 即 $1.3 所 说 的 “点 乘 号 紧 左边 的 g 可 移 至 紧 
右边 ”, 而 这 一 结论 的 得 出 是 以 “把 x, (有 /) 简 记 作 gf ”为 前 提 的 . 同时 使 用 这 两 
个 简化 记号 就 会 得 出 正确 结果 . 不 用 这 些 简化 记号 当然 也 可 证 明 B'(x) = B(x), 为 
此 只 须 证 明 @B'(x) 与 B(x) (作为 PxF 上 的 轨道 ) 是 同一 轨道 . 

以 上 讨论 说 明 B(x) 与 式 (1-3-7) 中 的 v 的 非常 类 似 性 .前面 已 经 指出 该 式 可 改 
写 为 v(x)=(x,e, 1.)*/“(x), 再 把 (x,e,) 看 作 x 点 在 某 个 截面 映射 下 的 像 o(x), 则 
v(x)=o(x). f(x) 非 常 类 似 于 现在 的 B(x)=o(x): (x). 符号 v(x) 代 表 x 点 的 一 个 
切 矢 (时 空 矢量 ), /*“(x) 是 v(x) 在 标 架 e, |, 的 分 量 , 当 标 架 变 为 e' |, 时 分 量 相应 地 
变 为 “(x) ,但 矢量 v(x) 不 变 (是 绝对 的 ). 类 似 地 ,不妨 把 B(x) = o(x): 了 (x) 看 作 x 
点 的 一 个 “内 部 矢量 ”, 把 o(x) 看 作 x 点 的 一 个 “内 部 标 架 (internal frame )”, 再 
把 f(x)e 五 = 广 自然 地 改写 为 p(x)eV 并 把 p(x) 看 作 B(x) 在 此 标 架 的 分 量 , 则 当 
内 部 标 架 变 为 o'(x) 时 分 量变 为 8'(x) , 但 内 部 矢量 B(x) 不 变 ( 因 而 是 绝对 的 ). 前 已 
讲 过 , (x) 场 [ 配 以 相应 的 规范 势 4, (x) ] 的 总 -2 在 局 域 规范 变换 


$00) V(x)=U(X)9(x)  [ 配 以 相应 的 变换 4.(z) 上 44(x)] 


下 不 变 , 也 可 以 说 粒子 场 的 状态 在 这 一 变换 下 不 变 , 现在 看 到 B(x) 正好 描述 这 一 
状态 , 因此 最 好 把 B(x) 称 为 粒子 场 . 规范 变换 9(x) 卢 8'(x) 所 改变 的 只 是 粒子 场 的 
分 量 G(x) 而 不 是 粒子 场 B(x) 本 身 . 事实 上 , 在 G(x) 变换 为 G'(x) 的 同时 内 部 标 架 也 
从 ol(x) 变 为 c'(xz)=a(xz)gs(00 ,而 且 这 两 种 变换 的 搭配 是 如 此 适当 , 以 致 于 (绝对 
的 ) 粒 子 场 B(x) 不 变 . 我 们 在 8L5 中 已 经 看 到 , 为 了 保证 总 拉 氏 密度 .多 在 局 域 规范 
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变换 (现在 也 可 说 主 从 P 的 截面 变换 ) 下 的 不 变性 , 必须 引入 规范 势 A,(X) ,而且 它 
在 规范 变换 下 必须 按 适 当 方 式 从 4,(x) 变 为 4,(x). 既然 刚才 已 认识 到 g(x) 的 规范 
变换 G(x) SY'(x) 对 应 于 一 个 绝对 的 (不 变 的 ) 事 物 B(x), 自然 要 问 :规范 势 的 变换 
水 0 水 (是否 也 对 应 于 一 个 绝对 的 事物 ?答案 是 肯定 的 , 详 见 下 节 ( 那 里 将 证 
明 规范 势 对 应 于 主 从 的 联络 ). 进一步 说 , 为 了 保证 总 多 不 变 ,多 中 涉及 的 、 对 
G(X) 的 导数 应 为 协 变 导数 D,p(x) [而 不 是 偏 导数 .go ], 它 在 规范 变换 下 也 要 按 
适当 方式 变换 , 所 以 还 应 追问 : D,yp(x) 的 变换 是 否 也 对 应 于 一 个 绝对 的 事物 ?答案 
也 是 肯定 的 , 详 见 8I.9. 

可 见 , 当 P=R*xG 中 的 G 代表 物理 上 的 内 部 变换 群 时 , 主 从 P 及 其 相应 伴 从 
的 截面 有 如 下 简单 而 重要 的 物理 意义 : 伴 从 的 一 个 截面 6 : R' 0 代表 底 流 形 
上 的 一 个 粒子 场 , 主 从 的 一 个 截面 o : 了 一己 则 代表 对 规范 (体现 为 对 内 部 标 架 ) 
的 一 种 选择 , 见 图 I15 . 其 实 这 一 结论 也 适用 于 非 平凡 主 从 PCM,G) (其 中 MM 是 4 
维 流 形 ) 及 其 相应 伴 从 , 只 不 过 截面 前 应 加 “局 域 ” 一 词 . 


G Pp 


一 个 规范 选择 


入 /4 


R 
I-15 主 从 P 的 截面 是 规范 选择 , 伴 从 9 的 截面 是 粒子 场 


8L7 规范 势 与 联络 


本 他 在 上 节 的 基础 上 说 明 Yang-Mills 规范 势 对 应 于 主 从 的 联络 . 先 讨论 平凡 
主 欠 P=R* xG, 即 是 用 从 语言 重新 审视 小 节 15.2 的 物理 问题 . 以 fe } 代表 内 部 变 
换 群 G 的 李 代数 多 的 基底 , 令 

w(xX)=ke,44.(x)，(K 为 而 合 常数 ) vxeR’， (1-7-1) 


则 由 和 (x)e 民 及 ee 多 可 知 W(x)e 儿 ,因而 we 4,(0,9). 设 {fx} 是 (R',7,) 

的 洛 伦 兹 系 , 则 w= wdx* e 4A,,(1,9) . 设 是 P 上 的 联络 , Uc RR 和 VCR 都 是 
开 子 集 VIMFzC, oj:U 政 P 和 o, :VP 都 是 截面 , 则 由 $1.2 知 w@,=o,6 

和 =car 名 构成 QUF 上 的 联络 ( 按 红 .2 定义 3), 两 者 间 的 变换 关系 就 是 式 (1-2-5). 
以 o 和 oo 分别 代表 oj 和 oo , 则 vxeUNV 存在 唯一 的 g(x)eG 使 
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o"(x)=o(x)g(x) . [ 式 (1-6-1)] 

这 个 g(x) 义 自然 给 出 一 个 规范 变换 J'(x) = p(g(x))y(x) [ 式 (6-2)], 从 而 导致 4 势 
变换 4(C0Fy 4 (0 ,再 由 式 (1-7-1) 及 w= wdx* 便 知 这 又 导致 从 w 到 w' 的 变换 . 
如 能 证 明 这 一 变换 满足 联络 的 变换 式 (-2-5)( 以 中 和 o' 分 别 充当 该 式 的 ov 和 四,)， 
便 可 证 明 w 的确 是 联络 . 对 比 式 (1-6-1) 与 (1-1-12) 可 知 式 (1-2-5) 的 g 相当 于 现在 的 
2 [是 指 由 g (x) := (g(x))" eG Vxe 民 定义 的 映射 g-: 有 ->G], 故 式 (2-5) 
现在 可 以 表 为 

OF)= 0 OF + Ley 8 (YF), Vxo eR’,Y eT, R’. (1) 
者 了 =0/0x* |,, 则 上 式 成 为 

W(X0) = Kh yD (Xo) + Leo ys 2 "(0/Ox’ | ),， vx € R’. (I-7-2") 


反之 , 如 能 验证 上 式 对 任 一 4 成立, 则 式 (1-7-2) 成 立 . 既然 w(x) = ke,4i(x) ,为 验证 
式 (7-2) 自 然 要 用 规范 4 势 少 的 变换 式 (-5-20), 式 中 的 U6(x)) [ 简 记 作 U(x) ] 应 
理解 为 U(x) = p(g(x)) ( 见 上 节 ). 令 


D(x) = kA, (x) = ikL, A (x) eG, Yr)=kA (Ne, (1-7-3) 
则 由 式 (I-5-20) 得 
d=U000,0U00)  -[2.UCDICD (L7-4) 


UGCOU(x)”= 了 (单位 矩阵 ), 故 由 9%1=0 得 U(x)3,U(x)" =-[9,0(x)]U(x)7 ,于 
是 式 (I-7-4) 可 改写 为 
W(x)=U (XD, x)U (x) +U (C00,.U (xz . (LI-7-47) 


把 上 式 用 于 点 罗 e 民 ' 并 以 p(g(xo)) 代 替 U(x,) 得 
plg(x)” ， (I-7-4") 


其 中 6/6x* |，p(g(x))” 代表 对 算 阵 p(g(x))" 沿 3/9x* | 求 导 . 把 过 x 点 的 x* 坐标 
线 记 作 w(D)( 其 中 t=x*), 则 8/6x* | =d/dt|,。n(). 再 令 g(1)=g(7(?), 则 


Ox) = pgCo)G (x0) P(g) + p(g0, Di 


式 (L7-4") 右 边 第 二 项 - plgl%o) 5 


p(g(t))” = 9 [o(g(Cxo))o(g(D)] 
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d 到 d 要 d 
去 [Lge yp )]=Zoccoy 4 P(g(D)” )= Lge 证 
0 0 


gl plg™ (7(CD)] 


6 | 
一 p: i 让 总 | 3 (I-7-5) 


nD) = Laowwp'g ， 去 
其 中 第 二 步 是 因为 矩阵 p(g(x,)) 不 含 1 ,第 三 步 用 到 左 平移 的 定义 及 p 的 同 态 性 ， 
第 四 步 是 把 求 导 d/dt|_, 看 作 求 切 矢 , 第 八 步 用 到 附录 G 习题 20(b) . 另 一 方面 , 由 
式 (1-7-3) 得 


d 
上 -1 
= a 


,=kA,=k(-iL,)A’=kp,(e,)A’ = p,(ke, A’), (1-7-6) 
与 式 (1-7-1) 结 合 得 信 , = p,(@,), 类 似 地 还 有 人 心 ,= p.(o') . 于 是 
式 (7-4 ) 右 边 第 一 项 = sy(6 yD,(%0) = Wg yp LV, (XW0)] = pL (Xo)], 
(7-7) 
其 中 第 一 步 用 到 中 册 附 录 G 习题 19, 第 三 步 用 到 附录 G 习题 20(a) . 把 式 G-7-7) 和 
(1-7-5) 代 入 式 (I-7-4”) 得 
(x0) = pA yD (KW0) + Lec yg (0/0x’ 1, )], (I-7-8) 


与 心 ,= p,(@,) 比较 [并 注意 到 式 (I-5-27)] 便 得 到 待 验 证 的 式 (I-7-2). 可 见 w 的 确 是 
联络 . 令 4=e,4dx“, 便 有 w=k4, 故 言 YM 规范 势 对 应 于 联络 . 多 数 物理 学 家 喜 
欢 说 {41(x)} 代表 尺 个 规范 势 4 (x)…, 41(x) ,数学 家 则 更 常 说 它 是 一 个 规范 势 (一 
个 联络 )( 的 RR 个 分 量 ). 又 因 从 w 可 构造 忆 上 的 、 与 规范 选择 无 关 的 联络 已 (满足 
oO=ac'0, oO'=a" 扩 )) 所 以 索性 就 把 Bj 称 为 规范 势 . 于 是 得 出 结论 : P 上 的 联络 避 
在 物理 上 可 解释 为 规范 势 . 虽然 规范 势 4,(x),…, 人 4 (x) 在 规范 变换 下 要 变 , 但 万 变 
不 离 其 宗 , 这 个 “ 宗 ” 就 是 P 上 的 联络 避 . 这 就 回答 了 8L6 倒数 第 二 段 之 末 所 提出 
的 “规范 势 的 变换 是 否 也 对 应 于 一 个 绝对 的 事物 ”这 一 问题 , 这 个 事物 就 是 必 . 

刚才 的 讨论 还 可 推广 到 非 平凡 主 从 P(M,G) (其 中 M 是 4 维 流 形 ), 关键 差别 
是 现在 不 存在 整体 截面 , 因此 规范 势 只 能 局 域 地 定义 . 设 {0,V,…} 是 MM 的 一 个 开 
覆盖 , 而 日 其 中 的 每 一 个 开 集 都 可 以 定义 局 域 平凡 (如 工 ,, 态 ,), 则 在 U,V,… 上 可 以 
定义 wj, @,,…, 合 起 来 便 给 出 了 上 的 一 个 联络 性. 

以 上 只 讨论 了 规范 势 4 , 还 应 进一步 讨论 规范 场 强 . 对 电磁 场 来 说 , 规范 势 4 
对 应 的 规范 场 强 就 是 电磁 场 张 量 ( 亦 称 电磁 场 强 ) = d4 . 我们 早已 熟知 电磁 场 强 
玉 在 4 势 4 的 规范 变换 下 不 变 . 既然 电磁 4 势 4 对 应 于 联络 已 , 这 一 事实 也 可 用 
底 流 形 R* 上 的 联络 o 在 截面 变换 下 的 变换 关系 [ 式 (-7-2)] 再 次 验证 . 电磁 场 涉及 
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的 是 阿 贝尔 群 U(D, 其 群 元 的 乘法 可 交换 , 由 此 可 知 式 (I-2-16) 可 简化 为 
O=wO+g dg. 
0 和 ww" 分 别 与 4 和 4' 成 正比 , 县 比例 系数 相同 , 故 由 下 = d4 和 天 "=d4' 可 知 为 了 
证 明 F'=F 只 须 证 明 dw'=dew ,为 此 又 只 须 证 明 d(g -idg)=0. 由 g(x)-!g(x)=1J 
得 
(dg ')|. g(x)=-g (x) dgl,, 
以 g (xz) 乘 两 边 并 利用 乘法 可 交换 性 便 得 dg- =-g-!ig-1dg ,因而 
dg dg)=dg Adg= gg dgAdg=0. 

但 情况 对 非 阿 贝尔 群 的 YM 场 却 不 如 此 简单 . 从 式 (1-5-22) 已 经 看 到 当 内 部 变 

换 群 的 结构 常数 C0 时 Fz Fi, 即 F”zF" .既然 规范 势 在 从 语言 中 对 应 于 


联络 , 那么 规范 场 强 也 对 应 于 某 种 几何 对 象 吗 ?答案 是 肯定 的 :规范 场 强 对 应 于 主 
从 上 的 曲率 (而 且 它 是 规范 不 变 的 ). 详 见 下 节 . 


$18 ”规范 场 强 与 曲率 


设 K 是 流 形 , 是 李 代数 , 则 A (i, 多 ) (i 为 正 整数 或 零 ) 是 矢量 空间 [ A (i, 儿 ) 
的 定义 见 中 册 $C.1 定 义 21. 
定义 1 Vg9e h(i 多 ), We 从 (j, 多 ) ,定义 括号 [pyr]s Ax(itj, 多 ) 为 
1 
[9, yw] (Xr) Ee TA VXrrnD ,ncn))], 
(1-8-1) 
其 中 多,…,X,, ;是 上 的 任意 矢量 场 , x 代表 (1…,i+ 的 排列 , 6. = +1, ( 偶 排列 


取 +1 , 奇 排列 取 -1. ) 右边 的 方 括号 代表 多 的 李 括 号 . 
例 1 设 geA4(2,9), ye A(, 多 ), 则 


[9, 多] (Xi, X,, X,) 


= {oC Xa), yO [ps y+ pC, ) yO) 


[9p(Xs,X), YX + [pK Xi) YK) [p(X ,Xs), YX)}. (1-8-2) 
注 1 设 we 人 (1,9), 则 [w,w]e A (2, 多 ) 按 式 (1-8-1) 应 满足 
[@, olX, XK)=[@(X), Xs)] -Lo(X), OX)]=2[o(X), o(X,)], (1-8-3) 
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可 见 [o,w] 一般 非 零 . 

按照 8C.1 定义 2, 任何 g e A4(i, 乡 ) 都 可 表 为 gp =e,p" ,其 中 fe jlr=1…, 太 是 
多 的 基底 , ge A (i, 民 或 C). 就 是 说 , 设 dim 儿 =R, 则 9g 可 表 为 RR 项 之 和 , 每 项 都 
取 4e 的 形式 ,其 中 4e8, @ € A (i, 民 或 C). 

定理 1-8-1 设 4,Be 儿 , ge A(i, 民 或 C),BeA(j, 民 或 C), 则 

[4a, BB]=[4, Bl(a ~ Pp), (1-8-4) 

式 中 左边 的 [,] 是 按 式 (I-8-1) 定 义 的 括号 , 右边 的 [4,B] 是 4, Be 多 的 李 括 号 . 

证 明 习题 . 口 

流 形 天 上 全 体 乡 值 形式 场 的 集合 配 以 定义 1 的 括号 运算 称 为 一 个 阶 化 李 代 
数 ( graded Lie algebra ), 此 括号 有 两 个 与 李 括号 相似 但 不 同 的 性 质 , 关键 差别 在 于 
它 要 关心 参与 运算 的 对 象 的 “ 阶 数 ”i, j,k, 见 如 下 定理 . 

定理 I-8-2 vg eA(i,9), ye A (j,9), pe A.(k,9), 有 


(a) [9,y]=-(-D’[y,9], (I-8-5a) 


(b) CD [Ig, wy], p]+ (1 [Ip, 9], wy]+ -Dy, p], 9]=0. (I-8-5b) 
证 明 留 作 习题 . 提示 :把 w 和 wy 分 别 写 成 RR 项 之 和 , 每 项 取 4a 和 BB 的 形 
式 , 再 用 式 (1-8-4)、(5-1-3)、(G-3-2)( 雅 可 比 恒等式 ) 以 及 横 积 所 满足 的 结合 律 .， 口 
引 理 I-8-3 设 M, N 是 流 形 , 乡 是 李 代 数 ，4e 儿 ,ff : M 一 NN 是 C” 映射 ， 
Qe A,(i, 民 或 C), 则 
(a)d(Aa)= Ada, (b) f°(40)=Af°a, (c) f'(da)=d(f'a), (I-8-6) 
其 中 广 (da) 是 4a 的 拉 回 , 其 定义 仿照 上 册 $4.1 定义 3. 
证 明 由 §C.1 定 义 3 及 了 "(4Qa) 的 定义 易 证 (a) 和 (b). 再 仿照 命题 16-3-1 的 证 
明 又 可 证 明 (c). 口 
定理 I-8-4 设 geA(i,9), yw eA(j, 多 ), 则 . 
dfg,w]=[dp,y]+(-l) [9,dvy]. (1-8-7) 
证 明 留 作 习题 . 提示 :把 gq 和 yw 分 别 写 成 RR 项 之 和 , 注意 到 式 (1-8-4) 及 
(I-8-6a), 可 知 只 须 证 d(g 入 PB)= da 和信 B+(-1)'ga 人 dp ,而 这 不 难 从 式 (5-1-12) 出 发 
证 实 . 口 ] 
定理 I-8-5 设 /: M 一 NN 是 C” 映 射 , ge A(i,9), ye A,(j, 多 ), 则 
(a) f [pv]=[f ,fy], (b)d(f’9)= f° (dy). (1-8-8) 
证 明 和 留 作 练习 . 提示 :(a) 由 式 (-8-6b) 可 知 只 须 证 六 wa 和 有)= f*a 人 入 f°p.(%) 
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利用 式 (I-8-6). 口 
定义 2 设 P(M,G) 是 带 联络 避 的 主 从 . 
(a) V9 e 4(i, 多 ) ,定义 + e A,(i, 多 ) 为 
O°" (Xs, Ki) := P(X, KT ), (I-8-9) 


其 中 针 ,…,X, 是 P 上 任意 矢量 场 , XX9,…,XH 是 了 Y,…, 了 XY (用 避 判 断 ) 的 水 平分 量 . 
(b)p e 44,(i, 儿 ) 的 协 变 外 微分 (exterior covariant differential) Dg 定义 为 


Dp := (do) e Ap(i+l1, 2). (I-8-10) 
(0c) 联 络 届 e A,(1, 多 ) 的 曲率 .0 定义 为 
0 := DO=(d6)" e A,(2,9). (I-8-11) 
定理 1-8-6 ( 嘉 当 第 二 结构 方程 ) 
= d6 +3[6, 6]. (1-8-12) 


证 明 [ 选 读 ] 
注意 到 场 的 等 式 [局 ,局 ]( 辣 ,到 )/2=[ 司 (后 ) (XJ][ 式 (1-8-3)] 及 


Q(X ,KX)=(d0) (X,Y,)=d6(X", X,"), 
只 须 证 明 VpeP 及 X,YeT,P 有 
d6® |, (X,Y")=d6|, (X,Y)+[6,(X), 6,(7)]. (1-8-13) 
利用 上 式 对 钱 和 了 的 双 线 性 性 , 只 须 就 以 下 三 种 情况 给 出 证 明 ， 
情况 A( 针 和 了 都 水 平 , 即 X,Ye 昌 ,) 这 时 6B,(X)=0= 避 ,(Y) , 故 式 (I-8-13) 
右边 第 二 项 为 零 . 又 因 现 在 YH = 了 ,XH=Y, 式 (1-8-13) 显 然 成 立 . 
情况 B (XX 和 了 都 竖 直 , 即 X,VYeV,) 这 时 XH=YH=0，, 故 


d6@|,(X ,7")=0. 此 外 , X,Y 了 eV, 保 证 3 4,Be 儿 使 了 = 45, 了 =B,, 所 以 为 证 式 
(1-8-13) 只 须 证 明 


d6|,(4,B’)=-[6,(4°), 6,(B’)]. (I-8-14) 
作为 P 上 的 实 值 形式 场 , 虱 及 d 必 都 可 用 多 的 基底 {fe,} 展 为 B=eB 及 d=ed6， 
其 中 分 量 6' 及 d6@' 都 是 P 上 的 实 值 形式 场 , 把 第 5 章 习题 5 的 结论 用 于 现在 便 有 

d@’ (4A,B')= A(6’(B') -BG (4) -6 (A,B')). (1-8-15) 
这 是 也 上 的 实 值 标量 场 等 式 , 乘 以 e 后 给 出 PP 上 的 多 值 标量 场 等 式 
d6(A',B')=eA'(®’(B')) -eB'(@ (4) -6([4', BD. (1-8-15") 
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上 式 右边 第 一 项 可 改写 为 

eA(@’(B'))= 4 (6(B")), (I-8-16) 
其 中 人 A(6(B')) 代 表情 上 矢量 场 4 对 PP 上 多 值 标量 场 6(B*) 的 作用 结果 , 此 处 应 先 
和 补 上 这 种 作用 的 定义 : 流 形 上 的 任 一 失 量 场 丰 对 任 一 图 值 标量 场 珠 的 作用 定义 为 


X(F):= dF(X)eg. (1-8-17) 
借 此 定义 便 不 难 证 明 式 (I-8-16). 于 是 式 (IL-8-1$)) 又 可 改写 为 
d6(A4°,B')= A (6(B')) -BG(A)) -6([A', BJ). (1-8-15") 


由 联络 定义 2 条 件 (a) 可 知 上 式 右边 第 一 项 括号 内 的 B(B*) 在 P 上 每 点 的 值 都 是 
Be 多 [ 常 多 值 标量 场 ], 故 由 式 (1-8-17) 便 得 4*(@(B*))=0. 同 理 还 有 B*(6(4'))=0. 
于 是 式 (1-8-15") 最 终 简化 为 
d6@(4°,B')=— 6([4',B*])=- 6([A,B])=-[4,8], (I-8-18) 
其 中 第 二 步 用 到 定理 I1-8. 把 上 式 在 pp 点 取 值 ,注意 到 4=6,( 人 4),B=6,(B*), 便 
得 待 证 的 式 (1-8-14). 
情况 C (XeV,,YeH,) 这 时 3 4e 儿 使 了 =4’. 设 Z 是 点 x(p) 的 菜 邻 域 
上 的 某 失 量 场 Z 的 水 平 提 升 , 有 全 了 = 之 ， 则 
d6(4 2)= A (6(2) -2(6(4) -6([4, 2D) = 4°(0) -2(4) -6(0)=0, 
[其 中 第 一 步 用 到 式 (I-8-15), 第 二 步 依次 用 到 ZZ 的 水 平 性 、 联 络 定 义 2 条 件 (a) 及 定 
理 ]1-2-5.] 于 是 ; 
式 (1-8-13) 右 边 =d6@|, (4,2,)+[6,(4), 8,(2,)]=0+[4,0]=0, 
式 (1-8-13) 左 边 =d6@|, (XY,7”)=d6|, (0,7™”)=0， 
可 见 式 (I-8-13) 成 立 . 口 
定理 I-8-7 (Bianchi 恒等式 ) 
D4 =0. (-8-19) 
证 明 DO=(dO)8 ,而 由 定理 I8-6、I8-4 及 工 8-2(a) 可 知 


dD = d(d6 + [5,6]) =0 + dl6, 已 ] = [d6,6]+(-D)'[6,d6])} 


5 [da6,6]+ (1D)™[d6,6]) =[d6,6], (1-8-20) 
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故 对 PP 上 任意 矢量 场 X,7, Z 有 


DO(X,Y,Z2)= (dO) (X,Y,2)= dO(XY ,YY, 2). (1-8-21) 

由 式 (1-8-20) 及 (1-8-2) 可 知 上 式 右 边 是 6 个 李 括 号 (如 [d6(X*,YF)，6(Z*)]) 的 代数 
和 ,而 6(2Z")=6(X")=6(Y?)=0, 故 DO(X,Y,Z)=0, 因 而 DG =0. 口 
定理 1-8-8 dQ =[0,6]. (1-8-22) 


证 明 [02,6]=[d6 + 了 [人 5], 6]=[d6, 60]+ [6,0], 6]=[d6,6]=d0, 
其 中 第 一 步 用 到 式 (1-8-12), 第 三 步 是 因为 由 定理 I-8-2(b) 可 得 [[6,6], 6]=0 ,第 四 
步 用 到 式 (1-8-20). 口 
定理 I8-9 Ri 66=.Y 0, YgeG.(P 上 89 值 1 形式 场 等 式 ) (1-8-23) 
注 2 等 号 右边 也 常 简写 作 6. 
证 明 VgeG, peP， XeT,P 有 


(Ri BX) = (RoeX) = 018, (X) = (1 o 5, XX), 


g pg 


[其 中 第 二 步 用 到 联络 名 定义 2 条 件 (b). ] 故 有 式 (1-8-23). 口 
定理 T8-10 ”R 2=2 ,o 介 ,Vg eG.(P 上 多 值 2 形式 场 等 式 ) (1-8-24) 


* * 六 水 ~ 1 ~ ~ 本 ~ 1 wk ~ * ~ 
证 阴 R22=R; (d6 + [6,]) = d(R. 6) +- [Rs 6, R. 6] 
| Ee ee ~ 
CO) 二 BC- 太一 (d+ [GD) = 0, 


其 中 第 一 、 五 步 用 到 定理 I-8-6, 第 二 步 用 到 定理 I-8-5 , 第 三 步 用 到 定理 I-8-9, 第 四 
步 用 到 等 式 
dB) = of 1d6 和 be 6, 06]= 6, 0], 

以 上 两 式 的 证 明 留 做 练习 . 提示 :用 多 的 基 矢 {e,} 把 6 展 为 6=e,6"; 证 第 二 个 等 
式 时 还 要 用 到 .gt : 乡 一 多 是 李 代数 同 构 (附录 G 习题 23). 口 

设 U 是 MM 的 开 子 集 , ou : U 一己 是 局 域 截面 , 则 如 前 所 述 ， ov =o,* 6 在 物 
理 上 代表 规范 势 . 类 似 地 , 若 令 Cuv = or 人 , 则 下 面 将 证 明 Cuv 在 物理 上 代表 规范 
场 强 (gauge field strength). 


定理 1-8-11 人 2 =dwv +5Iauau]， (1-8-25) 


证 明 
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他, = av 0 =0, (d+ 5 [6, 性 ]) = d(o,®) + [cy 6, av 机] = dw, +13 [av w,]， 


其 中 第 二 步 用 到 定理 I-8-6, 第 三 步 用 到 定理 1-8-5. 口 
定理 I-8-12” 式 (I-8-25) 对 应 于 式 (I-5-22). 
证 明 以 Q 和 w 简 记 Q20 和 wu ,由 式 (1-7-1) 得 w= ke,4idx* ,代入 式 (I-8-25) 
给 出 


2 = d(ke, Adx’)+ 5 [ke, Asdx’, ie 不 der] 
=ke,d(A'dx’)+ 5 [e,,@] KA: Aidx* A dx" 


=ke,(d4,)A 人 dx” + FC hhde 人 dx 


st* KH 


= ke,[(0,A') dx" A dx’ 13kC" A A' dx 和 dc] 


1 r r r Ey 1t v 
-7h (0 hs -0, hd tkC's hk) dx’ A de’, (1-8-26) 


st 


其 中 第 二 步 用 到 定理 I-8-1. 只 要 令 FP, 与 2 以 如 下 公式 相 联系 : 


0 = Fhe,F, dx 和 dx’ ， (I-8-27) 
则 显然 就 有 
F',=0,4’ -0,4, +kC', A hd, 
此 即 式 (1-5-22). 口 


注 3 用 儿 的 基底 {e,} 把 w 和 0 分 别 展 为 =ew 和 2=e,42", 则 w” 和 
62" 依次 是 U 上 的 ( 实 值 ) 1 形式 场 和 2 形式 场 . 再 以 wr 和 2, 分 别 代 表 w' 和 42" 
在 坐标 基底 {0/3x*} 的 分 量 , 即 
w= (0/0"), 2’,= 2" (0/0x’, dO/Ox'), 


则 由 式 (1-7-1) 及 (1-8-27) 不 难 验 证 
w=kA4, ,=kF,, 
可 见 和 2%, 分别 是 规范 势 4 和 规范 场 强 丈 , 的 大 倍 , 因此 w 和 2 在 物理 上 的 
确 分 别 代表 规范 势 和 规范 场 强 . 
物理 中 用 到 的 李 群 大 多 是 矩阵 群 , 所 以 有 必要 找 出 在 矩阵 群情 况 下 括号 运算 


(1-8-28) 
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[,] 的 表达 式 . 设 8 的 元 素 是 WxN 实 ( 复 ) 矩 阵 , pe 人 人 @2G),s 避 (189), 则 
9(X1,…,X;) 和 yw(X,…, 闻 ,) 都 是 Nx WN 实 ( 复 ) 卸 阵 . 以 N =2 为 例 , 有 


G(X KE ) | 


ee (1-8-29) 
p(X, ; 计 ) PC 


PCS) -| 


定义 gp“ e Ax(i, 民 或 C) 为 
9 (和 := (于 …, 了 于)*，[ 指 式 (1-8-29) 中 的 矩阵 元 ]， (1-8-30) 
则 在 入 =2 的 情况 下 9 可 表 为 一 个 以 实 ( 复 ) 值 i 形式 为 矩阵 元 的 矩阵 : 


-1 D2 jg (1-8-31) 
此 式 的 自然 含义 是 
Be 人 ee 可 (1.8-32) 
WA ) 9 , (X,Y,) 


上 面 以 N =2 为 例 的 讨论 可 推广 至 N 为 任意 非 零 自然 数 的 情况 , 结论 : 儿 值 i 形式 
9 也 可 表 为 矩阵 , 不 过 和 矩阵 元 是 实 ( 复 ) 值 i 形式 pg“, .于 是 有 如 下 定义 : 

定义 3a 设 儿 是 和 矩阵 李 代 数 . 乡 值 形式 ge A(i, 多 ), ye Ak(j, 多 ) 的 棉 积 
9 入 W 定义 为 矩阵 “乘积 ”, 只 是 其 中 矩阵 元 的 “乘积 ”是 模 积 . 

例如 , 在 NN =2 的 情况 下 有 


1 1 1 1 
pA -| a a 
Ri Ls 


he Ae es Ge et (i+j, 702)). 
GAIA tO A GHA tgs A 
下 面 是 gp 和 yy 的 等 价 定 义 : 
定义 3b 设 {e,|r=1,…,R} 是 9 的 基底 ,把 g 和 w 分 别 写成 g=e.p7 和 
w=eW’' (对 r 和 ss 都 从 1 到 R 取 和 ), 其 中 yg eA.(i, 妥 或 C), yw’' eA.(j, 民 或 C)， 
则 gpg 和 y 又 可 定义 为 
PAY := ee (9” 和 ^%). (其 中 ErEs 代表 矩阵 e, 与 e 之 积 ) (I-8-33) 


作为 练习 , 请 读者 补 证 p ^y 的 这 两 个 定义 的 等 价 性 . 
定理 I-8-13 设 儿 是 矩阵 李 代数 , ps AL(i, 多 ), ye A(j, 多 ), 则 
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[pyl=pAy-(-D)y Ag. (I-8-34) 
注 4 请 注意 与 普通 矩阵 po, yw 的 对 易 子 [9p,y]= ow -wo 的 类 似 性 和 区 别 . 
证 明 把 g 和 yw 分别 写成 g =e,g 和 w =e,w’, 由 式 (1-8-33) 得 


式 (I-8-34) 右 边 =e,e,(g" 和 多) 一 (Deser(w 9’)=(e,e, -ese,)(9" 和 AW’) 


=[e,e'](O 和 Ww’)=[e,p' ,ey ]=[9,y], 


其 中 第 二 步 用 到 式 (5-1-3), 第 四 步 用 到 式 (1-8-4). 口 
定理 I-8-14 设 G 是 矩阵 李 群 , 则 

QO=dd+6 人 6, (1-8-35) 

11 = do +Or 和 Wy. (I-8-36) 


证 明 由 定理 I-8-6 知人 2=d6 +[6,6]/2. 注意 到 6e A,(1, 多 ), 由 定理 1-8-13 
得 


3[6,0] -766 "GAG)=6A6, 


故 得 式 (I-8-35). 同 理 可 证 式 (1-8-36). 
定理 I8-15 设 gy :nr 一 G 是 局 域 平 凡 妃 与 了 之 间 的 转换 函数 ， 六 
UNMNV 上 有 
Qy =20 Or， (I-8-37) 
含义 是 


Q(XT)=%,, (XY), vxeUNV, X,YeTM. (8-38) 


gob (x) 


证 明 以 cu 和 oy 分 别 代 表 与 7 和 Tj 相应 的 局 域 截面 , 则 


Q(X,YT)=(0, Q(X,Y) = 0(0,,X, 0,.7). (I-8-39) 

而 oy, 了 和 gy, 了 可 借 式 (1-2-8) 分 别 用 oj,X 和 owj.7 表 出 : 
OvsX = Re, (yoUk + [Loy gure (XN 0 (I-8-40a) 
OprY = Ro, GOUrY + [La Gg ure(D)]o oo: (I-8-40b) 


把 式 (1-8-40a) 右 边 一 、 二 项 依次 记 作 Zz, Z, , 式 (I-8-40 b) 一 、 二 项 记 作 玩 , 静 , 则 
QAX,Y)= (2 +Z, Wt) = OZ,W) + OZ, Wm) + OZ,,W)+ HO(Z,, Wm). 
上 式 右边 后 三 项 的 作用 对 象 中 都 有 一 个 竖 直 矢量 (Z, 或 大), 故 每 项 都 为 零 , 例如 
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2(D 月 )= (do (2,W)=(d)(Z®, =(d6)(Z24 0)=0. 
令 g= guv (Xx) , 便 有 
Q, (XT) = QZ,W)= 92(R ov R07) = (CR 2)(av.T, av 了 ) 
=(% 1)(0,.X,o,,.7) = 2 (oOQN(X Y)= 200 (XY). 


此 即 式 (1-8-38). 口 
定理 工 8-16 ” 当 结 构 群 为 矩阵 群 时 , 式 (I-8-37) 又 可 表 为 


fy = gop Qu gu. (1-8-41) 
证 明 由 式 (-8-37) 得 


Qy (X,Y)= 0 Qu (X,Y)= go (xu (X,Y) gu (x), 


其 中 第 二 步 用 到 附录 G 习题 19. 于 是 式 (I-8-41) 得 证 . 口 

注 5 式 (-8-41) 对 应 于 式 G-5-26). 

[选读 I-8-1] 

标 架 从 上 的 联络 称 为 线性 (linear) 联 络 . 我 们 重点 关心 两 个 问题 , 即 线性 联络 的 
曲率 和 挠 率 , 并 与 上 册 83.1 、§3.4 及 85.7 相 呼 应 . 

把 带 联络 主 从 的 曲率 定义 名 =D6s 用 于 标 架 从 就 得 到 线性 联络 的 曲率 ,与 
§3.4 定义 的 曲率 实质 相同 . 如 定理 I-2-8 所 述 , 标 架 从 FM 上 的 联络 仿 对 应 于 底 流 
形 M 上 的 导数 交 符 V ,而 根据 85.7,V, 配 以 UC M 上 的 一 个 标 架 场 {(e,)?} 给 出 
U 上 的 一 组 联络 1 形式 场 {@(V)s*} (此 符号 见 选读 I-2-1). 其 实 这 很 自然 : 选 定 
UCM 上 的 标 架 场 相当 于 选 定局 域 蕉 面 0 : U FM ,因而 可 从 FM 的 联络 避 得 
到 U 上 的 联络 =o 十 (@ 是 ww 的 简写 ). 但 是 仍然 存在 一 个 问题 :ww 是 U 上 的 多 
值 1 形式 场 ,而 §5.7 的 @(V)s* 却 是 U 上 的 实 值 1 形式 场 . 要 使 两 者 完全 “对 得 上 
号 ”, 只 须 注意 标 架 从 的 结构 群 GL(n) 是 矩阵 群 , 式 (1-8-32) 下 一 行 的 结论 成 立 , 即 
联络 1 形式 可 表 为 矩阵 , 因而 与 一 组 实 值 1 形式 {w@(V)s*} 实质 一 致 ,只 是 由 于 
选读 I-2-1 末 所 提 到 的 微妙 原因 ( 即 本 书 的 黎 曼 张 量 写 成 Rj 而 非 R4，), 才 导 致 
等 式 @*s =-@(V)s“. 同 理 可 知 $5.7 的 曲 认 2 形式 RR 与 现在 的 02,=o,’ 介 (简写 
为 =o’ 人 ) 实 质 一 致 ,体现 为 2', =--R,. 因此 , $5.7 的 嘉 当 第 二 结构 方程 (5-7-8) 
无 非 就 是 方程 (1-8-36) 的 特例 . 自然 要 问 : 嘉 当 第 一 结构 方程 (5-7-6) 对 应 于 现在 的 什 
么 方程 ?要 回答 这 个 问题 就 要 介绍 线性 联络 的 找 率 . FM 的 任 一 点 p=(x,e,) 可 以 
看 作 一 个 映射 p : 民 ” 一 > TM ,定义 为 


(DVP 过 ev, VYV(v' ,v0") eR”. 
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定义 4 FM 上 的 正则 形式 (canonical form)6 是 FM 上 的 到 " 值 1 形式 场 , 定 

义 为 
0(X) := p(x,X¥)eR’, vpeFM, Xe T,FM ， 

其 中 pp 是 映射 p : 月" -THM 之 逆 . 

设 o : 以 一 FM 是 局 域 截面 , 则 0=o*6 是 U 上 的 R" 值 1 形式 场 , 有 非常 直观 
的 意义 . VxeU, 令 p=(x,e,)=o(x) , 则 VveT,M 有 

0.(V)=(0°0,)(v)=0,(0.0)= p(x,0.0)= PTO)=(O 0， (1-8-42) 
其 路,…,V" 是 U 在 标 架 fe} 的 分 量 . 以 {E,|14=1,…, 由 代表 "的 自然 坐标 基底 ， 
即 £, =(0, sl, 0} (唯一 的 非 零 元 素 1 在 第 A 构 )， 由 0 =E,0” 定义 的 oO” 是 U 
上 的 实 值 1 形式 场 ) 满足 9(v)=(01(0),…,0"(0)) ,与 式 (1-8-42) 对 比 得 
O(V)=v*=e*(v) VU=1,.…,n, 

因而 0“*=e*. 可 见 0 代 表 xXx 点 的 与 标 架 {ey} 对偶 的 标 架 {e4}. 

定义 5 FM 上 的 联络 性 的 挠 率 形式 (torsion form)GG 定 义 为 := D6 ,其 中 
D 是 联络 护 的 协 变 外 微分 . 

注 6 正则 形式 和 挠 率 形 式 只 对 标 架 丛 才 可 定义 , 而 且 是 在 从 上 整体 定义 的 . 

定理 I-8-17( 嘉 当 第 一 结构 方程 》 设 避 6 和 四 分 别 是 FM 的 联络 形式 、 正 则 
形式 和 挠 率 形 式 , 则 
dO(X,7)=- {6(X)6(7)- 6(7)O(X)}+O(X,Y)，VX,Y (FM 上 和 拓 量 场 )， (-8-43) 
其 中 忆 (Y)6(7) 代表 方 阵 必 8)E8 乘 以 列 阵 6(Y)e RR" 所 得 的 列 阵 . 

证 明 见 , 例如 , Spivak(1979JVol.IL P.376. 口 

设 o : U 一 FM 是 局 域 截面 , 则 =o 四 称 为 Uc M 上 的 挠 滨 形 式 . 不 难 证 
明 对 U 上 的 w ,0 和 也 有 类 似 于 式 (I-8-43) 的 等 式 , 即 


dO(v,u) =-{@(V)O(W) -wu)O(V)}+O(W,u), VU,u(U cM 上 和 失 量 场 ) (1-8-44) 
上 式 每 项 都 是 nx1 的 列 阵 , 其 v 行 1 列 矩 阵 元 等 式 为 
dO0"(V,1) =— {0 (vO) -OW OO HOV N= (0 AO NV + OWN). 
上 式 对 任意 ,au 成 立 , 故 
d0' =-@'’, 和 0 +0O". (1-8-45) 
对 无 挠 联络 (@=0) 有 d6" =-@"， 入 64, 改 用 本 书 的 记号 则 为 d8" = 64 和 Oo . 
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注意 到 64=e*, 便 有 de” =-e* 人 wm ,此 即 §5.7 的 嘉 当 第 一 结构 方程 (5-7-6). 
[选读 I-8-1 完 ] 


$19 ” 矢 从 上 的 联络 和 协 变 导数 


与 主 从 PP 类 似 , 矢 从 的 任意 点 gq 的 切 空 间 T,Q 也 存在 一 个 天 生 的 竖 直 子 空 
间 V, cTO ,定义 为 V := {XeT,Q| 刘 .(X)=0} .但 车 还 要 问 及 XeT,Q 是 否 水 
平 , 就 要 引入 矢 从 C 上 的 联络 . 矢 丛 的 每 一 纤维 你 [zx] 都 是 实 (或 复 ) 矢 量 空间 , 用 
实 (或 复 ) 数 c 对 你 [xz] 任 一 点 9g 的 数 乘 结果 cg 仍 是 -1[x] 的 点 . 设 cz0, 定义 映射 
6 为 6.(9) := cq VgqeQ0, 则 6 :0 一 8 是 同 肝 . 

定义 1 矢 从 QO 上 的 一 个 联络 是 对 每 点 qeQ 指定 一 个 水 平子 空间 
HcT,0 ,满足 

()TO=V, ®@H,, vgeQ, 

(D)6.[H]=H ,=H,, vgeQ,ceR( 或 C),c #0, 

(c) 了 光滑 地 依赖 于 gq. 

定理 1-9-1 设 0 为 和 撩 从 , ge 0, 以 了 "代表 六 eT,Q 的 竖 直 分 量 , 则 

(GX +e NX,) =oX," +c,¥,, VX,X, eTQ, oc,c,eR( 或 C). (1-9-1) 

证 明 这 是 线性 代数 中 直 和 分 解 理论 的 一 个 结论 , 建议 读者 作为 习题 自我 证 
明 . 口 

带 联络 的 矢 从 CC 上 的 曲线 方 :了 一 2 称 为 底 流 形 M 上 的 曲线 7 :了 一 M 的 水 
平 提升 曲线 , 春 71) 每 点 的 切 矢 都 是 水 平 矢量 , 目 (7(1))= (1) Vie7 . 

定理 1.9-2 设 O 是 带 联络 的 和 撩 从 , p : 1 >》M 是 底 流 形 上 的 曲线 , x = (0)， 
则 Vg et"1[xo]c OQ,3w0) 的 唯一 水 平 提升 曲线 (7), 满足 (0)=g. 

证 明 ”类似 于 定理 I-2-6 的 证 明 . 口 

上 册 第 3 章 早已 讲 过 矢量 场 的 协 变 导数 . 设 M 是 流 形 , V, 是 M 上 的 导数 算 
符 , "是 开 集 U c M 上 的 矢量 场 , 则 vw 在 任 一 xo。eU 沿 任 一 矢量 7” sT M 的 协 
恋 导 数 7?*V,v" 有 意义 . 具体 说 , 设 了 是 到 的 开 区 间 , 7 :了 一 过 是 曲线 ，xo = (0)， 
T=dn()/dtjo; 则 7T?Y,v” (也 记 作 Vr u”) 可 表 为 [ 见 式 (3-2-14)] 


Vv =T V0 limL (0 -vl,), (1-9-2) 
3 一 0 8 9 


其 中 六 | 是 v1, 沿 曲线 ND) 平 移 至 xo 点 的 结果 . 这 里 的 关键 是 矢量 场 沿 曲线 平 
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移 的 概念 . 如 果 M 上 给 定 V,, 自然 就 有 平移 法 则 ， 如 果 M 上 没 给 又 ,但 1 的 切 从 
TM (作为 一 个 和 撩 从 ) 上 给 了 联络 , 则 也 可 借 此 给 M 自然 地 定义 一 个 沿 曲线 的 平移 
法 则 . 首先 , Uc M 上 的 一 个 矢量 场 v* 相当 于 一 个 截面 6 :UTM ( 见 8L3 例 
4) cl7(OD)][ 简 记 作 (DO ] 则 代表 该 矢量 场 在 曲线 (1) 上 的 取 值 , 故 G(s) (Ys e7) 就 
是 lw， 再 以 思 (0 代表 m(1) 过 点 G(s) 的 水 平 提升 (图 I-16), 便 可 把 方 (0) 自然 地 
解释 为 lo 沿 7(D) 平移 至 xo 点 的 结果 , 即 式 (-9-2) 中 的 六 | ,而 加 (0)=6(0) 则 
对 应 于 vw |,. 于 是 式 (1-9-2) 在 去 掉 抽象 指标 后 可 改写 为 


V0 一 lim[(0) 一 冯 (0)]， (1-9-3) 


任何 矢 从 2 的 每 一 纤维 你 [xz] 都 是 一 个 矢量 
空间 , 其 中 两 个 元 素 q1,q2 se 公 [xz] 之 和 ( 差 ) 
(gi +gqg,)e 分 [x] 有 意义 , 因而 上 式 右边 对 任意 带 
联络 的 矢 丛 都 有 意义 . 至 于 左边 的 v, 它 无 非 是 截 
面 映射 6 : U 一 0 的 像 , 当 C =TM ( 切 从 ) 时 是 U 
上 的 矢量 场 , 当 Q 是 M 上 的 (k,7) 型 张 量 从 时 是 
U 上 的 (k,7) 型 张 量 场 , 当 QO 是 MM 上 的 任 一 矢 从 

图 I-16 矢 从 截面 的 协 变 导 数 。 ”时 ,不妨 认为 6 也 代表 U 上 的 某 种 场 , 因而 也 可 推 
广 式 (1-9-3) 以 定义 “截面 场 ”6 的 协 变 导数 V6 : 

定义 2 设 0O 是 带 联络 的 矢 从 , 6 : U 一 2 是 局 域 截面 . 为 定义 6 沿 点 x EU 
的 天 量 7s TuC 的 协 变 导数 Vi6$, 取 曲线 : 1 >U 使 x0 =7(0), 7=dn(?)/dtl|,_o， 
把 w(1) 过 点 G(x(3)) 的 水 平 提 升 记 作 方 (0 , 则 


Ye 加 = 区 O- 厕 (9 (1-9-4) 


注 1 由 上 式 可 知人 6 是 纤维 公 :[xo] 的 一 点 , 但 因 公 -1[xo] 是 矢量 空间 , 也 可 
把 Vi6 认 同 为 点 6(0)e 有 [xzo] 的 一 个 切 于 你 -1[xo] 的 矢量 . 为 此 , 先 做 如 下 复习 . 
设 广 是 n 维 矢量 空间 , {e,} 是 VV 的 选 定 基 底 , 则 每 一 veV 有 nn 个 分 量 fg^} , 故 灰 
可 看 作 流 形 民 ”, 而 v* 则 充当 坐标 ( 改 记 作 x“). 坐标 系 {x“} 在 流 形 上 有 坐标 基 
底 场 /6x*}. 作为 流 形 太 的 一 点 , v 有 切 空间 T,V .把 T,V 的 9/6x*|, 与 的 6 
相对 应 (认同 ) 可 建立 同 构 关系 T,V <>V, 因而 可 把 点 veV 的 切 矢量 与 广 的 点 自 


图 工 16 和 1-21 的 优点 是 直观 , 但 要 防止 它 可 能 的 误导 , 例如 , 当 7(D) 是 自 相交 曲线 时 方 (7) 与 一 条 纤维 可 
能 交 于 不 止 一 点 , 而 图 中 却 看 不 出 这 种 可 能 性 . 
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然 认同 (还 可 证 明 这 一 认同 与 基底 {e 好 的 选择 无 关 ). 设 y() 是 VV 中 曲线 , 其 在 坐标 
系 {x“} 的 参数 式 为 x“(7), 则 它 在 点 x(0) 的 切 矢 


1 
di 


dx (1) 
dt 


(1-9-5) 


2 
1=0 Ox t=0 


上 式 中 的 d/qt 是 求 切 和 撩 记号 . 但 矢量 空间 有 加 法 又 保证 以 下 的 求 导 公式 有 意义 : 


d me 时 | hs 
0 = by) -OO = line) -esx(O)] 


fe 


=e， 加 () -x*(0)]=e, 0 


, 1-9-6 
a (1-9-6) 


请 注意 上 式 左 端的 d/dtl。y(D 代表 对 1 求 导 . 然而 , 式 (1-9-5) 和 (I-9-6) 右 边 的 基 矢 
(8/8x)jo 和 ej eV 可 以 认同 ,所 以 式 (1-9-5) 和 (1-9-6) 左 边 相等 , 就 是 说 , 在 矢量 空 
间 的 情况 下 对 记号 d/dt 既 可 理解 为 切 矢 又 可 理解 为 求 导 , 两 种 理解 可 交替 使 用 . 

注 2 为 了 给 截面 人 沿 为 点 的 矢量 7 的 协 变 导 数 久 6G 下 定义 ( 即 定义 2), 刚才 
曾 借助 于 一 条 切 于 了 的 曲线 7(D . 虽然 这 样 的 曲线 很 多 , 但 是 下 面 的 定理 1.9-3 保 
证 由 定义 2 给 出 的 又 6 与 曲线 的 选择 无 关 , 因而 合法 . 

定理 1-9-3 V6 =(0.7) (右边 代表 人 7 的 竖 直 分 量 ) (1-9-7) 

注 3 了 驻 人 本 是 公 [zxo] 的 一 点 , 但 可 认同 为 点 G(Cm ) 的 一 个 矢量 , 定理 断言 它 
等 于 点 6(x,) 的 竖 直 矢量 (6.7)”. 

证 明 [选读 ] 设 :7 一 避 是 含 如 的 开 集 U CM 中 的 曲线 ,满足 (0)=x， 
d7(D)1dtl-o= 了 .定义 映射 办 : 7Tx7T(CRR2) 一 全 If 如下: 


p(t,3) := 他 (1)，V(1,s)eTxIT， [7.(1) 的 含义 同 前 ] 


令 Y(s) = 从 (0)= 风 0.9 ， 则 vG) 是 公 ![xz] 中 的 曲线 , 由 式 (1-9-4) 得 


V16 =lim [vs) —v(0)]= 中 V(s) = 中 (0,5)=#. 攻 


os (1-9-8) 


以 A(1) 代表 正方 形 JxJ 的 一 条 对 角 线 , 即 4(1)=(1,1) , 则 它 在 原点 (0,0) 的 切 拓 可 
用 自然 坐标 系 {1,s} 的 基 舌 展开 为 [其 中 (1,0) 和 (0,s) 分 别 代 表 纵 横 轴 ] 


a 
人 


1=0 dt 


d 
1,0) 上 + 一 
(1,0) 


(0,s) e To sR’, (1-9-9) 


t=0 $=0 
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d d d 
下 a0 -4 Re 下 oa 
-下 WO0+rv6= 到 DO+wr， (9-10 


其 中 第 二 步 用 到 式 (I-9-8), 第 三 步 用 到 用 的 定义 . 另 一 方面 又 有 


办 区 交 20| 下 (14(D)) = 1 OO1(D) = 9. 局 民 "| S07 (1-9-11) 
其 中 第 二 步 是 因为 VCH(D)= 9 四 = 方 (CD) = GCC) = GCCD). 式 (9-10) 右 边 第 一 、 二 项 
分 别 属于 Hi。 和 Vio ,所 以 式 (L9-11) 和 (L-9-10) 联 立 导致 式 (L9-7) 站 


注 4 虽然 用 式 (-9-4) 给 wa 下 定义 时 借用 过 曲线 7(D , 但 定理 L9-3 表明 
Vr6 只 取决 于 7 esT M 而 与 曲线 (1) 无 关 . 

定理 I-9-4 设 如 是 带 联络 的 矢 从 , 7 : 了 一 M 是 曲线 , % =n(h), x =7(4)， 
则 矢量 空间 你 ![%] 与 多 ![o] 之 间 存在 同 构 映射 8，: 刘 1[x] 忆 间 ![x,], 定义 如 下 : 


Yqe [4], 以 7(7) 代 表 w() 满 足 (t)=9 的 水 平 提升 , 则 BB,(g) := P(t,). 
证 明 见 Spivak(1979)vol.I, 了 .399 .难点 是 证 明 映 射 的 线性 性 , 该 书 有 高 招 . 
口 ] 
设 了 是 wc M 上 的 矢量 场 , 则 还 可 把 推广 而 得 到 截面 和 6 沿 了 的 协 变 导 数 
Vy6, 它 也 是 U 上 的 一 个 局 域 截面 , 即 Vy6 : U 下 O (容易 看 出 此 映射 满足 截面 定 
义 ), 含义 是 : (Vj 6)(x)=Vi6 vxeU ,其 中 T= 了 |, .进一步 说 , 设 6:U 一 0O 和 
0':U 一 0 都 是 截面 , 4 是 U 上 的 函数 , 则 6+6' 和 46 也 都 是 UV 上 的 截面 , 即 

G+6':U 一 0, 46 :U 一 0, 定 义 为 

(G +O")(x) := G(x)+O'(x) (右边 是 矢量 空间 人 刘 "'[x] 中 的 加 法 ), Vx eU ，(1-9-12) 


(40)(x) := 4(x)6(x) (右边 是 矢量 空间 多 '[x] 中 的 数 乘 ), Vx eU . (1-9-13) 
定理 I-9-5 设 6:U 一 0 和 5':U 一 0 都 是 截面 , 4 是 U 上 的 函数 ,了 和 YY 
都 是 U 上 的 矢量 场 , 则 


(a) Vy = VO + VO ; (1-9-14a) 
(DJV(G+6DI=VG+HV (1-9-14b) 


(d)Vy(46)=4V,G+7Y(4)6,Y(4) 代 表 Y 作 用 于 4 所 得 的 函数 . (1-9-14d) 
证 明 留 作 习题 . 提示 :中 只 须 证 明 各 式 对 任 一 xs 成 立 . @ 为 证 (a) 和 (ce) 可 
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用 式 (-9-7) 和 (-9-1); 为 证 (b) 和 (d) 可 利用 定理 1-9-4. 

定理 I9-6 主 从 PP 上 的 任 一 联络 在 其 伴 和 撩 从 QO 上 自然 诱导 一 个 联络 . 

证 明 每 一 fe 五 自然 伴 有 一 个 映射 y; :PP 一 0, 定 义 为 yj,(p) := p-:feQ. 
利用 这 一 映射 就 可 借助 于 peP 的 水 平子 空间 H; 定义 gq=p:fe0 的 水 平子 空 
间 : Hy := wj,[H,]. 然而, 若 取 轨道 g 的 男 一 点 (pf), 则 又 有 g=wy(p') .仿照 
上 式 , 己 非 义 可 给 g 点 定义 另 一 水 平子 空间 H, := yy.[H,,] ?好 在 p, p' 同 纤维 保 
证 3geG 使 p'=pg 以 及 y， =Wy。R, ,从 而 不 难 证 明 Hs =H, 

Hy, =,[ReH,]= (Wp,° RH,]= (yp°R)IH,]=w,[H,]= H,. 
可 见 H 与 的 选择 无 关 , Hy := yw jy,[H,] 是 H 的 合法 定义 . 下 面 验证 这 一 定义 满 
旦 定义 1 的 各 条 件 . 设 qg=p.f=ywy(p), 则 

(a) VX eT , 令 7 了 = 并 XX, 以 了 代表 7Y 在 p 的 水 平 提升 , 令 X=wj, 了 eH,， 

p40 0 | 
讽 基 = 病症 一 疝 X = 了 了 一 (个 orr)(7)= 了 一 ( 公 oyrr).( 说 = 了 -和 = 了 -了 =0， 

故 Xi eV,, 即 可 被 表 为 竖 直 分 量 X, 和 水 平分 量 X, 之 和 . 不 难 验证 分 解 的 唯一 
性 , 为 此 只 须 证 明 H, mV, =0sTO, vaqs2. 

(b) 由 g=p.f 得 cg=p.cf =Wy(p), 由 6.(9)=cq 又 得 yy =6.oy,, 故 

H,, =yy[lH,]= (6 oy).[H,]=6,,[Y,.[H,]]= 6..[H,]. 
(c) 略 . 
注 $ 在 任 一 和 撩 从 QO 上 指定 任 一 联络 矿 ( 按 定义 1) 后 , 必 有 带 联络 忆 eh 


P 使 得 QO 是 P 的 伴 和 撩 从 , 而且 五 是 由 避 按 定理 I-9-6 诱 导 的 联络 . 证 明 见 Spivak 
(1979) vol.H, P.397~401. 


定理 I-9-7 设 伴 矢 从 QO 的 联络 由 主 从 P 的 联络 诱导 而 得 , 7(1) 是 曲线 (7) 在 
P 上 的 水 平 提升 曲线 , 则 


7 四 是 (7?) 在 OQ 上 的 水 平 提升 曲线 心 3feFf 使 HD)=7(D): 了. 
证 了 明 (A)( 拓 ) Ee A 
SAD) = riO)= V ps FA) Ho, 


[最 末 一 步 用 到 (d/dn)j(D)e Hi .] 可 见 M?) 是 wf) 在 @ 上 的 水 平 提升 . 
(B)( >) 令 gq=A(0), p=7(0) , 则 3feF 使 得 g=p:f ,于 是 由 (A) 可 知 
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wsO=5D) .是 ID 在 CO 上 的 水 平 提升 , 旦 AO) = 六 O). 太 = pp. 太 = 4 .由 水 平 提 升 一 - 
曲线 的 唯一 性 (定理 1-9-2 ) 便 可 肯定 1) = y(t)=7(1): 了. El 
协 变 导数 Vi6 还 可 表 为 更 便于 计算 的 形式 . 在 PP 上任 取 截 面 o 作为 辅助 , 不 
妨 认 为 o 与 96 有 相同 定义 域 , 即 5 :UU 一 0, o :UU 一 P, 如 此 便 有 映射 f: U 一 所 
使 
G(X)=o(x): f(x), vxeU. (1-9-15) 
[解释 : VxeU 有 6(x)et-'[x]cO 和 o(x)ex-[x]cP, 因 而 有 唯一 的 /Goes 已 满 
足 式 (-9-15). ] 仍 以 7 :I 一 UV 代表 定义 Yi5 时 借用 的 曲线 ,Ys e 7, 以 元 (0 代表 
7() 过 点 o(s)=olm(s)) 的 水 平 提升 线 , 则 六 (8?)= acG) (图 I17). 把 w(s) 看 作 式 
(1-9-15) 的 x, 则 该 式 给 出 
G07(s))=o(7(s)f(m(s))， 简 写 为 6(s)=o(s): f(s)， (I-9-15") 
令 
LAGIUAGMRAGE (1-9-16) 
则 定理 I9-7 保 证 ~w, 从 是 7(0 在 2 上 的 水 平 提升 线 . 又 因 
AM(C3)= 访 (9) .17G)= (7Gs)= 6(s)，[ 末 步 用 到 式 (-9-157] 
故 上 (是 7C0 过 点 (s) 的 水 平 提升 线 , 因而 上 4 (DO = 人 六 ( ,与 式 (-9-16) 结 合 便 得 
7,(D) =7,(7): f(s), (1-9-16") 


图 I-17 借助 主 从 的 辅助 截面 c 计算 伴 矢 从 截面 G 的 协 变 导数 


7,(0)=77.(0). f(s). (1-9-17) 
既然 地 (0) 与 e(0) 同属 纤维 一 [xo], 就 存在 映射 g :了 一 G 使 
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7.(0)=o(0)g(s), vsel, (1-9-18) 
而 日 g(0)=e. 于 是 式 (1-9-18) 导 致 欠 (0)=o(0)g(s): f(s)=o(0).g(s)f(s), 因而 式 
(I-9-4) 现 在 可 改写 为 


Vi6 =0(0) -lim [gs)/(®)—g(O) (ON= o(0)- 


[8(s)f(s)]. 


[第 一 步 用 到 由 式 (I-3-15) 定 义 的 加 法 .] 式 中 的 g(s)f(s) 代表 群 元 g(s) 对 f(s) 的 
左 作用 , 即 zf(s), 故 


Vro = 0) [tsa)f (D]. (1-9-19) 


使 用 上 式 计算 V6 时 首先 要 选 定 辅助 截面 o : U PP [ 式 中 的 o(0), g(1) 及 
f() 都 与 c 有 关 ]. 但 式 (1-9-4) 表 明 V6 不 因 o 的 选择 而 变 . 现在 的 CO 不 但 是 
P(M,G) 的 伴 丛 而且 是 伴 矢 丛 , 所 以 全 体 x 的 集合 G= {x, : FF 下 |geG} 是 群 
G 的 表示 群 ( 见 $1.3 倒 数 第 二 段 ), 即 存在 同 态 p : G > G , 满足 p(g)= Xs， 因 而 式 
(1-9-19) 又 可 改写 为 


v6=oO [p(g(O) FO]. (1-9-19) 


在 表示 空间 六 中选 定 基底 后 , 每 一 feF 的 全 体 分 量 可 排 成 列 阵 , 而 G 的 每 个 元 素 
P(g8) 都 是 方 阵 . 但 刚才 [ 式 (1-9-18) 上 行 ] 以 g 代表 映射 7-> G 而 不 是 群 元 , 群 元 应 
记 作 g(D ,因此 准确 地 应 说 每 个 p(g(n)) 都 是 方 阵 . 式 (L9-19) 的 求 导 可 利用 
p(g8(0)) = p(e)=eeG 而 展开 为 


d d g 
ol [p(g(2)) f(D]= 中 f+ 下 oo f(0). (I-9-20) 


令 玉 = 避 ，, 选 另 一 截面 c' :和 一 忆 使 o[7(O]= 访 (0 .以 总 代表 已 上 的 联络 , 则 


w=0 必 和 w'=o"“ 吉 分 别 是 U 入 上 的 联络 , 两 者 的 关系 服从 式 (1-2-5), 用 于 曲 
线 有 的 任 一 点 w(?) 及 该 点 切 于 7 的 切 矢 了 (CD 就 是 


oY) = ,G0 oF OL ,vg FO), (1-9-21) 
式 中 的 gy (7(D) 满 足 式 (-1-12), 即 
oy (0)) = 0 Dg (n0). (1-9-22) 


为 一 方面 , 把 式 (-9-18) 改 写 为 亢 (0) = 地 (0)g(s)-1，, 由 定理 I2-7 可 知 这 又 导致 
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六 (DO = 访 (Dg(C) ， 
故 
访 (S)= 广 (8)g8(9) = a(s)8(S) 

也 可 写成 

元 (站 =o(f)g 人 办， 其 中 映射 8 :7 一 G 定 义 为 8 (0 := g(1)1, VisT， (9-227) 
注意 到 acO=cor00) 访 D=a((O)=ar(7(D) ， 对比 式 (-9-220) 与 (-9-22) 可 知 
gr(T1(D)) = 8 (7) .于 是 式 (1-9-21) 成 为 

OY(D))= 87) + Lg (YD)). (1-9-21") 

而 wo(7(D)=(c “OOD)= (oOD)=0( 因 cx 了 水 平 ), 故 


0= .9 OU7(D) 十 ZesS8urs (7(D) (9-21 ") 


g() 
上 式 每 项 都 是 多 的 元 素 .用 p : G 一 G 在 点 eeG 的 推 前 映射 p,: 儿 -> 乡 作用 于 
上 式 两 边 便 得 乡 的 元 素 等 式 
PlLsogor.(Y(D)]= -pL 0 oF))]= -guy [P.O(Y(D)], (1-9-23) 
其 中 第 二 步 用 到 附录 G 习题 20(a) . 而 上 式 左边 又 可 表 为 


d d 
p. [Lgor. (7 (2))] =p, [Legor: 2 n(t 十 3)] 三 


ds 


{PlL,wBo (0(t + 5))]} 


3=0 


下 [o(g(D))p(gG+s)) 


(plg(D et+s)])} = 


3 s=0 


= p(s(0) 


plgle+s) "= plg() pg) (1-9-24) 


其 中 第 四 、 五 步 用 到 p 的 同 态 性 , 第 五 步 还 用 到 p(g(1) 是 矩阵 (因而 求 切 拓 可 归结 
为 求 导 ). 式 (1-9-23) 与 (1-9-24) 结 合 给 


plglt ) Tlp(gl ) = -yp. (YO)]= -ple (lp, (oY Op(el), 


其 中 第 二 步 用 到 附录 G 习题 19. 于 是 
(d/dnp(g(D) =-[o.(o(7(D)]p(g(D)， 
特别 地 ， 
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d/dt | p(g(t)” =-[p,(@(7T))]. 
而 由 p(g(1))" po(g(D) = 了 可 得 


ea pg se plg(0), (1-9-25) 
故 
副 _2C8O)=P(oCD)， (1-9-26) 
代入 式 (I-9-20) 后 再 代入 式 (1-9-19") 便 得 
v6 =0(0)- 全 f+[p, cyoj (1-9-27) 


式 (I-9-27) 右 边 的 f(t) 和 f(0) 都 是 列 阵 ，p,(w(T)) 是 方 阵 , 故 花 括号 内 第 二 项 是 由 
方 阵 乘 列 阵 所 得 的 列 阵 . 

我 们 举 五 例 说明 上 式 的 应 用 . 例 1( 及 1 ) 至 例 3 的 主 从 都 是 P=FM , 伴 矢 从 依 
次 为 @ =TM ( 切 从 ), 2 =TM ( 余 切 从 ), 8, =(1,1) 型 张 量 从 . 默认 上 已 指定 联 
络 避 , 因而 各 伴 矢 从 上 都 有 相应 的 诱导 联络 . 

例 1 P=FM, CO =TM. 令 6 :U 一 0 为 待 求 导 的 截面 ,不 妨 设 U 也 是 MM 
中 某 坐 标 系 {x“} 的 坐标 域 . 选 辅助 截面 oc:U->PP 使 


0(X)=(x,90/0x 和 |,) ，vx eU (此 截面 就 是 上 的 坐标 基底 场 ) (L9-28) 


本 例 中 G= G = GL(D , 同 态 p: GG 是 恒 等 映 射 . 把 式 (1-9-27) 用 于 本 例 , 补 上 
矩阵 元 编号 指标 J,v 后 成 为 


.0 


TO 

Ox” 

上 式 的 w(T)e 多 可 表 为 w(xw)7” ,其 中 7T” 和 w(x,) 分 别 是 7 和 w 的 坐标 分 量 , 即 
T=dx"(T)eR, w,(x%,)=w(0/0x" | )e 多 ， 


公 f*O+[p.(oTH, 7 中 (1-9-29) 


故 

[as(o(T))] =[p. (0 GT I, =T"[p,(0, x) eZ. (1-9-30) 
上 上 式 右边 是 n 项 之 和 , 每 项 是 实数 7° 与 第 o 个 方 阵 (元 )[p.(w, (wD) 之 积 . p,: 
G 下 是 恒 等 映 射 导致 p, : 9 -> 乡 是 恒 等 映 射 , 故 


[p(w OO), = (8, (m0)),. 


以 Ovo (xo) 简 记 第 O 个 方 阵 元 ， 即 


Oo (XW0) = (0 x0) =[p. (Wo HD,, (I-9-31) 


则 式 (1-9-29) 成 为 
;| rp gy rp -9- 
wa Br 上 | 下 +O ,Tf -| 名) | 下 +O ,Tf ) (I-9-32) 


其 中 第 二 步 用 到 式 (1-3-8). 以 vw 代表 5 对 应 的 矢量 场 , 则 V5=7T*V,v”, 再 把 式 
(1-9-32) 中 的 了 改 记 为 v, 便 有 


a A 
row -| 站 时 er)| . (1-9-33) 
X 


20 


把 上 式 同 式 (3-2-1) 对 比 就 得 到 weTcuor = 六 47cor,9 再 由 7* 和 zu2 的 任意 性 
又 得 ov = 六 人 Ac. 可见, 由 主 从 FM 的 联络 性 经 截面 5 :UP 在 U 上 诱导 的 
oO=c' 包 对 应 的 那 组 数 o^4c 就 是 熟知 的 克 氏 符 《vo. 

式 (I1-9-33) 的 dv*/dt 还 残留 有 曲线 的 痕迹 , 但 只 要 把 dv*/dt 改 写 为 T"90v*/6x”， 
全 式 就 可 改写 为 与 所 选 曲 线 明 显 无 关 的 形式 : 


几 A 
| 本 a (L-9-337) 
， Ox” Ox” I b 


此 外 , 大 开始 时 选 男 一 坐标 系 {x”*} 及 其 相应 截面 og"(x) = (2 8/8x |) , 则 式 (-9-337) 


右边 改 为 
yl | 0 | O00” yp vy ， 
Ox Ax’® vo n 


这 无 非 是 同一 矢量 7"Viu? 在 另 一 坐标 系 的 分 量 表达 式 . 选 截面 o 无 非 是 在 U 上 
选 基底 场 (包括 非 坐标 基底 ) 对 TV,v” 当然 无 实质 性 影响 . 下 面 是 一 个 用 非 坐标 基 
底 的 例子 . 

例 1 上 例 讨论 的 是 矢量 场 v 沿 x 点 的 矢量 7 的 协 变 导数 .作为 一 个 有 用 的 
特例 , 本 例 讨论 Uc M 上 的 任 一 标 架 场 {fe。} (可 以 不 是 坐标 基底 场 ) 的 第 基 矢 场 


Q 只 要 从 一 开始 就 把 C* 的 定义 式 (3-1-5) 右 边 改 为 Cj,@. | ( 非 实质 性 改动 ), 则 式 (3-2-1) 右 边 末 项 就 改 为 
TT , 故 有 正文 中 的 wo" Tv =T" TV". 
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e, 沿 为 点 的 第 r 基 矢 e. | 的 协 变 导 数 . 就 是 说 , 在 任意 指定 截面 c : U 一 FM ( 因 
而 了 上 有 标 架 场 fe,}) 后 , 我 们 特意 选 

(a) vl,= elv; (bT |。 = GE ， (I-9-34) 
然后 要 找 出 wb[ 即 (Y_e )| ] 的 表达 式 . 将 式 (L9.27) 用 于 本 例 并 补 上 指标 后 给 出 ， 


d 
V7I=G(0)， 电 


f(D+[p.(o TN ,f° o| (1-9-35) 


其 中 的 产 (0 = "(m00)) 应 满足 式 (1-9-15), 即 
G70)) = oD): fn7(0)) = 70)), ea hw) f° 00) =ea lo f° (700)), (I-9-36) 
上 式 对 任意 截面 6 : U ->TM 及 go :UFM 都 成 立 , 左边 无 非 是 UV 上 的 某 个 矢 


量 场 v. 由 上 式 不 难 验 证 vv 满足 式 (I-9-34) 当 且 仅 当 ff”(w(7))= 6 ，, 故 式 (1-9-35) 右 
边 花 括号 内 第 一 项 为 零 , 第 二 项 则 为 
[p.(o(THY ,f°(0)=[p.(@(e, | 52 =[p.(@, x) , = 0",,(%0), 

所 以 式 (1-9-35) 具 体 化 为 

(Ye = C000 ) 0 (Xm)=[(e,) ,1,， (I-9-37) 
其 中 必 "j,(%w) 是 w,(%,)=w(e,|,)e 多 的 第 v,p4 答 阵 元 , 故 o" 就 是 选读 1-2-1 的 
w",,. 另 一 方面 ， 

(Vo e,)|, =[(e,) Vs(e)] =[(e,) 7 ],; (1-9-37") 

其 中 含 = 的 一 步 无 非 是 用 基 矢 把 矢量 [(e,》V,(e,)], 展开 [ 见 式 (5-7-1)]. 对 比 式 
(1-9-37) 利 (1-9-37") 便 得 w=y" .严格 说 来 , 式 (1-9-37) 第 二 步 和 式 (1-9-37") 第 一 步 
都 存在 着 抽象 指标 不 平衡 的 问题 . 后 面 的 式 (I-9-42) 也 有 同样 问题 . 若 要 坚持 平衡 ， 
表达 就 会 更 复杂 . 好 在 现在 的 写法 其 实 并 无 实质 性 错误 , 故此 将 就 . 

注 6 主 从 P=FM 上 的 联络 性 可 以 通过 下 列 两 个 途径 在 底 流 形 M 上 诱导 出 
导数 算 符 . 途径 人 四: FM 上 的 已 按 定理 L2-8 在 M 上 诱导 出 一 个 导数 算 符 ; 途径 
人 GO: FM 上 的 已 先 按 定理 L9-6 在 伴 从 CO = TM 上 诱导 一 个 联络 , 此 联络 又 按 本 节 定 
义 2[ 即 式 (-9-4)] 在 M 上 定义 一 个 导数 算 符 . 于 是 出 现 另 一 个 殊途同归 问题 (第 一 
个 殊途同归 间 题 见 选读 I-2-1): 这 两 个 途径 得 到 的 导数 算 符 是 否 相 等 ? 例 1 的 结果 
wo = 入 对 此 给 出 了 肯定 的 答案 , 

例 2 P=FM, 0,=T*M ,结构 群 G 仍 是 GL(n) ,但 表示 群 为 [ 见 式 (1-3-10)] 


. 330 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
= 仿 阵 (ge )%,|g eGL(n)}. (1-9-38) 


由 于 (se )” 也 属于 GL(D , 故 C = GLOD =G. (作为 集合 , G, 与 外 可 认为 相等 .) 
利用 式 (I-3-5) 和 (I-3-10) 不 难 验 证 (前 提 是 把 被 作用 的 /, 排 成 列 阵 ) 
P(g8)= P(g ) ，vgesG，( 上 标 T 代 表 和 矩阵 的 转 置 ) (1-9-39) 
令 6:U 一 ,为 待 求 导 的 截面 , 仍 用 例 1 的 辅助 截面 c 和 坐标 系 {x*}. 把 式 (I-9-27) 
用 于 本 例 , 补 上 w,v 后 成 为 


V7rG=a(0). 售 


f(D +Lps. (OT OZ : (1-9-40) 


与 式 (I-9-27) 后 面 的 说 明 一 样 ,上 式 右边 的 f(t) 和 /,(0) 都 是 列 阵 , 花 括 号 内 第 二 项 
中 j,v,v 的 顺序 (是 jvv 而 非 wuv ) 保 证 第 二 项 的 确 代 表 方 阵 乘 列 阵 . 简 记 
B=w(T)e 多 , 则 


[o((ExpsB) 让 


s=0 


d d d 
pr8=pe | (Expsn) -EE 2 


ad 
Pr. 


其 中 第 三 步 用 到 式 (-9-39), 第 四 步 用 到 中 册 式 (G-5-5) 下行 的 
Exp(A)Exp(-4)= 了 7.] 所 以 


[p;. (2(T)] =-[p.(@(T)T ,=-T"[p,(@, (0%), =-T" "(x0), (1-9-42) 
其 中 第 二 、 三 步 依次 用 到 式 (I-9-30) 和 (1-9-31). 于 是 式 (1-9-40) 成 为 


s=0 


CExps8)| =-(p.B)", (1-9-41) 


s=0 


EN en 
其 中 第 二 步 用 到 式 (1-3-11). 故 
T° /a eer), I Y, 2 外 (1-9-44) 
也 可 改写 为 与 曲线 明显 无 关 的 形式 : 
TV ee), 六 > ] (9-447) 


式 (L-9-44) 与 用 第 3 章 的 初等 方法 求 得 的 T?V, 广 表达 式 实质 一 致 
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例 3[ 选 读 ] P=FM, Q, =(1,1) 型 张 量 从 ( 见 §1.3 例 6). 这 时 的 结构 群 G 仍 是 
GL(n) , 但 表示 群 为 G ={g“(g 1),|geGL(m)} .以 古代 表 吕 的 典型 纤维 , 仍 把 
及 记 作 广 , 则 五 = 妥 (D[ 见 式 (3-12)]. 以 mp 办 依次 代表 从 G 到 G， G,,G, 的 
同 态 映射 , 则 Vg eG 有 

pi(g)eG,, P(g)e0,, P(g)eG,. (1-9-45) 
Ps(8)e Cs 的 作用 对 象 是 羽 的 元 素 , 而 已 = 宛 (LD) 是 到 维和 撩 量 空间 . 利用 矿 = 到 ， 
的 自然 坐标 基底 可 构造 忆 的 一 个 自然 基底 , 任 一 了 Ee 已 的 Ww 个 分 量 可 排 成 一 个 
Wx1 的 列 阵 , (8) 对 大 的 作用 结果 让 (8) 太 则 可 看 作 严 x 天 的 方 阵 p,(g) 与 
1. x1 的 列 阵 j 了 的 给 阵 乘积 以 = 2 为 例 , 令 e 互 ,8=a(gs G,, 则 


1 a 1 AL 2 Al 41 2 

fi 8S 11 S 11 S 1 S 1 

1 a 1 Al 2 Al 1 A1 2 
| 三 A ss _|8al 8 21 S 22 S 2 

f= 2 |， 8s= 内 (8)= A2 1 A2 2 A2 1 A2 21|1°: (1-9-46) 

1 . S11 82811 Sb 81 

2 A2 1 A2 2 A2 1 入 2 2 
2 82 8&7 8 ££ 


另 一 方面 , 从 GCC，G@ 的 定义 式 出 发 通过 论证 可 知 方 阵 py(g) 等 于 方 阵 p(g) 与 
Ps(8) 的 张 量 积 , 即 
P(g8)=p(g)Bp(e), VgeG. (1-9-47) 
此 处 给 出 方 阵 张 量 积 的 计算 公式 : 设 P,O 是 同 阶 方 阵 , 则 它们 的 张 量 积 PP@ O 的 天 
阵 元 为 
(P@O =P CO2. (1-9-48) 
仍 记 B=w(T)e 儿 , 便 有 


ps(expsB) -HH [pi(expsB) ® p,(expsB)] 


d d 
PB = Di。 中 (expsB) = 


5=0 


Pi(exp 四 | ® p,(e) 


d 
expsB)+|— 
Pt psB) 民 


d 
=p(e)®— 
ie) ] 


s=0 


= P(e) Bp.B+Pp.BOp,(e)=-p(e) B(p.B) +p.BOp,(e), (1-9-49) 

其 中 第 三 步 用 到 式 (1-9-47), 第 六 步 用 到 式 (1-9-41). 于 是 由 式 (1-9-48) 可 得 p,,B 的 矩 
阵 元 表达 式 

(DB) io = -6 (Pp.B), +(DB) 56s. (1-9-50) 


-. 332 . 微分 几何 人 门 与 广义 相对 论 
将 式 (I-9-27) 用 于 本 例 得 
V7G=a(0)， 区 


f(D +(p,.BY f° © 


t=0 


f°,(D) -6 (Pp.B)Y ,fp(0)+(p.B)Y 6 f°p © 


f°,(D-(p.B)Y,f’g(0) + (Pp.B) sf | 


0 
-ow 
a 


f°,D-T" ox) fg(0) +T" wo corg 


d ， 有 
-= Be | 坚 | 


-| 亿 ] (de j 时 ED Se em dg i (1-9-51) 


Xo 


其 中 第 二 步 用 到 式 (I-9-50), 第 四 步 用 到 式 (1-9-30) 和 (1-9-31). 
上 式 也 可 改写 为 与 曲线 明显 无 关 的 形式 ,: 


ver 这 ] | 始 ey ny ) . (9-51’) 


Ox” 


式 (I-9-51) 与 用 第 3 章 的 初等 方法 求 得 的 TV .Fa 表达 式 实质 一 致 . 

例 4 在 平凡 主 从 P=R*xU() 上 指定 联络 6, 令 =C ,在 F 上 定义 左 作用 
XX: UDxF 一 FF 为 

和 (区 := ey (其 中 4 为 整数 )，Vg =e ”esU(D, feF， 
所 得 的 伴 矢 从 QO 就 是 §1.6 的 伴 从 在 G=UG), N =1 时 的 特例 . % 的 上 述 定 义 说 明 
表示 群 G=G=U(), 而且 同 态 p : GG 是 同 构 e*FPe .为 求 得 截面 6 : 
民 ! 志 O 的 协 变 导 数 可 任 选 辅助 截面 o : R* 一 己 , 它 与 G 结 合 决定 一 个 映射 从: 
了 一 下 ,满足 [ 见 式 (-9-15)] 
G(x)=0o(x) :G(x), vxeR’. (1-9-52) 

依照 81. 6, 这 d(x) 可 改写 为 B(x) , 代表 了 及 :上 的 一 个 (绝对 的 ) 复 标量 场 (内 部 矢量 
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场 ), 而 G(x) 则 解释 为 B(x) 在 内 部 标 架 a(x) 的 分 量 . 把 式 (1-9-27) 用 于 现在 的 情况 
得 


Vr @ = 0(0): 入 GD +Lp. (oT peo)| ， (1-9-53). 


借用 到 上 的 洛 伦 效 坐标 系 {x*} 又 得 w(T) = 0O,(z)T 及 


dx 人 D) 
dt 


_ 80 
Ox” 


1=0 2 


7Tw ， (1-9-54) 


ad _d Py 
中 MO 让 ea 


故 

VD =0(0):T’[0,6 + p.(0,)0],. 
再 把 联络 @ 与 规范 势 47 的 关系 w(x) = ke,4'(x) [ 式 (1-7-1)] 及 p,(e,)= -iL, [ 式 
(1-4-22)] 用 于 G=G=U() 的 情况 得 p,(@,)=- ieg4,[ 因 当 G=U() 时 k=e,L =g], 
于 是 
Vr D=0(0).7”(0,6 -ieq4,p), =o(0):T*(D,p), .[D, 由 式 (1-5-7) 定 义 ] (1-9-55) 


0(0) 可 解释 为 内 部 标 架 , 故 74D ,fp 对 应 于 VV.@ 的 内 部 分 量 , 于 是 
复 标 量 场 @ 的 协 变 导 数 ( 的 内 部 分 量 )=74D ,$. (1-9-56) 


这 正 是 优 5 中 把 D, 称 为 “ 协 变 导数 算 符 ”的 缘由 . 在 规范 变换 下 , 虽然 办 4 和 D 
都 要 变 , 但 是 由 于 到 有 规范 不 变性 , Vv 也 有 规范 不 变性 ( 它 由 主 从 的 联络 已 决定 , 
而 6 当然 是 规范 不 变 的 ), 所 以 V0 是 规范 不 变 的 . 这 就 回答 了 §1.6 倒数 第 二 段 之 
末 所 提出 的 “Dy 的 变换 是 否 也 对 应 于 一 个 绝对 的 事物 ”的 问题 , 这 个 事物 就 是 
VG. 

例 5 与 少 场 共 斩 的 力 场 应 看 作 尸 = 了 4xU(D 的 另 一 伴 矢 从 万 的 截面 . 为 定 
义 O, 选 F=C’, 但 x : Gx 下 下 定义 为 

Ll) = be”, vg=e™ eU(), Je， 


仿照 例 4 及 例 2 便 得 

复 标量 场 2 的 协 变 导 数 (的 分 量 )=7*(8,G +ieq4,8), =T“D,p . (1-9-57) 
[选读 -9-1] 

为 适用 于 非 阿 贝 尔 规范 理论 , 本 选读 介绍 例 4 和 例 5 的 推广 . 设 理论 的 内 部 变 
换 群 为 G ,涉及 表示 pp : G 一 G, 表 示 空间 是 复 矢量 空间 WV ( 选 定 基底 后 人 的 元 素 
是 方 阵 ), 便 可 构造 主 从 P= 妥 'xG, 并 以 人 为 典型 纤维 构造 复 伴 和 失 从 OO, 其 中 左 作 
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和 (内 := pg)b,( 方 阵 乘 以 列 阵 ) Vg eG,peV. (1-9-58) 


仍 把 截面 侣 改 记 作 劝 ,从 VrG 的 一 般 表达 式 (-9-27) 出 发 ， 利 用 w(x)=ke,4i(x) 及 
P.(e.) = 一 记 不 难 求 得 


Vi® =0(0):T*(0,6 -iKL: 4,0), =a(0).7“(0D 用 ，， (1-9-59) 
[其 中 DD 由 式 (1-5-17a) 定 义 .] 于 是 
复 场 @ 的 协 交 导数 (的 分 量 )=7T“D ,4p. (1-9-60) 


这 就 是 例 4 向 非 阿 页 尔 情况 的 推广 . 为 推广 例 5 ,应 先 复 习 选 读 I-5-2. 场 论 中 通常 要 
求 表示 空间 玉 上 有 内 积 (但 允许 非 正定 ) 而 且 G (通过 G ) 对 人 VV 的 作用 要 保 内 积 , 所 以 
G 是 群 UU(V) 或 其 李子 群 . 同 态 p : GUU(V) 按 式 (1-5-29) 自 然 诱导 出 保 内 积 同 态 
5:G 一 U( 广 ). 以 三 为 典型 纤维 构造 复 伴 拓 从 人 ,其 中 左 作用 元 : 太一 了 定义 为 

Xp):= P(e)b, vVgsG, 作 < 大 (I-9-61) 
将 式 (I-9-19) 用 于 现在 的 情况 得 


VB =0(0) 昌 [过 HOT= 0(0) 


[P(g())$))] 


f 


= oO 


[$ (Dp(g(0))"] 


i 


= 0(0). 上 ¢ Ooteoy + OO 


P(SCD) | 


I 


a -Oo PO+FO)S 


= a(0). 局 


其 中 第 三 步 用 到 式 (1-5-31), 末 步 用 到 p(g(D)o(g(D)1 = 了 
另 一 方面 , 若 把 式 (1-9-19) 用 于 求 V;D ,将 有 


p(g(D))” | 


ft 


| 
OO 


oo (1-9-62) 


I= 1=0 


ve-oo| x+ 时 pee) to) (1-9-63) 
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与 式 (1-9-59) 对 比 得 


ple() = ikTE A 0), (1-9-64) 
再 代入 式 (I-9-62) 便 得 
ViD =0(0)T"(0,6 +ikgL:4),=0(0).T“(D,G)|,, (1-9-65) 


[其 中 D ,由 式 (L-5-17b) 定 义 . ] 于 是 
复 场 五 的 协 变 导 数 (的 分 量 )=T“D , 仿 . (1-9-66) 


习 题 
“1， 试 证 式 (I-1-4), 即 映射 S, : rd->G 与 RR: G 下 zx] 互 逆 . 
2. 试 证 式 (I-1-5), 即 RoR,=RR,。 oln, VpeP,geG. 
“3. 试 证 定理 I-1-1. 
4. 试 证 由 式 (I-1-7) 定 义 的 ~ 的确 是 等 价 关 系 . 

5. 完成 .1 例 4 的 (1) 和 (3) 中 的 两 道 习 题 , 即 证 明 :Q@ GL(n) 的 群 元 把 基底 fe,} 变 为 基底 
ie.8" ;( 这 是 线性 代数 的 结论 , 建议 读者 作为 习题 自我 证 明 . ) @) 8, 满足 S(pg)= Sp)g vgeG. 
6。 试 证 式 (I-1-15), 即 R,=R,oL, vpeP,geG. 

7. 试 给 定理 I-1-6 的 证 明 补 全 . 
8.， 试 证 $I.2 定义 2 条件 (b) 可 等 价 地 表述 为 条 件 (b), 亦 即 
(b)vxzsM,3pszxaifx] 使 


Be (RX)= 6,(X), VgeG, XelT,P. 


9， 补 证 定理 I-2-1 证 明 (A)(a) 中 的 分 解 筷 = 成 + 元 的 唯一 性 . 
10. 试 证 定理 I-2-7. 
“11， 定理 [2-8 证 明 (B) 中 借用 了 一 条 曲线 w(x) 及 其 水 平 提升 线 ;0 . 试 补 证 : 当 m0) 选 定 
后 ,Vzz 与 jt) 的 选择 无 关 . 
“12， 补 证 43 例 4 的 待 证 命题 :=v 当 且 仅 当 (x,@'; f°") 与 (x， e,; f°") 属于 同一 轨道 . 
13， 试 证 式 (1-4-15) 的 G= {diag(e**?, …, e-”%)|0eRR} 是 群 , 而且 同 态 映射 
piUDS30G, ep diag(e™,...,e Ye) 
是 UGQ) 群 的 表示 ( 当 q,…,gq, 的 最 大 公约 数 为 1 时 p 还 是 忠实 表示 ). 
“14， 试 证 式 (1-5-25), 即 所,(x)=9,4,(x)-9,4,(x)+K[2A4(x), (zj. 提示 :利用 -i =p,(e,) ,而 且 
P : G-G 为 同 态 保证 o, : 多 - 乡 为 同 态 . 
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15， 试 证 式 (5-26), 即 记 ,(x) = UG(x)P, GUO()). 
16. 试 证 定理 I-8-1、I-8-2 和 工 8-4. 
17， 试 证 定理 1-9-1 和 I-9-5. 


附录 J」 德 西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 空 


SJ.1 常 曲 率 空 间 


定义 1 上 度 规 g,, 称 为 常 曲率 度 规 , 若 存 在 常数 K 使 
Rsca = 2K gaagold’ (J-1-1) 
其 中 Rsoy = 8gsRape ,而 Repo 是 go 的 黎 曼 张 量 . 
以 二 代表 流 形 的 维 数 ，R。 = Rs , R=g“%R。，, 则 由 式 (J-1-1) 易 证 常 曲 率 度 规 
满足 
(a) R,, = K(n -1)e,, (b) R= Kn(n—1). (J-1-2) 
设 G, 是 n=4 的 、 有 洛 伦 兹 号 差 的 常 曲率 度 规 的 爱 因 斯 坦 张 量 , 则 由 式 (J-1-2) 
易 得 G, = 一 Rgs /4, 与 带 宇宙 因子 项 的 爱 因 斯 坦 方程 G+ 4gw = 87T,s 比较 发 
现 常 曲率 度 规 可 看 作 宇 宙 因 子 4= 有 /4 的 真空 爱 因 斯坦 方 程 Gw + Ag。 =0 的 特 
解 . 注意 到 式 (J-1-2b) 在 n=4 时 给 出 R=12K , 便 得 常 曲率 度 规 的 天 与 相应 的 4 的 
如 下 关系 : 


A=3K. (J-1-3) 
命题 J-1-1 (n>3 的 ) 常 曲率 度 规 的 Weyl 张 量 Cosy =0. 
证 明 ”练习 . 口 


定义 2 广义 黎 曼 空间 (MM,g,,) 称 为 常 曲率 空间 (space of constant curvature)， 
各 gi 是 常 曲 率 度 规 . 

定义 3 广义 黎 曼 空间 (M,g,) 与 (M',g',) 称 为 有 相同 局 域 几何 的 , 若 个 
vp e M,3p 的 邻 域 Oc M 和 开 子 集 O'c M' 以 及 微分 同 胚 bp : OO ,满足 
办 (galo)= gwlo ; 四 Vp'e M',3p' 的 邻 域 0'c M' 和 开 子 集 O c M 以 及 微分 同 
及 多 :0O0'—»0,， 满足 (g'sl0)= gplo- 

注 1 由 定义 3 易 得 如 下 结论 (对 本 节 的 具体 问题 很 有 用 ): Vp e M,ge M', 若 
有 pp 的 邻 域 Oc M 和 4 的 邻 域 O' c M' 以 及 微分 同 胚 6 : O -> O" ,满足 


办 (8oplo)=8oplo， 


则 (Mg) 与 (M',g',) 有 相同 的 局 域 几何 . 
命题 J-1-2”(a) 流 形 维 数 、 度 规 号 差 及 KK 值 相 同 的 两 个 常 曲 率 空间 有 相同 的 
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局 域 儿 何 . (b) 常 曲率 空间 有 最 高 对 称 性 , 即 其 等 度 规 群 (可 能 只 是 局 部 群 ) 的 维 数 
( 亦 即 独立 Killing 矢量 场 的 个 数 ) 是 n(n+1)/2, 其 中 是 空间 的 维 数 . 

证 明 见 选 读本 1-1. 口 

命题 二 1-2(a) 配 以 式 (T-1-2b) 表 明 , 维 数 及 号 差 给 定 的 常 曲 率 度 规 可 按 其 标量 
曲率 值 分 类 . R=0 的 常 曲率 度 规 就 是 平 直 度 规 . 在 n=4 的 洛 伦 兹 号 差 的 前 提 
下 , R>0 和 R<0 的 常 曲 率 度 规 分 别称 为 de Sitter( 德 西 特 ) 度 规 和 anti-de 
Sitter( 反 德 西 特 ) 度 规 . 这 是 两 个 有 最 高 对 称 性 但 又 不 平 直 的 度 规 , 对 宇宙 论 、 弯 曲 
时 空 量子 场 论 和 量子 引力 论 的 研究 都 有 重要 意义 . 

[选读 J-1-1] 

本 选读 的 目的 之 一 是 证 明 命题 J-1-2. 这 一 证 明 颇 有 难度 , 为 便于 理解 , 先 证 明 
几 个 引 理 , 由 此 导出 一 个 命题 (命题 J-1-8), 在 此 基础 上 命题 J-1-2 的 证 明 就 变 得 容 
易 . ”利用 命题 二 1-8 还 可 方便 地 补 证 上 册 §3.4 (及 中 册 §12.1) 讲 而 未 证 的 定理 
3-4-9 (及 命题 12-1-8). 

由 于 证 明 中 涉及 多 个 几何 量 在 两 个 不 同 坐标 系 的 分 量 , 为 清晰 区 分 起 见 , 我 们 
将 使 用 两 套 具 体 (分 量 ) 指 标 , 即 i, j,k,1,… 和 pv,a, Pp,…( 都 可 从 1 取 到 nn), 只 
a,b,c,qd,… 等 少数 最 前 面 几 个 拉丁 字母 留 作 抽象 指标 . 

引 理 本 1-3 给 定 广义 歼 曼 空间 (M,g,,) 和 (M',g',), 若 存在 微分 同 胚 : 
M 一 M 使 办 gw =805， 则 存在 “坐标 变换 ”( 加 引号 的 含义 见证 明 ) {x 上 > fc 


使 标量 场 
3 站 (8 站 站 
,二 让 中 一 | 三 一 ' =g | 一 J-1-4 
By Bap 攻 | 区 | 和 Sm Ba Ea 加 ( ) 


所 对 应 的 n 元 函数 g(x) 和 g',(x') 满足 


g(x)= g(x(x')) 2 | 
其 中 x (x) 代 表 与 “坐标 变换 ” {x i {Xx} 相应 的 n 个 hn 元 函数 , 即 x'(x'*) ,但 
括号 中 的 指标 一 律 省 略 . 
证 明 以 (0O,x) 和 (0O'x”) 分 别 代 表 M 和 MM' 上 的 坐标 系 (O 〇 和 0O' 代 表 坐 标 
域 ), 设 ONG7 [Oz 名 . 令 z*=9*x*, 则 ONG-1[O0] 上 既 有 坐标 {x'} 又 有 坐标 
{z4}, 故 有 坐标 变换 {x 人 上 {2 人 } ,VYpeONg-O1], 令 g=G(p), 则 


(J-1-5) 


x (p)=x'(z(p)=x’ (x"(q), (J-1-6) 


人 主要 参考 文献 是 Bisenhart(1949). 感谢 中 科 院 数学 所 站 志 全 研究 员 帮 助 笔者 彻底 弄 懂 这 一 证 明 ， 
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上 式 第 二 个 等 号 两 边 的 x'( ) 代表 (相同 的 ) 函 数 关系 , 而 且 自 变数 zx( 站 与 自 变数 
x (9) 等 值 . 于 是 坐标 变换 {xi} 上 {fz4} 诱导 出 hn 个 n 元 函数 xx ,不妨 把 变换 
BF {fx} 也 称 为 “坐标 变换 ”, 虽然 这 两 组 坐标 定义 在 不 同 的 流 形 上 . 式 (J-1-6) 
给 出 


ax (z) Ox’ (xz) (127) 
Oz” Ox 和 
由 式 (J-1-4) 及 如 gas = gj 得 
a 区 b 3 a 本 3 b 
区 ED [总 ] 地 | 全 | 加 | 
9 4 (J-1-8) 


二 加 | -|s( 训 ] 部 ( 霹 ] 呈 | -a 六 作 

了 B32) | | Be | | Yoo | 
其 中 第 三 步 用 到 Py 以 XxX: OO 玉民 "及 x': O'-> 恨 "代表 定义 坐标 x' 和 x 的 
同 胚 映射 ( 即 $2.1 定 义 1 中 的 ys), F(X) 及 Fi,(x) 分 别 代表 由 标量 场 g, : O -到 


及 gy : 0O' 一 民 自然 诱导 出 的 nn 元 函数 ， BP g, = o XX, gv = Fu ox i 则 


1 
gw la= Fyv(x"(q), gy lp=F,(x(p))=F,(x(x'(q))), 
其 中 第 二 式 的 第 二 步 用 到 式 (J-1-6). 为 了 清晰 区 分 标量 场 g',, 与 由 它 诱导 出 的 1 元 
函数 , 刚才 特意 引入 符号 Fi,(x') 代表 后 者 .懂得 这 一 区 别 后 就 不 妨 按 惯例 把 
Fwv(Cc) 记 作 gw(xz) .于 是 
gu la= gu (x(q), gy 1,= g;(x(x'(q))). (J-1-9) 

去 掉 上 式 中 的 (q) 并 与 式 (J-1-7) 一 同 代入 式 (J-1-8) 便 得 式 (J-1-5). 口 

反之 ,给 定 两 个 对 称 、 非 退化 的 二 次 型 g,(x) 和 g',(x') ,如 果 存 在 坐标 变换 
{Xx} {fx} 使 它们 满足 式 (J-1-5), 则 gy(X) 和 gi,(X") 可 看 作 两 个 度 规 场 gp 和 
g 汉 分 别 在 {x'} 和 {x'*} 系 的 分 量 ,而 且 可 构造 局 域 微分 同 胚 G 使 bg, =g'，, 因 
而 描述 相同 的 局 域 几 何 . 所 以 称 满足 式 (J-1-5) 的 gj (x) 和 g',(x') 是 互相 等 价 的 . 
给 定 两 个 对 称 二 次 型 gj (x) 和 g',(x'), 当 它 们 满足 什么 更 具体 的 条 件 时 两 者 等 价 ? 
出 于 证 明 命题 J-1-2 的 需要 , 此 处 只 讨论 这 一 问题 的 一 些 特殊 情况 . 我 们 先 证 明 , 如 
果 式 (J-1-5) 成 立 , 则 8y 和 gr 相应 的 克 氏 符 太 六 和 六 “mr 满足 如 下 关系 式 : 

Ox! ) DOx Ox’ Ox! 


了 二 (J-1-10) 
和 8x04 Be Bx 7” px 748x7 
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(右边 第 二 项 的 存在 说 明 三 放 和 六 “mr 不 是 同一 张 量 在 两 个 坐标 系 的 分 量 . ) 证 明 
如 下 . 
对 式 (J-1-5) 求 导 给 出 


Og Og, x” i Axi i 2 j 2 
Buv _ O08 Ox” Ox’' Ox Ox Ox Ox Ox , (T1118) 
Ox'’” Ox” Ox'” Ox'* Ox Ox'* Ox"Ox'’” x’ Ox'*Ox’® 
适当 交换 指标 又 得 
2 a ; 7 i pe j 2 .; 
Ogoy 8 Ox Ox Ox 0x Ox 网 Ox Ox ,1-11b) 
Gx” Ox Ox'’® 3x 4 Ox’” Ox'’” Ox' Ox’ Ox’ Ox'*Ox’® 


Dx' Ox"Ox'’” Ox'’ Ox'*Ox’” 


68wc _ Bgn 8x 9x 8x7 Bx’ O02x/ Ox’ O22x’ 
Bx Ox’ px Oxt Bx” ~" 


| (J-1-11¢) 
从 式 (J-1-11b)、(J-1-11c) 之 和 中 减 去 (J-1-11a) 并 夹 以 g' 吧 (Bx7/18x' 4 )/2 (对 重复 指标 
还 要 求 和 ), 经 计算 便 得 式 (J-1-10). 

对 称 二 次 型 g, 和 g/, 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 坐标 变换 fx'} > {x'*} [ 即 存在 
函数 组 {x'(x'),i=1,…,n} ] 使 式 (J-1-5) 成 立 . 寻找 这 一 函数 组 的 第 一 步 是 写 出 它 应 
满足 的 偏 微分 方程 组 . 形式 地 以 px 代表 偏 导数 xz /3x' [因而 pi 是 x 的 函数 , 即 
pu(x")]: 


:Ox 


Sp (J-1-12) 
把 i 改 为 1 并 对 x'” 求 导 , 注意 到 式 (J-1-10), 得 

ap’ 

ee (J-1-13) 


在 g,(x) 及 gi,(x') 给 定 后 (xX) 及 T(x') 是 已 知 蝇 数 ,因此 式 (J-1-12)、(J-1-13) 
是 关于 n+n? 个 待定 n 元 浮 数 xi(x”) (i=1…,n) 及 pi(x') (i, 14=1,…,nn) 的 偏 微 分 
方程 组 . gj 与 8 人 的 等 价 性 同 这 个 方程 组 的 可 积 ( 有 解 ) 性 密切 相关 , 于 是 想到 
Frobenius 定理 ( 见 附录 下 ). 定理 F-2 对 现在 的 讨论 有 重要 帮助 , 该 定理 只 涉及 两 个 
自 变量 x,y 的 一 个 通 数 u(x,y) ,但 不 难 推广 到 涉及 nn 个 自 变量 x1,…,x”" 的 m 个 
函数 2 (xz ) an (xz 的 情况 , 其 待 解 方程 组 为 
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= F(x',u), i=1,.…,m, oO=1,.……,n. (J-1-14) 
Ox 
定理 证 明 中 用 到 的 两 个 和 失 量 场 现在 推广 为 n 个 失 量 场 : 
让 
“一 FF | =1]1,…，, 加 -1 
| de We 0-1-15) 


用 于 我 们 关心 的 情况 [ 式 (J-1-12) 和 (J-1-13)], 则 函数 好 (xz 可 分 成 两 组 , 一 组 是 
X (xz )， 共 于 个 ,其 指标 为 ;; 一 组 是 pi(x'), 共 nn? 个 ,其 指标 为 5, 故 m=n+n?. 相 
应 的 也 分 成 两 组 , 一 组 是 Fi = pi’ ,一 组 是 

Fs =T" nopa -Tipupl. (J-1-16) 


于 是 方程 组 (J-1-14) 具 体 化 为 {(J-1-12), (J-1-13)), 式 (J-1-15) 则 具体 化 为 


cL 
妈 一 十 六 | 一 一 | +F J-1-17 
(w,) 后 中 总 | | 言 | ( ) 


这 是 定义 在 平凡 流 形 恨 ”+”*") 的 某 个 同 维 子 流 形 U 上 的 矢量 场 , ”hn 个 x* ,hn 个 
x' 和 n? 个 pi 都 看 作 独 立 的 自然 坐标 . {(wi)”,…,(w,)”} 构成 U 上 的 一 个 nn 维 分 
布 , 记 作 矿 . 

引 理 J-1-4 若 


[wo,w,] =0, o,v=1,.…,n, (J-1-18) 
则 Yqo =(x'*0,x'0, puo)eU 存在 方程 组 {(J-1-12), (J-1-13)} 的 一 个 解 
fx (x"), ps, (x)}, 
满足 x'(x'0) 0 py (x'0) = i ， 
证 明 只 须 把 定理 F-2 的 证 明 做 自然 推广 . Ea 
引 理 J-1-4 表明 [w,,w,J =0 是 方程 组 {(J-1-12), (J-1-13)} 的 可 积 条 件 . 下 面 介 


绍 这 一 条 件 的 一 个 重要 的 等 价 表述 . 
引 理 J-1-$ ”可 积 条 件 [w ,wj?=0 等 价 于 


: 4 ?i 
vo Da Roy pe Ds (J-1-19) 


包 把 两 个 坐标 域 在 民 " 中 的 像 分 别 记 作 和 O', 则 U=0O'xOxGL(n) , U 的 点 可 写作 (x*,x, pi,) ,其 中 
Pu eGL(n) 保证 pi 为 非 退 化 算 阵 . 
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其 中 Ri 和 Rss 分 别 是 与 gj(x) 和 g',(x') 相应 的 黎 曼 张 量 分 量 , 各 自 是 x! 和 
Xx 的 通 数 . 
证 明 以 85 代表 自然 坐标 系 {x'*,x', pi} 的 普通 导数 算 符 , 注意 到 


3 下 5 下 8 
0 | 一 一 | =0 | 一 -| =0,|— | =0， 
EE , 襄 ] | 癌 | 


b b 
的 训 吉 加 9, 凡 =0 (各 自然 坐标 互相 独立 ) 
光 


以 及 


由 式 (J-1-17) 得 


Ee ， 
(w,)0s(w,) -| 记 区 Fi, 十 pr rk + Ps 3 避 J 高 |] FE OO 
4 p 


(J-1-20) 
把 式 (J-1-16) 代 入 上 式 求 导 ,由 [w,,w,] =(w,)》0,(w,) 一 (w,)0,(w,) 得 
[wo, w,] =(0/0py) [Tpro — Tpow)ph +T rp (pi pt + pipt) 
+(T al pr -TT yo)p! tTimT yp (p’ pi - p"pi)]. 


(J-1-21) 
为 一 方面 , 由 式 (3-4-20') 得 
Re A Sy OY 二 (J-1-22) 
Ri prpip’, = 一 大 EE —T™yTm)py pip',. (J-1-23) 
适当 改写 参与 求 和 的 具体 指标 便 可 看 出 
R's pa4 一 Roi pypip' =[ws,w,] 在 坐标 基 失 (9/6p!,)" 的 分 量 ， 
因此 [w,w, 了 J =0 等 价 于 式 (J-1-19). 口 


因为 我 们 所 关心 的 是 gj 与 gi, 等 价 的 具体 条 件 , 而 等 价 时 存在 坐标 变换 
{XP {fx} 使 式 (J-1-5) 成 立 , 因此 可 以 只 关心 流 形 U 中 满足 条 件 Bw = 8ypPup! 的 
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点 构成 的 子 流 形 , 记 作 Sj . 具体 说 , 令 

Hi (Xx,x,p)= g(x)— g(x)p,p’, MvV=1,.,n, (J-1-24) 
则 由 

Hj,=0, Jj,v=1,.…,n (J-1-25) 

定义 的 子 流 形 就 是 Sj .每 给 定 一 对 J,v 值 , 百 w =0 就 给 出 U 中 的 一 张 超 曲面 . 因 
为 Hj =How), 而且 利用 引 阵 pi 的 非 退 化 性 [ 见 式 (J-1-17) 后 的 脚注 ] 又 可 证 明 
dH jv(KH<V) 在 U 的 各 点 为 线性 独立 , 故 式 (J-1-25) 给 出 (n? +n)/2 张 超 曲面 , 它们 
的 交集 就 是 Sr CU ,可 见 


dim Sr = tat) + 同一 On +n)>n. 


从 现在 起 只 限制 在 Sr 上 探讨 方程 组 {(J-1-12), (J-1-13)} 的 可 积 条 件 . 然而 这 种 做 法 
的 可 行 性 的 必要 前 提 是 由 式 (和 -1-17) 定 义 的 矢量 场 (W),…,(w ) 在 [上 所 给 出 的 
nn 维 分 布 历 也 给 出 Sj 上 的 nn 维 分 布 (n 维 子 空间 场 ), 而 这 实质 上 就 是 要 求 每 个 
(wo )“ 都 切 于 Sy .下 面 的 引 理 表明 情况 的 确 如 此 . 

引 理 J-1-6 因为 式 (J-1-17) 的 n 个 矢量 场 中 的 每 一 个 都 与 S, 相 切 , 所 以 
{Ww1) ,…, (WwW) } 给 出 Sjy 上 的 一 个 nn 维 子 空间 场 (n 维 分 布 ). 

证 明 8. 已 iw 有 是 由 下 =0 定 义 的 那 张 超 曲面 的 法 余 拓 . 欲 证 每 个 (WwW_ )4 切 
于 Sp 只 须 证 每 个 (w，)? 都 满足 


[(wc) 6. 万]ls =0, py,v=1,.…,n. (J-1-26) 


由 式 (J-1-17) 及 (J-1-24) 得 


2 六 a 
(w,) OH,, -[ 半 | 0 1 十 Pu 图 oH,, BR 图 90H,, 


6x 8p。 
gw ia Wy 
人 x Oo Ox’ po 人 1 


二 
(再 次 提醒 : x*,x' 和 ps 被 看 作 互 相 独 立 的 坐标 ,对 万,, 求 偏 导 数 时 除 一 个 坐标 外 
的 坐标 都 应 看 作 常 数 , ) 
上 式 最 右边 末 项 =-Fys 8y612pl,65 = 28y(piplT ?ys -TimapY pl,p™), 
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在 Sy 下 记忆 =0 保 证 gj pap/ = gh, 故 


[(wo)’ 0H]ls, = gro — Pogmmipr py —28%0T "wo +2g8y! mmp! pl PN 
上 式 右边 第 四 项 又 可 化 为 


28T mp php’ = 8y8" (gimn + nkm 一 San)PD2DZ DO 


= (8 jmn + Bj,m 7 帮 =g mnpie pLpY. 
类 似 的 操作 也 适用 于 第 三 项 , 结果 为 -28%(, ws =-g'vs, 于 是 
[way ON wlle SS gv = Bab DD, go tea DD =0: 问 
引 理 J1-7 可 积 条 件 [wo,wv] =0 在 Sr 上 等 价 于 
Rs = Rynpv ps pupr : (J-1-27) 
证 明 注意 到 引 理 丁 1-5 ,只 须 证 明 式 (J-1-27) 与 (J-1-19) 在 Sjy 上 等 价 . 
(A) 由 式 (J-1-24)、(J-1-25) 可 知 在 S$,, 上 有 
gr = gmpapr . (J-1-28) 
以 gp! 来 式 (J-1-19) 并 对 1 求 和 便 得 式 (J-1-27). 故 由 式 (J-1-19) 可 推 得 式 (J-1-27). 
(B) 把 pi 看 作 抵 阵 的 第 六 HA 个 元 素 ,并 改 记 作 pip( 上 下 指标 左右 错开 ). 则 式 


(J- eg 与 为 矩阵 等 式 g'=p'gp (其 中 p' 代表 pp 的 转 置 矩阵 ). 由 此 又 得 
8 "=p g (p )', 因 而 pe”'p" =g', 于 是 有 


8 op ply (J-1-29) 


把 上 式 改写 为 8 =g' pi4p"r， 以 gp'1 有 来 式 (J-1-27)( 并 对 f 求 和 ), 便 得 式 
(J-1-19). 故 由 式 (J-1-27) 可 推 得 式 (J-1-19). 口 
在 上 述 各 引 理 的 基础 上 并 参考 定理 F-2 的 证 明 便 可 证 明 如 下 的 重要 命题 : 

命题 本 1-8 设 式 (J-1-27) 在 Sj 上 成 立 , 则 Yqo =(x'*0,x'0, pio)e Sp, 存在 

TV 的 含 qo 的 n 维 积分 子 流 形 ScS,j ,代表 方 程 组 {(J-1-12), (J-1-13} 的 一 个 解 
fx (Xx), p(x)} ,满足 x'(x'0)=x'0， Pu(x'0)= pio 以 及 式 (J-1-5). 

注 2 (WD“ 式 (J-1-27) 在 Sy 上 成 立 ” 是 指 Vqi = (xn pi1)e Sy ,数值 

Rin(X1) ， Runelxi) 及 pi 满足 式 (J-1-27), 其 中 Rin(X1) 是 由 By (xX) 求 得 的 函数 

Ryn(X) 当 自 变数 x' =x'| 时 的 函数 值 ， R'ji (x') 意义 仿 此 . 加 命题 J-1-8 的 一 个 重 
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要 应 用 是 证 明 命题 二 1-2 . 

证 明 引 理 J-1-6 表明 式 (J-1-17) 的 (wi)*,…, (w,)》 是 Sjy 上 的 n 维 分 布 ( 记 作 
所 i ), 而 式 (J-1-27) 在 Sy 上 成 立时 有 ( 见 引 理 于 1-7 )[w,,w, 了 |s, =0,0,v=1,.…,n, 
所 以 Frobenius 定理 ( 见 中 册 附 录 F) 保 证 Yqo =(x'*0,x'0, pio)e Si 存在 WW 的 、 含 
go 的 积分 子 流 形 Sc Sy. 此 外 , [w,,w, 了 | =0 还 保证 Sjj 上 存在 局 域 坐 标 系 
{0 ,…,0"} 使 


w, = 0=1,…,n，( 略 去 抽象 指标 ) (J-1-30) 


不 妨 约定 该 系 的 坐标 域 含 go, 而 且 wc (qo)=x ,0 =1,…,n. 作 为 S$, 的 子 流 形 , S 
有 “和 参数 式 ” (但 “参数 ” 是 1 个 w") 


xX =X (8), x =x(0), p', =Pv(o)， (J-1-31) 
满足 
Hs (x (0),x(0), p(0)) = g(x (2) - gy (x(a)p', Co)p (a)=0, va, a")e 1, 
(J-1-32) 


(其 中 只 到了 "是 坐标 系 {a} 的 值 域 . ) 故 


Ox’ 0 
Oa” Ox : 


0 _Ox* 9 


_ 2 
3a” da” ax 


Oa” ap ， 


(J-1-33) 


将 上 式 代 入 式 (J-1-30) 后 再 式 (J-1-17) 对 比 得 


的 


Oo” 0 
由 第 一 式 和 a (go)=x" 可 知 式 (J-1-31) 的 第 一 式 成 为 x'”=a”, 故 其 第 二 、 三 式 可 
改写 为 


Op’ 
=p', (0), 2 £=F' x(a), x(0), p(a). (1-1-34) 


这 i . i i f Ox’ 
x' =x (x), Ps= P's)= (J-1-35) 


它们 刚好 给 出 方程 组 {(J-1-12), (J-1-13)} 在 定 解 条 件 x'(x'0) =x'o， 2 
下 的 解 .把 g”=x” 及 式 (J-1-35) 代 入 式 (J-1-32) 便 得 式 (J-1-5). 

命题 J-1-2(a) 的 证 明 设 (M,g,) 与 (M',g',) 有 相同 维 数 和 号 差 ， 有 
歼 曼 张 量 分 别 满足 


(a) 及 abcd =2K gig (b) R, abcd 一 =2K gs 8a 3 (两 式 中 的 天 相 后 同 ) (J-1-36) 
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欲 证 它们 有 相同 局 域 几何 . Vp e M,qeM', 选 坐标 系 (O,x) 和 (0O'x*) 使 peO， 
4 E0', 则 gs 和 gis 的 坐标 分 量 给 出 如 下 两 组 hn 元 函数 : 


a b a b 
0 0 ee 0 
By (x) Bap 图 国 和 Sr (x ) 去 Bap 医 ] 二 | 2 


取 x'0 三 x (p), ro 三 x 人 (9g), 并 任 取 满足 gi,(x6)--gy(xo)piop0=0 的 piio 以 保 
证 (x'*0,X'0, puo)ESp. 式 (J-1-36) 导 致 RR,y 和 R's 的 坐标 分 量 满足 
Ron(X) =2Kgn (Xx), R(X)=2Ke, (x )er (x). (J-1-37) 
借 式 (J-1-28) 不 难 证 明 满足 上 式 的 Rs 和 Rs 在 Sr 上 满足 式 (J-1-27), 于 是 命题 
J-1-8 保证 方程 组 {(J-1-12), (J-1-13)} 有 解 pe (xz pi (x)} ,满足 x'(x'(q))=x'(p) 和 
ar (xz )/axz | = pio. 可 见 gy(x) 和 g’,(x') 满足 式 (J-1-5), 因而 等 价 . 具体 说 , 把 引 
理 J-1-3 的 证 明 反 推 便 可 得 结论 :存在 开 邻 域 O c M, O01 c M' (满足 PeO， 
9 e 0 ) 和 微分 同 胚 p : O 一 O1 使 MP)=9， 办 (gaplo, )= gablo , 因此 说 (M ,8g,,) 
与 (M',g',) 有 相同 局 域 几 何 . 口 
命题 J-1-2(b) 的 证 明 设 (M,gw) 是 常 曲率 空间 , 欲 证 它 有 最 高 对 称 性 . 由 命 
题 二 1-2(a) 的 证 明 可 知 每 一 初 值 (zx 0, pio)e Sp 确定 一 个 解 Co (xz )， Pu (xz )}， 
其 前 一 部 分 代表 nn 个 n 元 函数 x'(x'), 对 应 于 一 个 局 域 微分 同 胚 8 : O, -> O1, 满足 
$. (gapl0,)= gaslo .现在 只 有 一 个 常 曲率 空间 (M,gw)， 可 以 看 作 上 述 证 明 在 
M'= M，g' = 8a 情况 下 的 特例 , 因此 有 (8aplo,)= gablo, ， 可 见 p 是 等 度 规 映 
射 .而 等 度 规 群 的 维 数 等 于 决定 方程 组 {(J-1-12), (J-1-13)} 的 一 个 解 所 需 的 独立 参 
数 的 个 数 . 为 了 确定 这 一 维 数 , 仍 先 看 定理 F-2 这 一 简单 例子 . 该 定理 称 : 若 
[wi,Ww 了 =0, 则 YY 初 值 q,=(x0,y0,u)e 民 ! 存在 分 布 历 的 合 go 的 积分 子 流 形 , 代 
表 方 程 组 (F-2) 的 一 个 满足 初 值 的 解 u(x,y) . 若 只 给 定 (x，,y), 则 任 取 实 数 uo 就 有 
初 值 点 go, 从 而 有 一 个 解 . 可见 方程 组 (F-2) 存在 一 个 单 参 解 族 ( 参 数 为 1). 把 这 一 
讨论 推广 到 命题 J-1-2(a) 证 明之 末 , 限 推广 为 Sjj, 自 变数 (x,y) 推 广 为 (x",…,x”"). 
注意 到 dim Sp =n+(n? +n)/2, 可 知 给 定 n 个 自 变 数 (xi…,x 汪 后 要 决定 一 个 初 
值 点 go =(x'%0,x'0, puo) 还 须 指 定 n(n+1)/2 个 实数 ,因此 常 曲 率 空间 允许 
n(n+1)/2 个 独立 的 等 度 规 映射 ,对 应 于 一 个 n(n+1)/2 维 等 度 规 ( 局 部 ) 群 , 故 有 最 
高 对 称 性 . 口 
若 度 规 gm 在 某 坐 标 系 的 分 量 为 常数 , 则 由 式 (3-4-20/) 易 见 gj 的 Rj。 
因而 可 看 作 天 =0 的 常 曲率 度 规 . 于 是 , 作为 命题 J-1-2(a) 在 KK=0 的 特例 , 我 们 有 


a =0， 
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如 下 推论 : 

推论 J-1-9 度 规 场 g,, 是 (局 域 ) 平 直 的 ( 即 其 R,,.”=0) 当 且 仅 当 存 在 坐标 系 
使 gj 的 坐标 分 量 全 部 为 常数 . 

注 3 这 其 实 就 是 上 册 定 理 3-4-9. 

命题 J-1-10 设 gs 为 n=4 的 洛 伦 旋 号 差 的 常 曲率 度 规 , 则 存在 坐标 系 
全 2} 使 其 线 元 可 表 为 如 下 的 标准 形式 [正名 为 黎 曼 形式 (Riemannian form)]: 


2 
a tCe tety+o) (~dr’ +dx’ +dy?+dz’), (J-1-38) 

注 4 对 维 数 是 n、 号 差 任意 的 常 曲率 度 规 , 上 式 的 一 般 形式 为 
ds” | [a(dx ) ++e, (dx")], (J-1-39) 


其 中 6,…,6, 代表 +1 或 -1. 
证 明 由 命题 J-1-1 可 知 常 曲率 度 规 必 共 形 平 直 , 即 存 在 共 形 因子 只 及 坐标 
系 {z4} 使 gp， 可 表 为 


ds” = OQ Nvdx dx". (J-1-40) 
上 式 与 式 (J-1-1) 结 合 , 借助 于 式 (12-1-7), 经 一 香 推 导 得 
有 (760 —156°,)=—6°,00,, + 6,00 ,0 + WN OO 
—N1 NO ,a (00°, 0 )7 WD a0, (J-1-41) 
其 中 w= ,w=00w/0x", ws =0 W/Ox'Ox”. 取 p=vV 并 对 vy 从 0 至 n-1 求 和 
得 
Kn,, 一 (n 和 2)(n ee 1)” WO jo + (n 9 1)” WN Oi, WN Wi0, » (J-1 -42) 
用 wn)* 来 全 式 并 对 Go 及 4 求 和 得 
2 MT 
1 Oi, = 一 71 WV,—K, (J-1-43) 
n 
再 代入 式 (J-1-42) 便 得 
1 = 
Oo A 7077” OW ir 5 (J-1-44) 
上 式 表 明 当 jo 时 有 Oo =0, 故 W(X ,…,X”) 可 表 为 nn 个 待定 一 元 函数 之 和 : 


Ox ,x ) = (x) + T(x"). (J-1-45) 
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由 上 式 及 式 (J-1-44) 又 可 得 出 


Or = a yo (J-1-46) 


其 中 4a 为 常数 .积分 两 次 给 出 
@= Fa 二 DO +c, (J-1-47) 
其 中 5 及 c 为 积分 常数 .把 式 (J-1-47) 代 入 式 (J-1-43) 得 
K=2ac—-n”b,b,. (J-1-48) 


这 是 玉 与 常数 a,b,,c 之 间 的 唯一 关系 式 , 把 式 (J-1-47) 代 入 (J-1-41) 不 会 给 出 更 多 
关系 式 . 从 现在 起 取 n=4, 约定 g,, 有 洛 伦 座 号 差 , 并 把 x",x!,x” ,Xx) 简 记 为 
1，X，y，Z. 根 据 已 证 命题 J-1-2(a), 只 要 天 相同 ,无 论 常 数 q， b,,C 取 何 值 ,给 出 的 


常 曲率 线 元 一 定 等 价 . 现在 取 b, =0 及 c=1, 则 式 (J-1-48) 要 求 尺 =2a ,代入 式 
(J-1-47) 便 得 


@(t, Xx, y, D)=14 人 (P+ + (J-1-49) 


于 是 gp 的 线 元 就 取 式 (J-1-38) 的 形式 . 命题 证 毕 . 口 

注 5 上 面 把 众多 积分 常数 一 扫 而 空 ,使 复杂 的 线 元 化 成 只 含 玉 值 的 标准 形 
式 , 这 自然 要 归功 于 命题 -1-2(a). 然而 该 命题 的 证 明 颇 难 颇 长 , 可 否 不 用 该 命题 而 
在 命题 J-1-10 的 证 明 中 通过 坐标 变换 直接 得 出 标准 形式 ? 既然 命题 J-1-2(a) 成 立 ， 
答案 自然 是 青 定 的 , 即 必 有 坐标 变换 {x 人 } hy 位 ^} 把 式 (-1-40) 的 ds? 改写 为 如 下 
标准 形式 : 


2 
ds -Ce 十 说 十 六 + (~df* + dt? +d 访 上 +d22)， (J-1-50) 


而 一 旦 找 出 这 一 坐标 变换 , 命题 J-1-10 的 地 位 便 将 大 为 提升 , 因为 从 它 所 给 出 的 标 
准 形式 一 望 而 知 玉 值 相同 的 常 曲率 度 规 必 然 等 价 , 从 而 把 命题 二 1-2(a) 变 成 不 证 自 
明 的 推论 . 通过 努力 , 笔者 终于 找到 了 这 一 非常 复杂 的 坐标 变换 , 从 而 给 出 了 命题 
J-1-10 的 独立 证 明 ( 我 们 从 未 在 任何 文献 中 见 过 这 一 证 明 ). 介绍 如 下 . 

命题 J-1-10 的 不 依赖 于 命题 J-1-2(a) 的 证 明 ”由 命题 -1-10 证 明 的 前 半 部 分 
可 知 ,对 任 一 常 曲 率 度 规 g ,总 有 局 域 坐标 系 {x*} 把 它 表 为 式 (J-1-40), 其 中 的 
的 倒数 多 由 式 (J-1-47) 及 (J-1-48) 给 出 .现在 要 寻找 一 个 坐标 变换 以 得 到 式 (J-1-50). 
设 ( 民 ,Gs) 是 6 维 平 直 流 形 , 度 规 场 G jg 的 号 差 为 和 2, 即 (-,+,+,+,+, 一 ) .以 所 代 
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表 恨 ' 的 自然 原点 0e 取 5 的 切 空间 , 则 它 有 度 规 Gup | . 当下 式 满足 时 所 的 6 个 元 
素 {(e, (4=0,1,2,3), (e,)“, (es) 构成 所 的 一 个 正 交 归 一 基底 : 
Gialo (e) (8) =1, Gasbh (ei) (es) =1, Galo (es)’ (es)’ =1, 

Gel (es) (e) = Ga (ey) (es)” = Gl (ei)’ Ge) =0. 

设 Zs{(e,),(@1),(@)} 和 Z's={(e%)',(@1) ,(@;) 人 是 (所 ,G4sl) 的 两 个 正 交 归 一 
基底 . Z' 的 对 偶 基底 Z”={(e*) 4,(e”) 4,(e”)y} 的 每 一 元 素 可 用 Z 的 对 偶 基底 
Z ={(e*)4,(e )4,(e”)4} 展 开 为 矩阵 等 式 : 

(e' ee”,e'3,e'4;e5)=(e0elie2,e3,e4,e5)4， (J-1-51) 
式 中 的 6x6 变 换 短 阵 4eSO(2,4) 满足 答 阵 等 式 124 = ATp*A [参见 式 (G-5-24)]， 
其 中 A 代表 4 的 转 置 ,7124 = diag(-111211-D. 令 

(a,)” = = 方 [G@): 下 (全 = le) -(e)’], (6,) =(e) 4=0,1,2,3, 
(J-1-52) 
则 了 = {(e)“ (2 4,(e ) 全 也 是 了 的 基底 , 称 为 混合 基底 , 特点 是 :前 4 维 相当 于 
4 维 洛 伦 益 度 规 的 正 交 归 一 基 , 后 2 维 相当 于 2 维 洛 伦 兹 度 规 的 类 光标 架 
Gel (8) (8) = Gosh (Ei) (se ) =-1, 


Gs lo (so) (e,)® = G8 lo (a,) (ae_)” =0, 


G8 lo (ge,) (a,)® = Gs lo (a_) (ae_)® =0， 
下 面 分 别 就 =0, KK >0 和 KK <0 三 种 情况 证 明 本 命题 . 
(A) 玉 =0 的 情况 
任 选 混合 基底 了 及 其 对 偶 基底 六 为 


Y={(6,) (Ce (并 = 人 ee sc ) 


设 1 是 任 一 有 长 度量 纲 的 非 零 常量 , 则 不 难 验 证 用 1 及 式 (J-1-48) 中 的 6 个 常数 
a， Di，c 依 下 式 构造 的 对 偶 失 量 


ka =Ib,(e*)4 +l a(e!)y +c(e ye 了 (J-1-53) 
是 “类 光 ” 的 (G6K ks =0), 因而 可 发 展 出 另 一 混合 基底 及 其 对 偶 基底 
=) EGG 人， 六 ={ 人 GD) (GD CE) 
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其 中 (6 ) 4 =ky. 设 G4 eA, 则 expo(6“)e 民 .G4 在 基底 了 的 6 个 分 量 c* ,G1!,c- 
构成 点 expy(52) 的 一 组 (和 歼 曼 ) 法 坐标 ,54 跑 遍 了 下 便 给 出 下 5 上 的 一 个 法 坐标 系 
{6“,6',G }. 有 R 上 的 平 直 度 规 场 Gs 在 这 一 坐标 系 的 线 元 为 


dx ” =71idc^dc" -2de'de. (J-1-54) 
(R', Gs) 中 的 “类 光 ” 超 曲面 
N={expo(6’)eR’ |Gsl 6’6" =0, 5 #0} (J-1-55) 


是 以 0eRR" 为 顶点 的 “ 光 锥 ”( 但 不 含 点 0), 在 上 (6 =0 的 点 除外 ) 定 义 4 个 函 
数 


xp = 2 ， (J-1-56) 
则 .V 的 方程 Jrgl5" -25"5 =0 可 借 x* 表 为 
Pe. 


WX X =2 (J-1-57) 


以 Hip 代表 Gg 在 NY 上 的 限制 , 则 由 式 (J-1-54)、(J-1-57) 和 (J-1-56) 不 难 证 明日 ,Bp 
可 用 dx“ 写成 如 下 线 元 式 : 


dz -5] dx dx . (J-1-58) 
上 式 的 导出 是 借 基底 了 进行 的 , 若 改 用 基底 了 ,自然 得 到 
dx” = 全 ] 7di* de ， (J-1-58’) 
其 中 =1E4 1/E- .对比 式 (J-1-58) 和 (J-1-58 人 ) 得 
diesde -( 呈 ] Md dxe’. (J-1-59) 


注意 到 =5 (6 ) 及 (人 )4 =k4, 由 式 (J-1-53) 得 
6 = 用 57 +1a5 +c5 (J-1-60) 


再 用 式 (J-1-47)、(J-1-56)、(J-1-57) 及 (J-1-60) 便 可 证 明 c- 16 =w "=. 人 2, 于 是 式 
(J-1-59) 给 出 
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Wud = 02°7 ,dx dx", (J-1-61) 
与 式 (J-1-40) 比 较 便 知 存 在 坐标 系 从 4 使 玉 =0 的 常 曲率 线 元 可 表 为 
ds” = ,dt de”, 
再 用 天 =0 便 得 
K A 而 a NV 
ds? (1+ | 17 ,dt dR ， 
此 即 竺 证 的 式 (J-1-50). 证 明 的 关键 是 用 迁 回 手法 引入 了 坐标 变换 fx“}Fy [4 ,下 
面 找 出 这 一 变换 的 显 表达 式 . 了 * 的 每 一 基 矢 可 用 基底 7* 展 开 为 矩阵 等 式 : 
(2, EE, BE, EE )=(0", 0!, 6, 0, 8+, 6)S, (J-1-62) 
其 中 的 6x6 变 换 和 矩阵 8 满足 
7 0 0 7 0 0 
S10 0 -18=|0 0 -1|， 其 中 w=diag(-Ll,l). (J-1-63) 
0 -1 0 0 -1 0 
把 矩阵 等 式 (J-1-62) 的 第 六 列 与 式 (J-1-53) 比 较 可 知 S, =1b,,S, =1?q,S_- =c. 
利用 X=164 /6 及 式 (J-1-62)、(J-1-60)、(J-1-56)、(J-1-57)、(J-1-47) 不 难 写 出 举 
标 变换 {x#} 上 > 从 4 的 显 表 达 式 : 
入 =[S 7 好 1S GX”) +S “1]. (J-1-64) 


(B)K>0 的 情况 
设 Z={(e,)4,(es)4,(es) 人 和} 是 岂 的 正 交 归 一 基底 , 令 1=K-1?， 


(Yl + Bae d+ (rato) 165) 
则 式 (J-1-48) 保 证 G%“(e”)y(e”)s =-1, 因而 可 以 发 展 出 另外 一 个 正 交 归 一 基底 
2Z'={(e%)4,(e4)4,(e;) 人 和) 及 其 对 偶 基底 Z" ={(e*)4,(e')4(e5)4). 式 (J-1-51) 
反映 Z' 与 Z 的 变换 关系 . 64 e 了 在 ZI' 的 分 量 5%,54 和 55 也 可 看 作 腿 5 上 的 法 
坐标 , VY 在 此 坐标 系 的 方程 为 
1 (J-1-66) 
平 直 度 规 场 Gs 在 此 坐标 系 的 线 元 为 
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dr” = de +(dc't)? = (J-1-67) 
在 上 (6 =0 的 点 除外 ) 定 义 4 个 函数 ” 


1 
y=!/ 2 (J-1-68) 


则 由 式 (J-1-66) ~ (J-1-68) 不 难 证 明 态 js 可 用 dy 写成 如 下 的 线 元 式 : 


2 
d 2 2 ds 
X=| | ds?， (J-1-69) 


1 1 
a 7 kK yy" | ey” (J-1-70) 
oy)” [oY 多 


其 中 Go(y')=1+ myy“y”. 从 正 交 归 一 基底 Z={(e,)4,(e4), (es)4} 出 发 用 式 
(J-1-52 儿 所 有 改 为 8 ) 构 造 混合 基底 了 ={(&,),(&,)*,(&) 人 } 及 其 对 偶 基底 
7 三 {(24)4,(2') (ED) 小 . 设 5L 在 Z 和 交 的 分 量 分 别 为 54,54,55 和 252 ， 
则 易 证 


3 = = ee -万 G: se trai) 
定义 
w=l 和 (J-1-56") 
则 .VY 的 方程 可 表 为 
WX xX =2 Bs (本 1-377) 


式 (J-1-58) 则 应 改写 为 dy =(G /1) ndx*dx" .与 式 (J-1-69) 对 比 得 


15 


RS 
cz- | mdx’dx". (J-1-72) 


由 式 (J-1-47)、(J-1-71)、(J-1-56")、(J-1-57) 及 (J-1-65) 不 难 证 明 


Q 可 以 证 明 y* 在 “ 光 锥 ”.N 的 每 一 “类 光 ” 母 线 上 为 常数 . 设 P={expo(6“)e 展 |e =1}, 则 {fy} 可 看 
作 4 维 子 流 形 钨 门 A 上 的 坐标 系 , 称 为 Beltrami 坐标 系 , 见 Guo et al. (2004a, b). 
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和 = 上 =0， (J-1-73) 


(a OO 
故 式 (J-1-72) 成 为 d8”= .42°7 ,dx*dx", 与 式 (J-1-40) 相 比较 可 知 di 就 是 ds?, 再 由 
式 (J-1-70) 便 得 
1 1 
ds =1— oo Kn ny yy rdy dy". J-1-74 
(a [oF NpMo yy | ly ( ) 
由 式 (J-1-68)、(J-1-51)、(J-1-56)、(J-1-71) 及 (J-1-57') 不 难 验 证 导出 上 式 的 关键 坐标 
变换 {x*}F fy} 是 
HyrY 1 
i ”T2721 


44x 1 1 
2 +4 ) nx x + (A A 
7 (4 +A ) 10g 入 (4 -4 ) 


(tA I tA 


ye (J-1-75) 


再 引入 最 后 一 个 坐标 变换 fy }Fy {CX*}, 定义 为 


rp 
Ky 
4 po 


便 可 把 式 (J-1-74) 化 为 式 (J-1-50) 的 标准 形式 . 请 读者 完成 这 一 颇 长 的 验算 . 

(C)K<0 的 情况 

与 玉 >0 的 情况 非常 类 似 , 只 须 把 12 收 为 -1?, 并 把 “4” 与 “5” 互 换 ，。 口 

读 过 第 12 章 (中 册 ) 选 读 12-1-1 的 读者 知道 命题 12-1-8 给 出 了 共 形 平 直 线 元 为 
平 直线 元 的 充 要 条 件 , 现在 在 命题 J-1-9 的 基础 上 补 证 这 一 命题 . 

命题 12-1-8( 重 述 ) 洛 伦 兹 号 差 的 共 形 平 直 4 维 线 元 

ds” = .02° x)(- df +dxr +dy*+dz*) (其 中 x*=t,x,y,z) (J-1-76) 

是 平 直 线 元 的 充 要 条 件 是 Q(x“) 可 表 为 2(x*)=C/O(x*) ， 其 中 C 为 常数 , 函数 
QO(x*) 取 以 下 三 种 形式 中 之 任 一 : 


(a) Q(x*)=-(t+p) +(x+p) +(y+p") +(z+p’), (J-1-77) 
其 中 p', pi'(i=1,2,3) 为 常数 ; 
(b) Q(X)=1+yIX+y y+Y3Z+A, (J-1-78) 


其 中 (i=1,2,3) 及 4 为 常数 且 


yi +7 +y3: =1. (J-1-79) 
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(c) Q(x*)= 常数 . 


命题 12-1-8 补 证 平 直 度 规 可 看 作 天 =0 的 常 曲率 度 规 , 因此 命题 J-1-9 的 证 


明 送 用 .分 三 种 情况 讨论 如 下 . 
” (a) 当 az0 时 , 用 a 除 式 (J-1-48) 两 边 后 与 式 (J-1-47) 联 立 得 


oon) = (tp tt p++ py +(z+p)]. 


其 中 


A Ar 
Ba 
a a 


由 = 人 2 可知 式 (J-1-76) 的 Q(x) 可 表 为 (2(x*)=C/O(x*), 其 中 
2 


= 一 = 常数 , Q(x*)=--(t1+p) +(x+p)Y +(y+p) +(z+p’). 


da 
当 a=0 时 式 (J-1-47) 简 化 为 
Ol,x,y,2)=—b t+bxtb y+bizt+ce. 
又 分 以 下 两 种 情况 [ 记 作 (b) 和 (c)]: 
(b) 当 a=0 而 b 0 时 , 式 (J-1-82) 可 改写 为 
(t,x,y,2)=—b (t+ yx+y y+yz+N), 
其 中 
c pb! pb’ bp’ 
Sa ie yp ,2 po 3 = 一 0 为 常数 . 
尺 =0 及 a=0 使 式 (J-1-48) 简 化 为 


nn 


故 yy， 1， ys 满足 式 (J-1-79). 所 以 《2(x“) 可 表 为 Q(x*)= C/O(x’), 其 中 


1 a 
C=- 训 = 常 数 ，Q(x)=1+yx+yy+7z+4. 


(J-1-80) 


(J-1-81) 


(J-1-82) 


(J-1-83) 


(J-1-84) 


(J-1-85) 


(0) 当 a=b" =0 时 ,由 式 (J-1-84) 可 知 b =0 导致 p! =b?=b? 0, 故 式 (J-1-82) 


进一步 简化 为 w=c= 常数 ,所 以 Q(x*)=C/QO(x“) ,其 中 O(x“)= 常数 . 


既然 在 QO(x“) 满 足 式 (J-1-77) 及 (J-1-78) 时 


ds = O° (x*) (dt? +dx? +dy? +dz’) 


口 ] 
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是 平 直 线 元 , 必定 存在 坐标 系 {X44} 使 它 取 如 下 的 明显 平 直 形式 : 
ds =—df? + dt? +d)? +d2?. 
下 面 给 出 这 一 坐标 变换 . 
(a) 当 Q(x“) 取 式 (J-1-77) 的 形式 时 , 令 


FC 2-CCrP) 》 
0 9 2 2 


则 不 难 验证 
-dd 上 + 和 +d22=(C2102)(-d2 +dr2+dy2+dz2) 
= (x*) (dt* +dxr2 +dy 2 +dz2)= dsy2. 
坐标 变换 式 (J-1-86) 其 实 是 (J-1-64) 在 S, = 6 S,“=0,S_“1=p“ 情 况 下 的 特例 . 
(b) 当 Q(x“) 取 式 (J-1-78) 的 形式 时 , 用 下 式 定义 新 坐标 7?, 计 了 Z: 


Ed 


CO QC, QQ, ||x 
f=1, 了 | = 所 pb pb 儿 | ， (J-1-87) 
Z nn 7 hi1lz 


其 中 以 ,%,%y 是 式 (J-1-83) 中 的 yy,y,y, 式 (J-1-79) 保 证 存在 常数 ao as 及 
记忆 ,使 式 (J-1-87) 的 3x3 矩阵 为 正 交 矩阵 , 于 是 


++ x +y +2, O=7+Z+4, 
ds” =C°(F +Z+A) (df? +dX? + dy +d22). 
再 用 下 式 定义 坐标 访 台 六 2 
tf—-2=C[C -2)-(P+y)/O], f+2=-C/O, t=Ci/O, $=C8/0, 
则 不 难 验 证 
-df” + dt +d? +d2* =(C*/O° (dt +dx’ +dy’ +dz’)=ds’. 


[选读 J1-1 完 ] 
$1.2 ” 德 西 特 时 空 


德 西 特 (de Sitter) 度 规 可 用 下 法 方便 地 求 得 . 上 册 小 节 10.1.2 曾 证 明 , 以 Sz 代表 
由 式 (10-1-13) 定 义 的 类 空 超 曲 面 , 则 由 4 维 闵 氏 度 规 在 此 面 上 诱导 的 3 维度 规 及， 
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是 常 曲率 度 规 . 这 hi 与 de Sitter 度 规 的 区 别 只 在 于 :@ 前 者 是 3 维 的 而 后 者 是 4 维 
的 ; 前 者 是 正定 的 而 后 者 是 洛 伦 兹 的 . 为 了 得 到 de Sitter 度 规 , 应 该 考虑 5 维 闵 氏 
时 宇 ( 民 ,7w) 中 的 某 个 类 时 超 曲 面 . 5 维 闵 氏 线 元 可 用 洛 伦 效 坐 标 了 7, 球 , 系 了 了 Z 


表 为 
ds* =-d7 +dW’* +dX* +d72+dZ2. (J-2-1) 
设 1>0 为 任 一 常 实数 , 则 方程 
下 (J-2-2) 


定义 了 (R’,w,) 中 的 一 个 类 时 超 曲 面 M4. (4 维 旋转 双 曲 面 , 压缩 两 维 后 所 得 的 
M’? 见 图 J-1.) 以 gj 代表 由 ww 在 M4 上 的 诱导 度 规 , 借助 于 下 面 将 要 引入 的 坐 
标 系 不 难 证 明 其 黎 曼 张 量 满足 式 (J-1-1)( 其 中 天 =/), 因而 g， 是 常 曲率 度 规 . 
K=17” 与 式 (J-1-3) 结 合 得 4=317, 可 见 参数 为 1 的 de Sitter 度 规 可 看 作 4=312 的 ， 
真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 . 通常 把 (M g,,) 称 为 de Sitter 时 空 . 任意 指定 实数 工作 
为 式 (J-2-2) 中 的 7, 则 该 式 给 出 
W?+X*+7*+2Z=1*+7T’* >0, 
这 是 由 7 =7 定义 的 4 维 超 平面 中 的 3 维 球面 (S;) 方 程 ， 
可 见 这 个 超 平面 与 超 曲 面 M4 之 交 是 个 3 维 球面 . 注意 到 
TT 可取 任 意 实数 , 便 知 de Sitter 时 空 的 整体 拓扑 是 
图 J1 3 维 闵 氏 时 空 的 类 及 xS;, ”其 等 度 规 群 则 是 0(1,4). 
We 在 M* 上 定义 坐标 系 就 可 具体 表 出 de Sitter 度 规 
- gab :下面 介绍 四 种 坐标 系 , 其 中 第 1 2,4 种 比较 常用 . 
1. 全 局 坐标 系 {fz,yw,6, 由 ,其 中 -co<r<oo 0<y,9<T 0<0D<2r ,定义 为 


7T=1sh( mr)， 三 =1ch(O Tr)siny sinOcosp, Y=1ch(l lr)siny sinOsing, 
Z=1lch(T rt)siny cosO, W=1ch( ir)ecosy. (J-2-3) 
无 论 z,w, 0,9 各 取 何 值 , 超 曲面 方程 (J-2-2) 都 被 上 式 满 足 , 可 见 {7,w,0,9} 的 确 是 
定义 在 超 曲面 M“ 上 的 坐标 系 . 微分 式 (J-2-3) 后 代入 式 (J-2-1), 经 过 直接 但 元 长 的 
计算 , 便 得 M“ 上 的 4 维 诱导 线 元 
ds =—dr? +1*ch’ (1 [dy +sin2z (do +sin29do2)] ， (J-2-4) 


QD 有 些 作者 对 de Sitter 时 空 的 背景 流 形 采用 不 同 定义 , 他 们 的 de Sitter 时 空 的 整体 拓扑 是 良 x 有 RP [其 中 
有 RP 的 含义 见 式 (G-5-16) 所 在 段 末 ], 可 参阅 , 例如 , McInnes(2003). 
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这 就 是 de Sitter 度 规 在 坐标 系 fr,y,g,go} 的 线 元 式 . 由 上 式 读 出 g， 的 坐标 分 量 
giw 并 按 小 节 3.4.2 求 得 Rvos, 便 可 验证 gw 果真 是 常 曲率 度 规 . 与 式 (10-1-23a) 对 
比 发 现 式 (J-2-4) 可 被 看 作 =+1 的 RW 度 规 的 一 种 特例 , 其 中 a(z) = ych(-iz) . 可 
见 de Sitter 时 空 是 这 样 一 种 特殊 的 、k =+1 的 RW 宇宙 , 其 中 既 无 物质 又 无 辐射 (但 
宇宙 常数 4> 0). 这 当然 不 是 我 们 真实 的 宇宙 . 

上 述 坐 标 系 {fr,w,9,9} 之 所 以 被 称 为 全 局 坐标 系 , 是 因为 它 可 以 覆盖 整个 
de Sitter 时 空 . 这 句 话 并 不 确切 , 因为 就 连 S? 也 不 能 被 一 个 坐标 系 所 覆盖 , 何况 
及 xS ?所 谓 “ {zr,wy,9,9} 履 羡 全 时 空 ”, 是 指 除 了 那些 坐标 奇 点 而 言 . 人 们 通过 2 维 
球面 坐标 的 例子 自信 这 些 坐 标 奇 点 的 一 切 尽 在 掌握 之 中 , 以 至 于 坐标 系 虽 不 能 覆 
新 多 时 空 也 无 伤 大 雅 . 下 面谈 到 某 坐标 系 能 否 覆 盖 全 时 空 时 都 是 这 个 含义 . 

既然 de Sitter 时 空 可 看 作 大 = +1 的 某 种 RW 宇宙 , 自然 应 关心 它 的 均匀 面 (等 
5 面 ) 以 及 各 向 同性 观 者 的 世界 线 . 为 了 便于 想象 和 画图 , 先 略 去 比较 次 要 的 六 ,了 
维 , 或 说 先 讨论 sin9=0 或 x 的 “截面 ”, 这 时 久 = 了 =0, 式 (J-2-3) 简 化 为 


T=1sh(/™7), 2Z=+lch(l lr)siny, W=1ch(l ir)cosy. (J-2-3") 


图 J]-2 de Sitter 时 空中 与 全 局 坐标 系 相应 ” 图 J-3 含 了 轴 的 任 一 平面 (图 中 为 7~ 球 面 ) 
的 均匀 面 (等 z 面 ) 和 各 向 同性 观 者 世界 线 与 M? 的 交 线 是 (M?,g,,) 的 类 时 测 地 线 
(等 y 线 ). M? 只 是 M 的 2 维 模拟 物 


这 其 实 是 讨论 3 维 空间 了 到 中 的 2 维 (旋转 ) 双 曲面 , 即 M4 的 2 维 模拟 物 M2 , 配 以 由 
3 维 闵 氏 度 规 ws 诱导 的 度 规 gs, 就 成 为 一 个 2 维 de Sitter 时 空 (M?, g,,). 作 为 2 
维 RW 宇宙 , 由 式 (J-2-3) 易 见 它 的 等 zc 线 族 (均匀 线 族 ) 就 是 所 有 由 T= 常数 定义 
的 平面 与 MX 的 交 线 , 即 图 J-2 中 的 所 有 水 平 圆 周 . 各 向 同性 观 者 的 世界 线 则 无 非 
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是 zt 坐标 线 (等 y 线 ). 由 式 (J-2-30) 可 知 Z/ 丈 =tany ,所 以 等 六 线 就 是 由 Z/ 玉 = 常 
数 定义 的 平面 ( 即 含 了 轴 的 平面 ) 与 M* 的 交 线 , 是 背景 空间 RR 中 的 无 数 双 曲线 
(图 J-2). 作为 各 问 同性 观 者 的 世界 线 , 它们 自然 是 类 时 测 地 线 . 以 上 对 (M?,g,,) 所 
得 结论 在 做 如 下 修改 后 也 适用 于 (M', g,,) :图 J-2 的 每 一 水 平 圆 周 代表 一 个 3 球 
面 S ,每 一 双 曲 线 代表 一 个 3 维 面 (由 坐标 7z, 9, 9 刻画 ), 其 中 每 一 2, 9 为 常数 的 线 
才 是 7 坐标 线 . 
[选读 J-2-1] 
以 上 关于 等 wy 线 是 测 地 线 的 结论 还 可 推广 为 如 下 命题 :过 原点 0 的 任 一 平面 
与 M 的 交 线 一 定 是 (M?,g，) 的 测 地 线 . 为 证 此 命题 , 先 要 对 关于 等 y 线 的 结论 
再 从 几何 角度 (脱离 坐标 系 ) 给 个 证 明 , 设 忆 是 含 T 轴 的 任 一 平面 , 则 攻 门 M? 是 一 
对 等 y 线 (图 J-2), 以 代表 其 一 , 则 yy 的 单位 切 矢 U? 满足 
gusU"U?=WUU?<0， (等 号 用 到 诱导 度 规 的 定义 ) 
中 yy 用 gy 衡量 也 是 类 时 线 . 分别 以 0, 及 V ,代表 与 ,及 gs 适 配 的 导数 算 符 , 以 
4 和 4" 代表 yy/ 作为 (RR’,,) 和 (M?,g,) 的 曲线 的 绝对 加 速度 (依次 为 “3 加 速 ” 
和 “2 加速”), 则 由 中 册 式 (14-4-18) 得 
A? =U?VY, 77? =U?g,"g 人 sg U0 = 
可 见 4* 是 4” 在 M? 上 的 投影 . 欲 证 y 是 (M?,g,) 的 测 地 线 只 须 证 明 此 投影 为 零 ， 
即 证 明 4° 沿 M? 的 法 向 . 不 失 一 般 性 , 可 认为 本 就 是 T~ 历 面 , 故 y ( 见 图 J-3) 的 单 
位 切 和 拓 为 
U®”=17[W(0/07T)" +T(0/0W)"], 
因而 
42 =U?0,U° =1™[T(0/07T)" + W(0/0W)"]. (J-2-5) 
另 一 方面 , 由 超 曲面 M ”的 定义 方程 7T?+W ”+2Z?*-1? =0 可 知 
n, =0,(-T* +W?+2* -17)=2[-7T(d7T), +W(dW), +Z(d2),] (J-2-6) 
是 M 的 法 余 拓 . Vpey=2NM? 有 Z|,=0, 故 1 |,=2[-T(d7),。 +W(dW),],， 
因而 M ?在 y 任 一 点 的 法 和 失 可 表 为 
1 =nn, =2[7(8/87)? + W(0/0W)"]. (J-2-7) 


对 比 式 (J-2-5)、(J-2-7) 便 知 4 沿 M? 的 法 向 .可 见 y 是 (M2,g，) 的 测 地 线 . 为 证 明 
本 选读 开头 的 推广 命题 , 可 令 史 代表 含 o 点 (但 未 必 会 了 轴 ) 的 任 一 平面 , 并 证 明 
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开门 4 是 (一 条 或 两 条 ) 测 地 线 . 不 妨 认 为 5' 面 铭 画 轴 ( 通 过 重 选 历 ,Z 轴 总 可 做 
到 ), 故 忆 的 方程 为 Z= oaT (c 为 常数 ), 与 M2 的 方程 -T2 + 机 2 +Z2 =12 联 立 便 
得 守门 M 的 方程 : 
Z=aT, (og -DT?+W?=7. (J-2-8) 
当 @=1( 或 &=--]) 时 上 式 成 为 Z=7T, 邢 =+1 (或 Z= 一 7T, 邢 =+), 所 以 ' 门 M? 是 
两 条 45° 斜 直线 , 分别 身 在 平面 历 =+1 和 历 = 一 1 内 .它们 (作为 直线 ) 自 然 是 7 ， 的 
测 地 线 , 即 4” =0, 故 由 4 =g"。A4* 得 4 =0, 可 见 它们 是 (M?, gg) 的 类 光 测 地 
线 . (事实 上 , 它们 还 是 M 的 类 光 测 地 母线 , 即 M? 可 由 所 有 这 种 类 光 测 地 线 铺 成 . ) 
当 c 1 时 ,用 下 式 定义 新 坐标 T',2': 
Z'=s4(-aT+2Z),， 7T'=sA1(T-aZ)， 其 中 4=|1-@?1?， (J-2-9) 
逆 变换 为 
7T=404-c) +oaZ) 7Z=20-cw2)-cT' +Z0， (J-2-9") 
则 2' 站 MM? 在 新 坐标 下 的 方程 为 
_T'2 2 和 2 出 2: 
7Z'-0, T“+W’=[ ($a <1), (2-10) 
+72 +W?=7 (0? >1), 
可 见 了 站 M 是 Z'=0 平 面 内 的 曲线 ,而 且 当 ”<1 时 是 ( 渐 近 线 为 45° 直线 的 ) 双 
曲线 , 当 w ”>1 时 是 圆 . {7', ZW} 也 是 (区 3,77,) 的 洛 伦 诊 系 ,因为 由 式 (J-2-9) 得 
-1 (0 <1), 


“(d7),(d7), =4?2(-1+a2)= 
7 ( ),( )。 ( 二 CQ ) 人 ( 当 @’ >1), 


1*(d2),(d2), S40 a) -人 ee 
7 (dT7)。(dZ)。= 0. 
于 是 仿照 本 选读 开头 的 证 明 可 知 中 门 M2 在 w2 <1 时 是 (M2,g ) 的 两 条 类 时 测 地 
线 ,在 wk” >1 时 是 (M?,g,) 的 类 空 测 地 线 . [选读 J-2-1 完 ] 
2， 暴 涨 坐 标 系 {t,x,y,z}, 其 中 二 Xx,y,z Ee (-o0,0%0), 定义 为 
X=e x, Y=ey, Z=e tz, 


T=1sh(Tf) + ep/2, W=1ch() -lle ip /2, p=x +y +2, (J-2-11) 
容易 验证 上 式 满足 超 曲 面 方程 0-2-2). 微分 式 (J-2-1 1) 后 代入 式 (J-2-1) 便 得 4 维 诱导 
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线 元 
ds2 =— df2 +e i(dx? +dy2 +dz2)， (J-2-12) 
与 上 册 式 (10-1-23b) 对 比 发 现 上 式 可 被 看 作 上 =0 的 RW 度 规 的 一 种 特例 , 其 中 
a( 人 =e' 7. 请 注意 式 (J-2-12) 和 (J-2-4) 是 同一 个 de Sitter 度 规 g， 在 不 同 坐 标 系 的 
线 元 . 初学 者 常 问 :“ 为 什么 同一 个 de Sitter 时 空 既 可 看 作 k =+1 的 RW 宇宙 又 可 看 
作 k=0 的 RW 宇宙 ? 它 的 空间 几何 到 底 是 弯曲 的 (5 = +1) 还 是 平 直 的 (上 =0)2” 回 
答 时 首先 应 该 再 次 指出 :时 空 是 绝对 的 , 而 空间 则 是 相对 的 , 取决 于 你 如 何 对 时 空 
作 分 层 . 与 式 (J-2-4) 相 应 的 分 层 方式 如 图 J-2 的 水 平 圆周 (理解 为 $- ) 所 示 , 每 一 层 
(每 一 时 刻 的 “空间 ”) 的 几何 都 是 3 球面 , 即 大 = +1. 再 看 与 式 (J-2-12) 相 应 的 分 层 方 
式 . 由 式 (J-2-11) 得 了 + 球 =1e 王 , 故 等 全 面 是 了 + 球 = 常 数 的 4 维 “ 平 面 ” 与 M ?的 
3 维 交 面 , 由 图 J-4 中 粗 的 非 闭合 曲线 代表 , 每 层 (每 一 等 z 面 ) 的 几何 都 是 平 直 的 ， 
即 大 =0. 重要 的 是 两 种 情况 下 的 “空间 ”本 来 就 是 指 不同 的 分 层面 , 因此 “空间 到 
底 弯 曲 与 否 ” 的 问题 并 无 意义 . 由 7+ 球 =1e 捕 可 知 , 无论 人 取 何 值 , 7 和 了 球 都 必然 
满足 7+ 丈 >0, 表 明 暴 涨 系 只 履 盖 (几乎 ) 半 个 de Sitter 时 空 , 因而 不 应 说 “de Sitter 
时 空 可 看 作 某 种 上 =0 的 宇宙 ”. 以 多 代表 暴涨 坐标 域 的 边界 . 因为 当 二 -oo 时 
T+ 丈 =1e ->0, 所 以 多 的 方程 由 -7T2+ 球 2+ 克 2 +72+Z2=12 和 7+ 柬 =0 
联 立 给 出 , 即 
DG DG 0 T+W=0. 

可 见 . 多 同 胚 于 民 xS* .在 .多 上 定义 坐标 系 {z,0,9} 使 

T=t, W=-7f, X=[IsinOcosg, Y=lsinOsing, Z=Icos0O, (J-2-13) 


各 向 同性 观 者 
Ne” 


图 J-4 与 暴涨 坐标 系 相应 的 分 层 . 该 系 只 覆盖 “ 半 个 ”de Sitter 时 空 , 每 一 均匀 面 (等 + 面 , 粗 线 ) 
代表 一 个 3 维 平 直 空 间 . 图 为 M' 在 压 掉包 了 维 后 所 得 的 MM? 


™ 
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则 由 式 (J-2-]) 可 知 w 在 多 上 诱导 出 退化 “ 线 元 ”: ds? |g=1?(d0? +sin20gdp2)， 
因此 多 是 de Sitter 时 空中 的 一 个 类 光 超 曲面 .把 多 的 法 矢 场 n* 用 基 矢 展开 : 


n” =n" (0/07)” +n® (0/0W)” + n* (0/0X)” +nY (0/07)” +n?(0/02)", (J-2-14) 
则 n*9,(T+ 克 )|g=0 给 出 n7 +n”=0. 而 nn? 的 类 光 性 又 导致 
0=—(n’ tn nt ~n”)+(n*) +(n) +(22)2 =(2X)2 +n) 二 (22)2， 
其 中 第 二 步 用 到 n”+n”=0. 故 nX =nY =n? =0, 从 而 
1 =n’ (£,0,9)[(3/07)" — (8/0W)"]. (J-2-15) 


若 取 x (z,9,9)=1, 则 nr 的 积分 曲线 是 (R5,y,) 中 的 类 光 测 地 线 , 它们 刚好 铺 出 
多 .为 了 画图 , 只 好 压缩 ,了 两 维 , 这 时 .多 被 压 为 同 胚 于 及 xgS? 的 流 形 , 即 两 条 测 
地 线 , 这 就 是 图 J-4 的 7 和 ww'. 压缩 所 得 的 M ?是 由 -7?+W?+2Z?=/? 定 义 的 超 
曲面 , 它 与 超 平面 Z =1 之 交 满足 -7T?+W? =0, 是 两 条 互相 正 交 (用 欧 氏 度 规 衡 
量 !) 的 45° 斜 直线 , 其 中 7+ 丈 =0 的 那 条 就 是 7 (可 提前 参看 图 J-6). 此 外 ,，M ?与 
超 平 面 Z=-1 之 交 是 另外 两 条 45" 斜 直线 (与 前 面 的 两 条 斜 直线 关于 了 ~ 球面 为 
镜像 对 称 ), 其 中 T+ 到 =0 的 那 条 就 是 ". 

前 面 讲 过 de Sitter 时 空 并 非 真实 的 宇宙 . 然而 , 极 早 期 宇宙 的 暴涨 阶段 可 看 作 
de Sitter 时 空 的 一 个 子 时 空 . 此 外 , 如 果真 实 宇宙 的 暗 能 量 就 是 宇宙 常数 4>0( 见 
上 册 $10.5) 则 在 足够 长 的 时 间 后 2 将 远大 于 .QV , 宇宙 将 愈 来 您 接近 于 指数 式 
膨胀 [ 式 (J-2-12)], 即 愈 来 愈 接近 de Sitter 宇宙 , 直至 永远 . 这 是 人 们 重视 de Sitter 时 
空 的 一 个 原因 . 

在 宇宙 学 研究 的 较 早 阶段 (1948 年 ) 曾 出 现 过 宇宙 的 稳 恒 态 模型 (steady state 
model ), 其 出 发 点 是 :宇宙 不 但 在 所 有 空间 点 和 所 有 空间 方向 上 , 而 且 在 所 有 时 刻 
都 相同 . 由 此 可 推 得 宇宙 的 线 元 取 式 (J-2-12) 的 形式 , 其 中 /1 起 哈 过 常 数 矿 的 作用 . 
这 个 万 是 真正 意义 下 的 常数 , 即 有 万 = wa( 久 1/a( 信 = 六 :与 人 无关. 为 了 保证 物质 密度 
Pp 在 宇宙 膨胀 [ a( 人 >0 ] 的 情况 下 永 为 常数 (不 随 变 ), 就 要 假定 宇宙 中 不 断 有 物 
质 产 生 . 该 模型 不 但 能 解释 直到 当时 为 止 的 一 切 观测 事实 (包括 哈 勃 定律 ), 而 且 有 
许多 优点 (例如 能 对 若干 问题 给 出 简单 而 明确 的 预言 ), 但 终 因 无 法 解释 后 来 出 现 
的 观测 数据 (微波 背景 辐射 、 类 星体 红 移 分 布 等 ) 而 退出 历史 舞台 . 详 见 温 伯 格 

1972) . 
， 双 曲 坐标 系 伍 , 帮 ,0,1} ，-oo < 三 <oo, 0< 太 <o 0<0<f 0<O<2r, 定 
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T=1sh(l™7)chy, W =1ch(7), 
X=1sh(/"T)shy singcosg, Y=1sh(l 7)shy sinOsing, Z=1sh(l'r)shy cosoh. 
(J-2-16) 
微分 上 式 后 代入 式 (J-2-1) 便 得 4 维 诱导 线 元 
ds =—dz? +1?sh* (1 7)[dy? +sh’y(d0* +sin2gdp?)]， (J-2-17) 


与 式 (10-1-23c) 对 比 就 会 发 现 上 式 可 以 看 作 大 = -1 的 RW 度 规 的 一 种 特例 , 其 中 
a(T)= /Ish(17z). 由 式 (J-2-16) 可 知 双 曲 坐标 系 {f, 罗 ,90,9} 也 不 能 覆盖 整个 de Sitter 
时 空 . 此 系 不 常用 , 不 再 详 述 . 
线 元 (J-2-4)、(J-2-12) 和 (J-2-17) 的 系数 都 含 时 间 坐 标 , 初学 者 往往 据 此 就 认为 
de Sitter 时 空 不 是 稳 态 时 空 . 其 实 问题 并 非 如 此 简单 . 稳 态 性 取决 于 时 空 的 内 训 
几何 而 与 坐标 系 无 关 . 刚才 那 种 简单 判断 正 是 “不 识 时 空 真面目 , 只 缘 心 在 坐标 
中 . ”在 几何 语言 中 , 时 空 (M, g。) 是否 稳 态 取决 于 它 有 无 类 时 Killing 矢量 场 ( 见 
88.1 和 定义 1), 如 果 全 时 空 存在 类 时 Killing 场 , 它 就 是 稳 态 时 空 ; 如 果 每 点 pe M 
都 有 开 邻 域 , 其 上 存在 类 时 Killing 场 , 它 就 是 局 域 稳 态 时 空 .对 de Sitter 时 空 , 上 
述 三 种 线 元 的 “时 间 依 赖 性 ”只 是 表面 现象 , 是 所 选 坐标 系 的 第 零 坐标 线 与 类 时 
Killing 场 的 积分 曲线 不 重合 的 结果 , 不 说 明 类 时 Killing 场 不 存在 . 下面 将 介绍 
坐标 系 {1,r,9,9} 并 示 明 de Sitter 度 规 g,, 在 该 系 的 分 量 不 含 时 间 坐 标 t, 因而 该 坐 
标 域 就 是 一 个 稳 态 ( 子 ) 时 空 . 又 因为 de Sitter 时 空 点 点 平权 , 它 至 少 是 局 域 稳 态 
(而 且 静 态 ) 的 . 自然 要 问 : de Sitter 时 空 在 整体 上 也 稳 态 吗 ? 笔 者 的 研究 证 明 :该 时 
空 的 任 一 Killing 矢量 场 如 果 在 某 点 类 时 , 则 它 必 在 另外 某 点 类 空 或 类 光 . 这 说 明 
不 存在 一 个 在 全 时 空 都 类 时 的 Killing 矢量 场 . 结论 : de Sitter 时 空 是 局 域 地 而 非 
整体 地 稳 态 的 . 
4. 静态 坐标 系 fr,0,9},， -00<1<o%0,0<r<l( 或 1<r<%w),0<0<n,0<p9<27， 
定义 为 
X=rsinOcosp, Y=rsinOsing, Z=rcos0, r+r>0, 
上 人 
W= ( 产 一 疡 )72ch( 人 (1 四， W= (r? -1 ) 2sh(), 
(J-2-18a) 
上 式 同时 定义 了 两 个 坐标 系 (1) 和 (2), 坐标 域 分 别 由 x <1 和 x>1 界 定 . 微分 上 式 后 
代入 式 (J-2-1) 便 得 诱导 线 元 
d =—-(-12r2)d? +( 12) ldr? +r2(d0? +sin’0dg*). (J-2-19) 


上 式 与 施 瓦 西 线 元 


(2) > )| 
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ds =—(1 -2M/r)dt? +G-2M/) ldr? +r?(d0? +sin20dp2) (J-2-20) 


有 若干 类 似 之 处 . 例如 , 不 难看 出 它们 都 是 球 对 称 的 ， 此 外 , 正如 线 元 (J-2-20) 在 
r >2M 的 区 域 是 静态 的 那样 , 线 元 (-2-19) 在 > <1 的 区 域 [坐标 域 (1)] 也 是 静态 的 . 
但 两 个 线 元 也 有 若干 不 同 , 一 个 重要 的 区 别 就 是 式 (J-2-19) 的 + 不 出 现在 分 母 中 , 因 
而 在 >= 0 处 并 不 奇异 . 然而 它 在 > =1 处 却 存在 奇 性 . de Sitter 时 空 的 最 高 对 称 性 保 
证 任 一 时 空 点 都 不 比 其 他 点 更 特殊 , 所 以 x =1 只 能 是 坐标 奇 点 . 由 式 (J-2-18a) 得 


rr -Peer>0( 对 r< 旋 


2 _12\VU2 六 (3220) 
(r’ -1) re “>0( 对 > 小， 


所 以 无 论 ! 和 7 取 何 值 都 有 7 + 灭 >0, 可 见 由 式 (J-2-18a) 定 义 的 静态 坐标 系 只 能 
盖 ( 儿 乎 ) 半 个 de Sitter 时 空 . 若 要 覆盖 另 一 半 ( 指 了 + 球 <0 的 部 分 ), 可 改 取 如 下 
定义 : 
X=rsinOcosg, Y=rsinOsing, Z=rcos0O, r>0, 
(1 —r*) ?sh(), T=-(r’ -7) ch(1t), (J-2-18b) 


yA 
3 l - 
( )(r < | 0 有 r*) ?ch(7™), 矿 = 一 (7 —17) ?sh(1™), 


acz 
图 本 5 示 出 式 (J-2-18) 定 义 的 4 个 坐标 域 在 T ~ 到 面 上 的 投影 (4 个 阴影 区 ). 各 坐标 
域 之 间 的 交界 面 都 同 胚 于 恨 xS?, 其 定义 方程 分 别 为 

域 (), (2) 之 间 : T=W>0, XX?2+7?+2?=12, 

域 (3), (4) 之 间 : T=W<0,，X?+Y?+2Z?=1?, 

域 (2), (3) 之 间 : T=->0,， ?+Y?+2Z?=12, 

域 (),(4) 之 间 : T=-W<0,， X?+7?+2?=1?. 


图 J-5 由 式 (J-2-18) 定 义 的 4 个 坐标 域 在 T ~ 面 的 投影 


表面 看 来 , 图 本 5 与 施 瓦 西 时 空 的 图 9-13 很 像 , 但 有 许多 重要 区 别 . 其 一 是 :图 
9-13 中 的 A,A, B, W 区 由 施 瓦 西 几何 内 豪 地 决定 , 而 图 J-5 的 (1), (2), (3)， (4) 区 的 


划分 却 取决 于 人 为 选择 . de Sitter 时 空 的 最 高 对 称 性 保证 各 时 空 点 平权 , 你 完全 可 
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以 另 选 时 空 点 作为 静态 坐标 系 的 原点 . 作为 这 一 区 别 的 后 果 , 施 瓦 西 时 空中 内 豪 地 
存在 着 两 个 不 是 静态 区 的 时 空 区 , 即 B 和 W ; 而 de Sitter 时 空 则 没有 内 豪 的 非 静 
态 区 , 因为 , 正如 图 -5 中 (1) 区 的 任 一 点 p, 总 有 静态 邻 域 [不 妨 就 取 (1) 区 ] 那 样 , (2) 
区 的 任 一 点 p, 也 总 有 静态 邻 域 , 为 此 只 须 男 选 静态 坐标 系 使 其 (1) 区 含 p, . 总 之 ， 
de Sitter 时 空 是 局 域 静 态 时 空 (前 已 指出 ), 而 施 瓦 西 时 空 则 不 是 (只 能 说 A 和 A' 区 
是 静态 区 ). 此 外 , 还 应 提 及 两 图 的 一 个 次 要 区 别 :图 9-13 是 一 个 坐标 系 (Kruskal 系 ) 
的 坐标 域 , A, A', B, W 区 都 含 于 其 中 ; 而 图 J-5 则 是 把 4 个 坐标 系 的 坐标 域 画 在 一 
个 图 中 . 只 有 坐标 系 (1) 和 (3) 才 配 称 为 静态 坐标 系 , 以 下 把 相应 的 坐标 域 (1) 和 (3) 称 

虽然 在 1 值 给 定 后 de Sitter 时 空 只 有 一 个 , 但 使 用 不 同 坐 标 系 可 从 不 同 角度 更 
好 地 了 解 这 一 时 空 . 例如 , 使 用 全 局 坐标 系 {zf,w,6,9} 时 ,我们 认识 了 K = +1 宇 宙 的 
空间 均匀 面 (等 7 面 ) 及 各 向 同性 观 者 的 世界 线 ( 见 图 J-2). 现在 , 在 有 了 静态 坐标 系 
fr,9,9} 后 , 我 们 自然 关心 静态 区 (1) 和 (3) 中 静态 参考 系 的 同时 面 (等 1 面 ) 和 静态 
观 者 的 世界 线 . 由 式 (J-2-18) 的 (0D) 和 (3) 得 7/ 不 =th(-0D , 故 (R5 7 ) 中 的 4 维 “ 平 
面 ”7T/W = (常数 ) 与 M “的 交 面 (3 维 ) 是 有 相同 : 值 的 两 张 等 : 面 . 为 便于 想象 和 
画图 , 再 次 压缩 两 维 , 即 讨论 (R3,7,) 中 由 -7? + 丈 ? +Z2 =7? 定 义 的 (Mg,,). 
也 可 这 样 理解 : 取 sin6=0 或 x, 则 式 (J-2-18) 的 前 三 式 简化 为 Y= 了 =0,Z=+r. 
以 5S 代表 (R’,n,) 中 1 为 常数 的 平面 , 则 ,在 5 诱导 出 2 维 欧 氏 度 规 6,. 我们 所 
关心 的 同时 面 (等 1 线 ) 就 是 5S 站 M?, 由 T= 克也 (1717) 与 -7T?+W?+2?=17 联 立 
可 得 其 方程 Z +WW”=7, 其 中 W'=Wech™(17) .不 难 验 证 Z,W' 是 6 的 笛 卡 儿 坐 
标 , 故 等 1 线 是 圆周 (与 圆心 等 距 的 点 集 ), 虽然 图 J-6 中 1z0 的 等 1 线 貌 似 椭 圆 . 另 
一 方面 ,平面 Z =+r 与 M? 的 交 线 ( 记 作 4) 满 足 -7T?+W* =1? -rr?, 依 r 值 的 情 
况 而 分 成 三 类 :QO 当 r <1 时 4 为 (M”, gs) 的 类 时 双 曲 线 , 代表 静态 观 者 的 世界 线 
(例如 图 J-6 中 平面 Z=0 与 M? 的 交 线 ); @@ 当 r >1 时 为 类 空 双 曲 线 ; @ 当 x =/ 
时 平面 Z=+r 就 是 Z=1 或 Z=-1, 1 在 Z =1 时 是 (Mg) 的 两 条 类 光 测 地 线 ， 
方程 分 别 为 了 = 灭 和 7 =- 歼 ( 后 者 即 图 J-4 的 7) 在 Z=-7 时 是 另外 两 条 类 光 测 
地 线 , 方程 是 7= 丈 和 7=- 丈 ,与 前 两 条 类 光 测 地 线 关 于 了 ~ 矿 面 为 镜像 对 称 ， 
图 中 未 示 出 . 若 回 到 (M?4 g，) , 则 这 两 条 7 =- 大“ 线 ” 其 实 是 两 张 3 维 类 光 超 曲 
面 , 它们 正 是 由 式 (J-2-18) 定 义 的 坐标 域 的 边界 . 

线 元 (J-2-19) 在 r=/ 处 (平面 Z =+1 与 M” 之 交 ) 的 奇 性 非常 类 似 于 施 瓦 西 线 元 
(J-2-20) 在 r =2M 处 的 奇 性 , 但 也 存在 着 重要 的 区 别 . 施 瓦 西 线 元 中 + 的 取 值 范围 
要 人 么 是 2M <r <%, 要么 是 0<r <2M . 只 有 在 找到 更 好 的 坐标 系 ( 例 如 Kruskal 或 
Eddington 系 ) 之 后 才 敢 断言 这 两 个 区 域 其 实 只 有 “一 膜 (r=2M ) 之 隔 ”, 从 而 确证 
r=2M 只 是 坐标 奇 性 . 与 此 不 同 , de Sitter 时 空 从 一 开始 就 被 定义 为 (M4, g,,)， 
其 中 MM“ 是 5 维 闵 氏 时 空 (R’,yw,) 中 的 类 时 超 曲面 ,gw 则 是 定义 在 整个 M 上 的 
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诱导 度 规 , 后 来 的 讨论 无 非 是 寻找 M“ 上 的 适当 坐标 系 以 便 具体 写 出 g 的 线 元 . 
因此 , 不 妨 认 为 由 -7T? + 画 ” + 了 ”+Y?+2?=7? 定 义 的 4 维 类 时 超 曲 面 M* 对 应 
于 施 瓦 西 情况 下 经 Kruskal 延 拓 而 得 的 最 大 时 空 流 形 ( 天 生 就 有 的 延 拓 ). 不 论 选用 
什么 坐标 系 , 其 奇 性 只 能 是 坐标 奇 性 . 


图 J-6 静态 参考 系 的 同时 面 (等 1 面 ) 和 静态 观 者 世界 线 
$J.3” 德 西 特 时 空 的 Penrose 图 


Penrose 图 对 研究 时 空 的 无 限 远 行为 有 重要 意义 ，de Sitter 时 空 的 Penrose 图 
可 以 通过 改写 线 元 (J-2-4) 而 方便 地 求 得 . 从 全 局 坐标 系 {Tf,w,9,9} 的 类 时 坐标 zf 出 
发 引入 新 的 类 时 坐标 1", 定义 为 


1'=2arctan(e -mr/2，( 因 -oo<r<oo 故 取 -mr2<1<mr2) (J-3-1) 
则 六 ch (mr) dt”? = dr , 故 线 元 (J-2-4) 可 改写 为 
ds =1*ch*(177)[- df? + dy? +sin’w (dg2 +sin’0 dp’)]. (J-3-2) 


与 中 册 式 (12-2-8) 或 上 册 式 (10-2-43) 对 比 可 知 上 式 右边 方 括号 内 正 是 爱 因 斯 坦 静 
态 宇宙 的 线 元 , 可 见 de Sitter 度 规 共 形 于 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 度 规 . 爱 因 斯 坦 静态 宇 
宙 的 拓扑 是 及 xS’, 整个 时 空 在 压缩 两 维 后 可 用 图 12-3(b) 的 圆柱 面 表示 . de Sitter 
时 空 的 拓扑 也 是 展 xS’ ,但 因 7' 的 取 值 范围 上 只 有 -my/2 < 疙 <T/2 ,所 以 它 只 共 形 嵌入 
到 圆柱 面 中 有 限 长 的 一 段 , 见 图 J-7. 由 此 可 得 de Sitter 时 空 的 Penrose 图 (图 J-8a )， 
它 的 确 具 有 Penrose 图 的 两 个 基本 特征 ( 见 $12.2 末 ). 图 中 的 共 形 无 限 远 .r- 和 .+ 
应 加 说 明 . 我 们 在 $12.2 首次 引入 .和 -和 .8*+ 的 符号 , 它们 代表 闵 氏 时 空 的 共 形 类 
光 无 限 远 , 是 类 光 超 曲面 . 稍 后 , 812.2 在 介绍 渐 近 平 直 时 空 时 再 次 引入 .7 和 .7?*， 
其 定义 为 7+ := J+(i)- 让 ,也 是 类 光 超 曲 面 . 然而 现在 的 .7 和 .71+ (图 J-8a ) 却 
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是 类 空 超 曲 面 . 这 不 是 什么 矛盾 , 因为 de Sitter 时 空 不 是 渐 近 平 直 时 空 ., Penrose 在 
关于 时 空 无 限 远 的 共 形 处 理 的 文章 [Penrose(1964) ] 中 把 .* 定义 为 时 空 流 形 的 边 
界 , 即 . 和 = M .于 是 对 闵 氏 时 室 有 


类 光 
测 地 线 


7 
(1'=-N/2) 


图 J-7 de Sitter 时 空 共 形 于 爱 因 斯 坦 静 态 宇 宙 中 由 -x/2 <zt' < x/2 界定 的 区 域 . 
竖 直 线 是 7 坐标 线 , 水 平 圆周 (代表 S;)) 是 等 t 面 . 阴影 部 分 代表 暴涨 坐标 系 的 覆盖 域 


.8 =.Z ULrULETU USz.U.+， 


按照 这 一 定义 ,de Sitter 时 空 的 .和 自然 是 图 J-7 的 上 、 下 两 个 水 平 圆 周 (分 别 记 作 
.7+ 和 .7 7) 之 并 ,为 区 分 起 见 分 别 记 作 .7+ 和 .7 .也 可 这 样 理解 : .” 中 有 类 光 测 
地 线 发 出 (或 终止 ) 的 所 有 点 构成 的 子 集 称 为 .7- (或 .7+). 在 发 出 (或 终止 ) 类 光 测 
地 线 这 个 意义 上 甚至 可 把 .rz 和 .8+ 称 为 类 光 无 限 远 , 虽然 它们 都 是 类 空 超 曲 
面 . . ”和 .和 -为 类 空 的 这 一 特征 与 事件 视界 和 粒子 视界 的 存在 性 有 密切 联系 , 见 
下 节 . 
图 J-8(a) 中 每 条 竖 直 线 都 是 全 局 坐标 系 fc,y,g,p) 的 一 条 7 坐标 线 , 代表 
k=+1 的 RW 宇宙 的 一 个 各 向 同性 观 者 的 世界 线 (都 是 类 时 测 地 线 ), 每 一 水 平 线 
代表 该 RW 宇宙 的 一 个 均匀 面 (rz= 常数). 为 了 表现 与 暴涨 坐标 系 相 应 的 分 层 和 观 
者 世界 线 ( 亦 即 稳 恒 态 宇宙 模型 的 均匀 面 和 各 向 同性 观 者 的 世界 线 ), 可 利用 式 
(J-2-11) 和 (T-2-3) 找 出 等 二 线 和 等 p 线 在 {zr,w} 系 中 的 方程 , 结果 如 图 J-8(b) 所 示 . 
请 注意 这 些 线 只 在 “ 半 个 ”方块 内 (左上 方 ) 有 意义 (暴涨 坐标 系 只 覆盖 “ 半 个 ” 

de Sitter 时 空 ) 由 T+W=1e 知人 =oo 和 人 =- 分别 对 应 于 由 顶端 的 水 平 直线 
和 45 斜 直线 T+W=0 所 代表 的 超 曲面 (依次 记 作 .71+ 和 .7-), 后 者 正 是 暴涨 坐 
标 域 的 边界 . 图 J-8(b) 也 可 看 作 稳 恒 态 宇宙 的 Penrose 图 . 


附录 J 德 西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 空 


Ft1(T=%0 各 问 同 性 观 者 
外 二) (yy 二 常数 ,类 时 济 地 线 ) .8 全 = 


Y=0 


2 Y= 
了 《T=-00) (坐标 奇 性 ) 


(a) de Sitter 时 空 (b) 稳 恒 态 宇宙 


图 J-8 de Sitter 时 空 和 稳 恒 态 宇宙 的 Penrose 图 
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图 J-8 的 Penrose 图 便于 表现 全 局 坐标 系 {7r,w,0,9} 的 等 ft 线 和 等 w 线 以 及 暴 
涨 坐 标 系 {2,x,y,z} ( 稳 恒 态 宇宙 ) 的 等 全 线 和 等 p 线 . 这 些 等 wy 线 和 等 p 线 都 是 测 
地 观 者 (而 不 是 稳 态 观 者 ) 的 世界 线 . 为 了 便于 表现 稳 态 观 者 的 世界 线 和 同时 面 , 可 
仿照 施 瓦 西 时 空 的 Kruskal 延 拓 法 从 de Sitter 度 规 的 静态 坐标 系 线 元 [ 式 (J-2-19)] 
出 发 作 Penrose 图 . 由 于 该 线 元 在 > =1 处 奇异 , + 的 取 值 范围 被 限制 在 0<r <1 或 


1<r<%, 我 们 以 0<r <1 为 出 发 区 进行 延 拓 . 式 (J-2-19) 的 前 2 维 可 表 为 


d=- (1-1?r) dr +(-1?r)! dr? 


=( -1272)[-d2+d-1272)2 dr]=(-127) [dr +dr2?]， 


其 中 
dr =(1 一 /72) 1 dr ， 
可 取 
,=(1/2)In[O +r)/( -7r)]. 
令 
UV=1t+r, U=t-h, WO<VU,U<D, 
则 


ds* =-(1-1?r2)dvdu. 
为 消除 x =7 处 的 奇 性 , 只 须 再 引入 


_rl -1 
矿 =-e 7 "”，U=e -oo< 太 <0，0<U<oo， 


从 而 
ds* =-(1+r)?dVdU, 
其 中 7 应 看 作 坐 标 天 和 EL 的 函数 , 由 以 上 坐标 变换 得 


(J-3-3) 


(J-3-4) 


(J-3-5) 


(J-3-6) 


(J-3-7) 


(J-3-8) 


(J-3-9) 
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r(Z,I 站 =1G0+IDML-TCD， (J-3-10) 


图 J-9 de Sitter 时 空中 1 ~ X 面 的 类 Kruskal 图 . 45 斜 直线 代表 类 光 方 向 


式 (J-3-9) 在 r=1 处 表现 良好 , 坐标 奇 性 已 被 消除 , 时 空 流 形 可 以 被 延 拓 至 满足 
-<V,U <% 的 任何 点 . 延 拓 后 的 流 形 包含 如 下 四 个 区 域 (图 J-9): 


I 区 (出 发 区 ) -wo <V<0, 0<U<w; I 区 0< 六 <o 0<U<oo; 


II 区 0<V<%w, -oo<U <0; IV 区 -oo < 站 <0，-oo<U<0. 

坐标 t,x 在 II,II, IV 区 尚 无 定义 . 注意 到 I 区 中 坐标 V,U 与 1,r 的 关系 
, Kese Cm ree (J-3-11a) 

便 可 反 过 来 用 ,UU 依 以 下 各 式 定 义 其 他 三 区 的 t,r 坐标 : 

I 区 V=e TH) UVU=e "), (J-3-11b) 

III 区 Va tn Ue (J-3-11¢) 

IV 区 V=-e tt) UVU=-e mm), (J-3-11d) 

其 中 | (J-3-12) 

2 I—r 


于 是 > 在 各 区 的 取 值 范围 是 0<r><1(LII 区 ) 1<r <w(ILIV 区 ), 且 式 (J-3-10) 对 
各 区 都 成 立 . 线 元 (J-3-9) 适 用 于 延 拓 所 得 的 2 维 时 空 流 形 , 其 相应 的 4 维 线 元 是 
ds =—(I+r) dVdU +r’(d0 +sin’ do2)，0<r<oo， (J-3-13) 
借助 于 式 (J-3-10) 又 可 表 为 
ds =1°( -VU) ?I- 4dV dU + (d+VU)(d0? +sin2gdpo2?)]、 (J-3-14) 
上 式 也 可 用 {1,r,6,9} 系 表 出 , 其 结果 仍然 是 式 (J-2-19), 不 过 现在 对 各 区 都 成 立 . 
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{,r,0,9} 系 的 第 零 坐标 基 矢 (3/01)* 是 Killing 矢量 场 , 可 用 {,0,2, 人 四 系 的 坐标 基 
矢 表 为 
(3/30?” =17 [UVU(0/9U)" ~- V(0/07)"]. (J-3-15) 


虽然 {1,r,9,9} 系 [因而 (0/97)*] 在 六 =0 和 U =0 这 两 个 类 光 超 曲面 上 无 定义 , 但 因 
(8/6V) “和 (86/8U)* 在 全 时 空 有 定义 , 所 以 Killing 场 
< =17[U(0/9U)" -V0/0V)°] (J-3-15") 
在 全 时 空 有 定义 , 而 且 在 ] 1 I IV 区 中 都 等 于 (8/30? . 易 见 上 在 LII 区 类 时 (在 
I 区 指向 未 来 而 在 II 区 指向 过 去 ), 在 ILIV 区 类 空 , 在 类 光 超 曲面 =0 及 U=0 上 
类 光 . 这 个 “静态 ”Killing 矢量 场 与 施 瓦 西 时空 的 “静态 ”Killing 场 有 一 重要 区 
别 : 施 瓦 西 时 空 有 唯一 的 “静态 ”Killing 矢量 场 (38/80)? (至 多 差 一 常数 因子 ), 而 
de Sitter 时 空 的 等 度 规 群 是 10 维 的 (有 最 高 对 称 性 )“ 静 态 ”Killing 场 (80/87)" 并 不 
唯一 , 取决 于 球 坐标 系 {1,r,9,9} 的 选择 . 任 一 类 时 测 地 线 都 可 被 选 作 空间 坐标 原点 
(r=0) 来 定义 一 个 球 坐 标 系 {1,r,9,g9} , 从 而 有 该 系 的 一 个 “静态 ”Killing 场 (8/80)? . 
在 LII 区 内 该 系 的 空间 有 Ss 的 拓扑 , 空间 坐标 原点 的 “对 径 点 ”也 有 x =0. 
为 绘制 Penrose 图 还 要 进一步 引入 新 的 2 维 坐标 和， : 


大 汪 an [4] ， Ustan [分] : (J-3-16) 
2 2 


t,xX 在 各 区 的 取 值 范围 由 一 个 仔细 的 分 析 给 出 , 结果 如 图 J-10 所 示 , 例如 , 对 I 区 
有 Xe(0,7z/2), Ee(-X,X). 式 (J-3-14) 现 在 又 可 表 为 
2 大 


a oe paleo za +dr’+cos’r(d0° +sin’0dgp’)]. 


(J-3-17) 
由 式 (J-3-16) 易 得 
COSC 
«cos[(E—)/21eos[(E + 0)/2] 
再 令 w =7/2 一 xX( 因 而 w e[0,7]), 便 有 
ds =1? cos™E[-dé’ + dy’ +sin’w (dO’ +sin’0dp’)], (J-3-19) 
其 中 的 产 cos“ 是 光滑 函数 , 只 在 共 形 边界 上 为 无 穷 , 因而 可 充当 共 形 因子 . 可 以 
验证 它 等 于 式 (J-3-2) 的 共 形 因子 1?*ch*(171z) .图 J11 是 按 这 种 途径 求 得 的 Penrose 
图 , 此 图 与 图 J-8(a) 实质 一 样 , 只 是 强调 的 重点 不 同 . 图 本 11 强调 两 条 对 角 线 把 时 


1-_-VU (J-3-18) 
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空 分 成 4 区 , 并 画 出 了 Killing 矢量 场 &* [ 式 (-3-15] 在 各 区 的 不 同 表 现 . 在 I 区 ， 
$”= (3/07)“ 是 指 问 未 来 的 类 时 Killing 场 , 其 积分 曲线 代表 静态 观 者 的 世界 线 . 与 
此 不 同 , 图 J-8(a) 强 调 的 是 类 时 测 地 线 (各 向 同性 观 者 的 世界 线 ). 图 J-11 中 的 两 条 
对 角 线 具有 事件 视界 的 物理 意义 , 详 见 下 小 节 . 


7 (r=0%) 
图 J-10 {6,) 系 中 的 de Sitter 图 J-11 de Sitter 时 空 的 Penrose 图 . 带 箭头 的 曲线 ( 含 斜 直线 ) 
时 空 图 是 Killing 场 2 的 积分 曲线 .类 空 超 曲 面 .z+(.z-) 代表 未 来 
(过 去 ) 无 限 远 . 两 条 + = 0 线 是 所 选 球 坐标 系 原点 及 其 “对 径 
点 ”的 世界 线 


在 8T.2 中 , 我 们 从 及 上 的 坐标 系 {, 丈 ,了 也 ,2 出 发 在 超 曲面 M4(de Sitter 时 

空 流 形 ) 上 定义 了 4 种 坐标 系 , 刚才 又 从 静态 坐标 系 {1,r,9,9} 出 发 仿 Kruskal 变换 

在 M 上 定义 了 坐标 系 人 y,U,6,9} . 其 实 此 系 也 可 从 RR 上 的 {7, 画 ,X,Y,Z} 系 直 接 
T=1(U + /I -VUO), W=UU -V/VU), 


J-3-20 
LU on i A A Mey ( ) 
VU 1—-VU 1-—-VU 


=I 
1 


顺便 一 提 , 现在 的 1 I, I IV 区 依次 对 应 于 图 J-5 的 (1), (2), (3), (4) 区 . 
§J.4 ”再 谈 事 件 视界 和 粒子 视界 


广义 相对 论 中 存在 着 各 种 不 同 的 视界 概念 , 本 节 以 de Sitter 时 空 为 例 再 次 讨 
论 事件 视界 和 粒子 视界 .一般 地 说 , 事件 视界 是 对 观 者 而 言 的 . 如 果 所 有 时 空 点 ( 事 
件 ) 能 被 分 成 可 被 观 者 G 看 见 和 不 可 被 G 看 见 的 两 个 子 集 , 它们 的 分 界面 就 称 为 
观 者 G 的 (未 来 ) 事 件 视 界 . 例如 , 设 G 是 2 维 闵 氏 时 空 的 匀 加 速 观 者 ( 称 为 Rindler 
观 者 , 其 世界 线 是 类 时 双 曲 线 ) , 则 图 J-12 中 的 类 光 超 曲面 鼠 就 是 G 的 事件 视界 . 
闵 氏 时 空中 以 类 时 测 地 线 为 世界 线 的 观 者 (惯性 观 者 ) 没 有 事件 视界 , 因为 没有 任 
何事 件 所 发 的 光 信 和 号 不 能 被 该 观 者 收 到 . 然而 de Sitter 时 空 的 任何 观 者 都 存在 事 
件 视界 , 这 可 从 它 的 Penrose 图 [图 J-8(a) 或 图 J-11] 看 出 . 该 图 表明 de Sitter 时 空 的 
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则 以 5 为 未 来 端点 的 类 光 测 地 线 把 时 空 分 为 两 个 子 集 , (其 中 “外 面 的 ”一 个 由 G 
所 看 不 见 的 事件 组 成 , 见 图 -13 的 阴影 部 分 , 也 可 参看 图 J-7. ) 两 者 的 分 界面 五 便 
是 G 的 事件 视界 .” 可 见 , .z+ 的 类 空 性 保证 任 一 观 者 都 有 事件 视界 . 这 一 结论 也 
适用 于 其 他 有 类 空 .71 的 时 空 . 

de Sitter 度 规 在 静态 坐标 系 的 线 元 (J-2-19) 使 人 联想 到 施 瓦 西 线 元 (J-2-20), 并 
猜想 x =1 是 事件 视界 . 事实 上 , 正如 Penrose 图 J-11 所 表明 的 , > =1 的确 是 竖 直 线 
r=0 所 代表 的 静态 观 者 的 事件 视界 , 也 可 说 是 一 族 静 态 观 者 ( 含 + = 0) 的 共同 事件 
视界 , 这 些 观 者 的 世界 线 是 以 竖 直 线 x =0 为 一 条 积分 曲线 的 那个 静态 Killing 矢 
量 场 (0/87)* 的 积分 曲线 . 这 与 施 瓦 西 时 空 的 事件 视界 [图 9-13(a) 的 N+ ] 类 似 , 因为 
Ni 是 A 区 中 所 有 静态 观 者 (世界 线 为 双 曲 线 的 观 者 ) 的 共同 事件 视界 . 然而 两 者 也 
有 重要 区 别 . Ni 是 施 瓦 西 时 空 的 黑洞 区 B 的 边界 (的 一 部 分 ), 是 由 时 空 的 内 豪 几 
何 完全 决定 的 , (给 定 施 瓦 西 时 空 后 就 有 这 一 与 众 不 同 的 边界 , 无 须 人 为 指定 . ) 而 
de Sitter 时 空 的 视界 x =1 却 取决 于 静态 参考 系 ( 观 者 族 ) 的 选择 . 关键 在 于 de Sitter 
时 空 的 最 高 对 称 性 保证 存在 无 限 多 个 静态 观 者 族 一 一 任 选 一 条 类 时 测 地 线 作为 原 
点 建 球 坐标 系 {1,r,0,9} , 该 系 的 第 零 坐标 基 矢 场 (3/37)* 的 积分 曲线 (在 I 区 内 ) 就 
是 一 个 静态 观 者 族 . 可 见 , 与 施 瓦 西 时 空 存在 绝对 的 事件 视界 不 同 ,de Sitter 时 空 
中 静态 观 者 族 的 事件 视界 是 相对 的 . 也 常 把 de Sitter 时 空中 的 这 种 事件 视界 称 为 
宇宙 事件 视界 (cosmological event horizon), 以 区 别 于 黑洞 的 事件 视界 . 

鉴于 事件 视界 会 “隐藏 信息 ”, 而 信息 与 粹 有 密切 联系 , 不 难 想见 事件 视界 对 热力 学 
研究 的 重要 性 . 人 们 早 在 20 世纪 70 年 代 初 就 开始 逐渐 认识 到 黑洞 的 粮 5 可 表 为 
S = 4/4( 普 朗 克 单位 制 ), 其 中 4 是 黑洞 视界 ( 指 2 维 面 ) 的 面积 . 后 来 又 证 明了 上 式 也 适 
用 于 宇宙 事件 视界 . 今天 可 以 说 $ = 4/4 是 一 个 有 高 度 普 笑 性 的 公式 , 见 选读 16-1-1 前 . 


J-12 2 维 闵 氏 时 空 . 太 是 Rindler 观 者 G ”图 J.-13 由 于 .zy+ 类 空 ,de Sitter 时 空 的 任 一 
的 事件 视界 , 阴影 区 内 任 一 事件 都 不 能 被 。 观 者 G 都 有 事件 视界 (阴影 区 内 任 一 事件 都 不 
G 看 见 能 被 G 看 见 ). 仅 为 方便 起 见 选 y(P) = 


QD 用 第 11 章 的 语言 来 讲 , (四 =I(G) 的 边界 面世 (六 就 是 G 的 事件 视界 . 7+ 的 类 空 性 保证 
M - 工 ( 困 = 人 ,所 以 存在 事件 视界 . 
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再 来 简 述 粒子 视界 . 小 节 10.4.1 已 就 RW 时 空 介绍 了 粒子 视界 的 概念 和 公式 . 
在 推广 至 一 般 时 空 时 , 最 好 遵从 如 下 三 步 : 中 选 定 一 个 自由 下 落 观 者 族 (类 时 测 地 
线 汇 ), 亦 称 粒子 族 ;( 例 如 , 小 节 10. 4. 1 默默 地 选 定 了 了 RW 时 空 的 各 向 同性 观 者 族 . ) 
人 指定 族 内 的 一 个 观 者 G 及 其 世界 线 上 的 一 点 p; 加 关心 如 下 问题 : 族 内 哪些 粒 
子 能 被 G 在 时 刻 p 看 见 而 哪些 不 能 ?只 要 存在 不 能 被 G 在 时 刻 p 看 见 的 粒子 , 就 
说 存在 粒子 视界 . 在 4 维 语言 中 , 能 被 和 不 能 被 看 见 的 粒子 组 成 的 两 大 子 集 的 交界 
面 称 为 观 者 G 在 时 刻 p 的 粒子 视界 . (小 节 10.4.1 中 的 粒子 视界 概念 是 用 3 维 语言 
陈述 的 , 由 于 早已 用 均匀 面 对 时 空 作 了 分 层 , 3 维 语言 也 是 清晰 的 . ) 由 图 J-14 看 
出 , 只 要 时 空 的 .7 -是 类 空 超 曲 面 (de Sitter 时 空 就 是 一 例 ), 就 必定 存在 粒子 视界 . 
如 果 .” 类 光 ( 图 J-15), 粒子 视界 就 不 存在 . 


GG 在 PP 时 的 粒子 视界 


7 ~ 六 


J-14 .7 为 类 空 的 时 空 . 细 曲 线 代表 类 时 测 ” 图 J-15 . 短 -为 类 光 的 时 空 .类 时 测 地 线 族 内 
地 线 . 粗 点 划 线 代表 的 3 维 面 就 是 观 者 G 在 时 ”的 任 一 观 者 G 在 任 一 时 刻 p 都 没有 粒子 视界 
刻 p 的 粒子 视界 


$1.5 施 瓦 西 - 德 西 特 时 空 


de Sitter 度 规 是 4>0 的 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 最 高 对 称 解 . 把 对 称 性 减弱 为 只 

有 静态 球 对 称 性 并 允许 4 取 任 意 实 数值 包括 4>0,4=0,4<0) 将 给 出 另 一 重要 
解 . 对 静态 球 对 称 度 规 总 可 选择 适当 坐标 系 也 六 6,p} 把 线 元 表 为 式 (8-3-2) 那 样 的 
简单 形式 : 

ds =— eA qtr? +e230)dr 2 +r2(d02 +sin’0 dg’). (J-5-1) 
仿照 小 节 8.3.2 对 无 A 项 的 真空 爱 因 斯 坦 方 程 G6, =0( 等 价 于 R=0) 的 求解 过 程 
(其 解 为 施 瓦 西 线 元 ) 求 解 4#0 的 真空 爱 因 斯 坦 方 程 Gu + Agss =0( 等 价 于 
R, /Ag,, )， 易 得 

e247) =e 80) 1- (2M/r)— Ar*/3, 


其 中 MM 为 积分 常数 . 代入 式 (J-5-1) 便 得 


. 2 2 
-于 -等 jaer[1- 举 - 储 | d +r*(d0” +sin’0 dg”), 
r 
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0<7<oo. (J-3-2) 
在 A4>0 时 令 1=(3/4A)”?, 则 上 式 可 改写 为 
2M rr’ 


2 
2 _ 7 A 12 ,24 D2 1 2 2 
dy = 一 ( -一 一 克 )dr* +( ) dr’ +r (dO +sin’0 dy’). (1-5-3) 


0<7<oo. 


虽然 M (作为 积分 常数 ) 也 可 为 负 , 但 我 们 (出 于 物理 考虑 ) 只 讨论 M > 0 的 情形 . de 
Sitter 线 元 (J-2-19) 是 上 式 在 M =0 时 的 特例 . 上 式 在 > -> oo 时 趋 于 de Sitter 线 元 , 所 
以 是 渐 近 de Sitter 解 而 非 渐 近 平 直 解 , 称 为 施 瓦 西 - 德 西 特 度 规 (Schwarzschild-de 
Sitter metric). 这 一 线 元 在 


r=0 及 1- 一- 一 =0 


处 呈现 奇 性 , 前 者 是 时 空 奇 性 ( 真 奇 性 ), 后 者 只 是 坐标 奇 性 , 而 且 事实 上 还 是 事件 
视界 所 在 处 ( 见 稍 后 ). 为 了 确定 视界 位 置 , 注意 到 + 的 范围 是 0<y < oo , 应 该 寻求 与 
方程 1-2Mr -13x? =0 对 应 的 3 次 代数 方程 
r” -Ilr+2MI?=0 (J-5-4) 
的 所 有 正 ( 实 ) 根 . 令 f(r)=r” -Lr +2MPT ,由 df/dr=3r? -可 知 f(r) 在 r>0 的 
区 间 内 只 有 一 个 极 值 点 , 即 =1/V3 >0, 而 df/dr? |_,=6r >0 则 表明 
f(r)=27(M -1/3V3) 
是 极 小 值 . 函数 f(x) 的 曲线 随 M 的 增加 而 向 上 平移 , 当 M =1/3V3 (临界 情况 ) 时 
f(n)=0, 曲线 与 + 轴 正 半 轴 相 切 ， f(r) 有 一 个 正 根 ， 当 MM >1/3V3 时 曲线 与 7 轴 
正 半 轴 无 交 ，f(r) 无 正 根 , 当 0< M <1/3V3 时 曲线 与 > 轴 正 半 轴 交 于 两 点 ，f(7) 
有 两 个 正 根 , 两 者 之 差 随 M 的 增加 而 减 小 , 当 M 增 至 1/3V3 时 合 而 为 一 . 由 卡尔 丹 
公式 ( 见 数 学 手册 ) 并 用 适当 技巧 ( 见 选 读 J-5-1) 可 求 得 这 两 个 正 根 为 
,=(21/Y3) cos(a/3), 1,, =(21/V3) cos[(@ + 4n)/3], 0<r <r., (1-5-5) 
其 中 必 由 下 式 定义 : 
cosw=-3V3 1-M， wel(n,3n/2).° (J-5-6) 
为 了 证 明 线 元 (J-5-3) 在 x,, 和 六 的 奇 性 只 是 坐标 奇 性 (而 且 是 事件 视界 ), 可 以 


人 wst(r/23r12) 能 保证 x, >0 及 x, >0 ,但 把 范围 缩 窗 为 we(m 3r/12) 可 保证 c 值 由 M 唯一 决定 , 且 


n>r,. 
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引信 类 Kruskal 坐标 并 对 时 空 进行 延 拓 , 最 大 延 拓 的 Schwarzschild-de Sitter 时 空 的 
Penrose 图 由 一 个 元 长 的 计算 ( 略 ) 给 出 (图 J-16 ). 图 中 包括 由 x =0 代 表 的 时 空 奇 性 
和 由 r=%w 代表 的 (类 空 的 ) 无 限 远 ( .7: ) 所 构成 的 无 限 序列 . 相应 地 就 有 由 
I, I, IIL，IV 标明 的 四 个 区 的 无 限 序列 . Killing 矢量 场 (8/80? 在 II 区 中 类 时 
(在 I 区 指向 未 来 而 在 三 区 指向 过 去 ), 在 还 IV 区 中 类 空 . 无限 多 个 工区 又 分 为 I 
和 IIc 两 类 , 每 个 Ia 区 可 解释 为 一 个 黑洞 区 , 其 类 光 边 界 ( 两 条 标明 + =x 的 45° 斜 
直线 代表 的 类 光 超 曲面 ) 可 解释 为 相应 的 I( 或 ID 区 中 所 有 静态 观 者 的 共同 未 来 事 
件 视界 , 称 为 黑洞 事件 视界 ; 每 个 II 区 是 这 样 一 个 时 空 区 , 其 类 光 边 界 (r = ) 也 
可 解释 为 相应 的 I (或 IV ) 区 中 所 有 静态 观 者 的 共同 未 来 事件 视界 , 称 为 宇宙 事件 
视界 . 通常 说 施 瓦 西 解 代表 渐 近 平 直 时 空中 的 一 个 黑洞 , 类 似 地 也 可 说 施 瓦 西 - 德 
西 特 解 代表 渐 近 德 西 特 时 空中 的 一 个 黑洞 . 这 一 时 空中 两 类 事件 视界 的 共同 存在 
给 黑洞 热力 学 和 弯曲 时 空 量 子 场 论 带 来 若干 有 挑战 性 的 问题 . 


图 J-16 ”Schwarzschild-de Sitter 最 大 延 拓 时 空 的 Penrose 图 


[选读 J-S-H] 
现在 介绍 代数 方程 (J-5-4) 的 正 根 的 求法 .仅仅 出 于 简化 公式 的 考虑 , 我 们 只 讨 
论 1=1 的 情况 (实质 上 是 对 该 方程 作 量 纲 归 一 化 ), 这 时 方程 简化 为 
13 -rr+2M =0. (J-5-7) 
与 标准 形式 ?+pr+g=0 对 比 得 p=--1,qg =2M ,由 卡尔 丹 公 式 知 其 三 根 为 
n=a+b, n=[-(a+b)+iV3(a-b)]/2, ,=[-(a+b)—iV3(a-b)]/2, (1-5-8) 
其 中 


as=[-(9/2)+V4]2 =-M+NA)Y’, b=[-(9/2) -VA =(-M-VA)’ 


ee pe (J-5-9) 
A4=(q/2¥ +(p/3) = M? -1/27. 


若 4>0, 则 a=(-M+ VM -1727) 及 b=(-M- ye -1727】 都 为 负数 , 导致 
yr, ,为 共 轿 复数 ,应 会 去 ;” 回 rh =a+b<0，, 亦 应 会 去 . 可见 , 当 儿 >0 时 方程 
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(J-5-7) 无 正 根 .再 看 2 和 0 的 情况 .在 三 角 公 式 


cosw=4cos (a/3) -3cos(w/13) (J-5-10) 
中 令 

cosw =-—3V3 M, r'= cos(&/3), (J-$5-11) 
则 

r3 -3/4)r'+(3V3/4) M =0, (J-5-12) 


与 式 (J-5-7) 对 比 易 见 其 三 根 为 1*=(V3/2) ,i=1,2,3, 故 欲求 1; 只 须 求 1/, 即 只 须 
求 取 方程 (J-5-12) 的 正 根 . 7'= cos(a/3) 表明 cos(w/3) 是 一 个 根 , 记 作 ry, RP 


二 = cos(C/3) ， (J-5-13) 
注意 到 方程 (J-5-12) 来 自 式 (J-5-10), 而 后 者 左边 的 cosa 又 可 改写 为 
cos@g = cos(Q + 4n)=4cos’ [(g + 4nx)/3]—3cos[(g + 4n)/3], (J-5-14) 
便 可 看 出 
r; = cos[(@ + 47x)/3] (J-5-15) 


也 是 方程 (J-5-12) 的 根 , 为 保证 攻 >n >0，, a 值 应 限于 (no,3n/2) . 另 一 方面 ， 式 (J-5-8) 
导致 +r +n=0, 即 Wi +r/+ri =0， 故 让 =-( ++ 态 ) 在 ry >0 及 >0 时 为 负 ， 
应 全 去. 由 此 便 得 正文 中 关于 方程 (J-5-4) 的 正 实 根 的 结论 . [选读 5-1 完 ] 


§1.6 反 德 西 特 时 空 


R<0 的 4 维 洛 伦 兹 常 曲 率 度 规 称 为 反 德 西 特 (anti-de Sitter) 度 规 , 可 用 下 法 方 
便 地 求 得 . 以 (R5, 序 ,) 代表 这 样 一 个 5 维 空间 , 其 中 广 , 是 平 直 度 规 , 但 号 差 为 
+] [ 戎 (一 ,一 ,+,+,+)， 既 非 欧 氏 又 非 闵 氏 ], 在 适当 坐标 系 {7, 克 ,了 ,7,Z} 下 的 线 元 为 
ds =—d7?— dW? +dx? +d72 +dZ2. (J-6-1) 
设 1> 0 为 任 一 实 常数 , 则 方程 
-7 一 琴 ?+ 天 +72+Z2 = 一 1 (J-6-2) 
定义 了 (R', 序 ,) 中 的 一 个 (4 维 ) 超 曲面 M*. 以 g* 代表 由 方 ,在 M4 上 的 诱导 度 规 ， 
省 助 于 下 面 将 要 引入 的 坐标 系 不 难 证 明 其 黎 曼 张 量 满足 式 (J-1-1)( 其 中 KK =-1 了 ) 
因而 gw 是 常 曲率 度 规 , 而 且 是 4=-317 的 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 . (M 8 ) 称 


为 反 德 西 特 时 空 , 简称 Ads 时 空 . 任意 指定 实数 闷 , 了 , 2 作为 式 (J-6-2) 的 对 ,了 ,7Z， 
则 该 式 给 出 
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T*+W*=1+X :+7 +2 >0, 
这 是 由 于 = 钱 , 了 = 了 7,Z =Z 定义 的 2 维 平面 上 的 圆 方程 , 可 见 这 平面 与 M“ 之 交 
是 一 个 S .注意 到 耻 , 了 ,2Z 可 取 任 意 实 数 , 便 知 AdS 时 空 的 拓扑 是 RR x S!. 


为 了 具体 表 出 Ads 度 规 , 可 在 M* 上 引入 坐标 系 .下面 介绍 三 种 . 
1. 静态 球 对 称 坐 标 系 {1,r,0,9}, 0<t<2nl, 0<r<%, 0<0<7n, 0<09<2xn, 


定义 为 
T=(P +r) sin(t), W=(?+r*) cos(I), 
X=rsinOcosg, Y=rsinOsing, Z=rceosO. 
容易 验证 上 式 满足 超 曲 面 方 程 (J-6-2), 微分 后 代入 式 (J-6-1) 便 得 4 维 诱导 线 元 
(ds 六 =-G+1272)dt2 +(d+1 Yr ) ldr? +r20d2+sin2gdo2)，(-6-4) 
此 即 AdS 度 规 在 静态 系 {1,r,9,9} 的 线 元 式 . 除 坐标 奇 点 外 , 此 坐标 系 履 盖 整 个 
AdS 时 空 (M$ g%). 对 比 式 (J-6-4) 与 (J-2-19) 可 知 , 只 要 用 -1 代替 式 (J-2-19) 的 


/7 便 可 得 出 线 元 (J-6-4), 可 见 AdS 度 规 的 玉 = -1 . 
2. 坐标 系 {f,x,0,9}，0 <f<2xl, 0<X<%, 0<0<A, 0<D<2r ,定义 为 


(J-6-3) 


T=1sin(1™f), X=Icos(1f) shysinOcosp, Y=1cos(1!?) shx sinO siny, 
Z=1cos( ft) shr cosO, W=1cos(1f) chy. (J-6-5) 
微分 后 代入 式 (J-6-1) 给 出 4 维 诱导 线 元 
(ds*)” =—df? +1?cos* (I A)[dr* +sh2y(d62 +sin2gdo2)]]， (J-6-6) 
在 /t=+tnx/2 处 存在 坐标 奇 性 . 后 面 还 将 证 明 这 一 坐标 系 只 覆盖 AdS 时 空 的 一 部 
分 . 式 (J-6-6) 表 明 这 一 时 空 区 域 可 看 作 大 = -1 的 RW 宇宙 . 作为 该 宇宙 的 各 向 同性 


观 者 的 世界 线 , t 坐标 线 自然 是 类 时 测 地 线 [ 见 式 (10-2-5) 后 的 结论 ]. 
3 坐标 系 人 2，0<F<2r1, 0<w <o 0<0< 克 0<O<2r ,定义 为 


T =1 sin(1?) chy, W =1cos(1?) chy, 
X=lshysinOcosp, Y=/shysinOsing, Z=1shy cosO, 0O<y <. (J-6-7) 
微分 后 代入 式 (J-6-1) 给 出 4 维 诱导 线 元 
(ds*) =—ch’y df? +7 [dy’ +sh’y(dO’ +sin20 dp’)]. (J-6-8) 
这 一 坐标 系 可 和 窗 盖 整个 AdS 时 空 . 
为 形象 起 见 仍 压缩 X,Y 维 , 所 得 的 2 维 Ads 时 空 记 作 (M2 g*,). 这 时 式 
(J-6-3) 简 化 为 
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T=(1? +r?) ?sin( ID， 于 =(02+r2)72cos(-ID，Z=+r， (J-6-3") 
与 2 维 de Sitter 时 空 (Mg) 对比, 发现 (M” g',) 有 一 个 奇怪 性 质 . 流 形 M? 和 
M 可 看 作 了 R 中 分 别 由 
(a) T+W -2=7 和 (b) -T+W?+2Z?=7 (J-6-9) 
T Z 
~ = EE 
ZN ”Er 
图 J-17 左 图 的 7 ，Z 互 换 得 右 图 . 水 平 圆周 是 (M4 g”) 的 闭合 类 时 线 


定义 的 超 曲面 . 把 上 式 (a) 中 的 7,2Z 互 换 便 得 (b), 所 以 把 图 J-6 的 7,Z 轴 互 换 便 得 图 
J-17 的 右 图 , 其 中 的 旋转 双 曲 面 可 代表 M*, 配 以 g” 就 成 为 2 维 AdS 时 空 . 由 式 
(-6-9b) 可 知 任 一 Z=+r= 常 数 的 平面 与 M” 之 交 都 是 由 7T? + 刺 ? =12 +x? 定义 
的 水 平 圆周 (图 J-17 右 ), 而 且 式 (J-6-37) 的 前 二 式 表明 这 些 圆 周 可 用 + 为 参数 , 圆周 
上 的 动 点 每 当 ! 值 增加 2r/! 后 回 到 原 位 . 但 式 (J-6-4) 表 明 z 是 类 时 坐标 , 可 见 这 些 贺 


周 (1 坐标 线 ) 都 是 闭合 类 时 线 . 
为 了 研究 无 限 远 行为 (以 获得 Penrose 图 ), 定义 新 坐标 1',w' 如 下 : 
t=1"t, wy’'=arctan(shy), (0<w'<n/2) (J-6-10) 
其 中 的 = 1 无非 是 对 7 无 量 纲 化 . 由 式 (J-6-10) 易 得 
dw =dw/chw，chy cosy'=1，shyw =chy siny’, (J-6-11) 
故 式 (J-6-8) 成 为 


(ds*) =1?ch’y [dt * +dy’* +sin2y'dg2+sin2gdp2)]， (J-6-12) 
可 见 AdS 度 规 共 形 于 爱 因 斯 坦 静 态度 规 . 度 规 虽然 互相 共 形 , 但 两 时 空 却 有 不 同 拓 
扑 : 爱 因 斯 坦 宇 宙 的 拓扑 为 及 (时 间 )xS3 (空间 ), 而 AdS 时 空 的 拓扑 为 S (时间 ) 
x 及” (空间 ). 在 压缩 两 维 空间 后 分 别 成 为 RR( 时 间 )x S (空间 ) 和 SI (时 间 )x 玉 (空间 ). 
因为 AdS 时 空 的 空间 坐标 wy' 满足 0<yw'<r/2, 所 以 代表 爱 因 斯 坦 宇宙 的 圆柱 面 
上 的 每 个 横 截 圆周 (以 wy' 为 坐标 ) 只 有 一 半 ( 半 圆 ) 代 表 AdS 时 空 在 某 时 刻 z' 的 空间 . 
为 一 方面 , 因为 + 在 每 增加 2x 后 7,W, Z 值 都 复原 , 所 以 同一 坐标 线 上 7 值 相差 
为 2r 的 两 点 代表 同一 时 空 点 , 由 此 可 得 AdS 时 空 的 Penrose 图 (图 J-18 左 ), 其 中 带 
双 第 头 的 上 下 两 条 水 平 直线 要 认同 , 这 正 是 AdS 时 空 存在 闭合 类 时 线 的 根源 . 鉴于 
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闭合 类 时 线 会 带 来 因果 疑难 ( 见 $11.3 ), 通常 取消 这 一 认同 , 即 把 代表 时 间 的 那个 
S 前 开 ( 使 成 民 ), 更 准确 地 说 就 是 用 Si 的 泛 覆 盖 流 形 ( 定 义 见 选读 J6-2) 及 代替 $1， 


yw 子 w=0 w= 子 
(0=7) (0=0) 


图 J-18 AdS 时 空 ( 左 ) 和 CAdS 时 空 ( 右 ) 的 Penrose 图 . 左 图 标 有 双 箭 头 的 两 条 水 平 直线 要 认 
同 . y 和 y' 是 两 条 类 时 测 地 线 (y' 是 y 的 时 间 平 移 ) 


于 是 4 维 AdS 时空 (M” 8g2) 的 流 形 从 M4 = 了 3 xS' 变 为 恨 ', 所 得 时 空 (Rg',) 通 
常 记 作 CAdS (其 中 C 代表 Covering , 即 覆 盖 ). 图 J-18 右 图 就 是 CAdS 时 空 的 
Penrose 图 , 图 J-19 则 是 图 J-18 的 “立体 化 ”. 取消 认同 的 后 果 是 前 断 了 所 有 闭合 
类 时 线 , 包括 1,f, 7 ( 即 站 坐标 线 . (图 J-18 的 竖 直 线 代 表 坐标 线 , y 和 yy' 代表 两 
条 上 坐标 线 . ) 
下 面 再 讨论 坐标 系 {f,x,9,9} 的 覆盖 范围 . 在 1=1 及 了 = 了 =0 情况 下 式 (J-6-5) 
及 (J-6-7) 分 别 简化 为 [后 者 要 用 到 式 (J-6-11)] 
T=sint, W=cost chxy, Z=+cosi shy, (J-6-5") 
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图 J-19 CAdS 时 空 共 形 于 半 个 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 , 其 边界 是 标 有 . 秋 的 两 条 竖 直 粗 线 (其 实 
是 连通 流 形 民 xS? ). 坐标 系 {1',wW,0,9} 覆盖 整个 时 空 ,而 {fxY,0,9} 只 覆盖 部 分 时 空 ， 其 坐标 
域 是 茶 个 钻石 形 (阴影 区 ). 类 时 测 地 线 (x 为 常数 ) 与 等 1 面 正 交 ,它们 汇聚 于 p,g 点 后 再 散 


开 进 入 相 邻 钻石 形 
及 
T=sint secy', W=cost'secy’, Z=+tany', (J-6-7") 
故 有 cost chx =cost secw'，cosf shy =tanw', 两 式 相 除 得 
Sinw = thy cost'. (J-6-13) 


上 式 在 xz 为 常数 时 代表 一 条 等 x 线 (类 时 测 地 线 , 例如 图 J-18 中 的 y 或 y'), 当 该 线 
的 参数 7' 增 至 nx/2 时 


sinw = thy cos = 0， (J-6-14) 


故 w'=0. 可 见 所 有 指向 未 来 的 等 x 线 都 汇 隧 于 图 J-18 和 图 J-19 中 的 g 点 , 同 理 可 
证 它们 都 发 自己 点 . 当 x =0 时 式 (J-6-13) 给 出 w'=0, 这 就 是 图 中 从 p 到 g 的 竖 直 
线 . 随 着 Y 的 增 大 , 类 时 测 地 线 虽然 两 端 仍 在 p, gq , 但 中 部 向 两 侧 外 移 , 直至 如 下 极 
限 情况 : 当 x=w% 时 thr=1, 式 (J-6-13) 成 为 siny'=cost', 所 以 线 上 的 坐标 w 有 
=W' 土 x/2 的 关系 . 注意 到 在 {1;w') 系 中 45° 斜 直线 代表 类 光 方 向 , 便 可 知道 
上 = 和 土 r/2 代表 类 光 测 地 线 , 即 图 中 的 六 和 力 . 这 思 ,7 以 及 相应 的 类 光 测 地 线 
1;,74( 图 中 未 标 出 ) 围 成 一 个 2 维 时 空 区域 Q (有 阴影 的 钻石 形 ). 不 难 证 明 ， 
Yae 只 总 有 一 条 从 忆 到 4 的 类 时 测 地 线 经 过 a 点， 而 只 要 从 0 的 边界 (例如 71) 
上 的 任 一 点 向 介 外 移出 一 点 点 , 则 其 thy 必 大 于 1, 因此 不 存在 相应 的 y 值 . 可 见 
人 2 就 是 {f,X} 系 的 一 个 最 大 坐标 域 . 
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{选读 J-6-1] 

虽然 近年 来 的 天 文 观测 表明 我 们 的 字 宕 有 一 个 小 的 、 正 的 宇宙 常数 A, 但 超 
引力 理论 和 弦 理 论 的 数学 进展 倾向 于 相信 在 超 引 力 中 的 自然 “基态 ”是 AdS 时 空 
(其 A4<0), 因而 关于 渐 近 AdS 时 空 的 研究 一 直 是 热门 课题 . 这 里 首先 出 现 的 问题 
是 如 何 定义 渐 近 AdS 时 空 .早期 的 文献 通过 对 度 规 的 坐标 分 量 提出 条 件 来 定义 ， 
这 些 条 件 虽然 直观 看 来 是 自然 的 , 但 却 不 够 准确 . 选择 坐标 系 时 总 要 涉及 (虽然 有 
时 只 是 上 暗中) 一 个 充当 背景 的 AdS 度 规 , 并 认为 物理 度 规 应 趋 于 这 一 度 规 . 不 幸 , 给 
定 一 个 将 要 被 称 为 渐 近 AdS 时 空 的 时 空 (M,gw ) 后 , 在 选择 一 个 可 供 gm 趋 于 的 
AdS 度 规 时 却 存在 若干 含糊 性 . 作为 结果 , 渐 近 AdS 时 空 的 守恒 量 的 定义 自然 也 
有 含糊 之 处 . 为 了 克服 用 坐标 语言 下 定义 的 困难 , Ashtekar 等 又 在 渐 近 平 直 时 空 的 
几何 定义 ( 见 $12.4) 的 基础 上 提出 了 渐 近 AdS 时 空 的 如 下 几何 定义 : 

定义 1 4 维 时 空 (M,g，) 称 为 渐 近 AdS 时 空 , 如 果 存 在 “ 非 物 理 时 空 ” 
(ME ) 使 MCAHM ,而 且 

(a)M 上 有 C” 函数 中 ,在 MH 上 满足 go = 人 2 8g. 

(b) MM 是 带 边 流 形 ,满足 :(b1) MM 的 边界 .7 与 S*x 民 同 胚 ， (b2) 02 的 梯度 V0 
在 .和 上 处 处 非 零 . 

(0c) 时空 (M,g，) 的 能 动 张 量 T, 满足 :(cl) R,, 一 Rsgw/2+48w=8r75， 其 中 
A<0 是 常数 ; (c2) (27T, 在 趋 于 .7 时 有 C” 极 限 ( 记 T=lim ,sz 人 2 T,). 

不 难看 出 上 述 定义 与 渐 近 平 直 时 空 的 定义 有 不 少 相 似 之 处 , 但 还 应 注意 两 者 
的 若干 重要 不 同 . 例如 , 渐 近 平 直 时 空 的 .和 是 两 个 类 光 超 曲面 . 史 和 .7 的 并 集 ， 
而 渐 近 AdS 时 室 的 .7 却 是 类 时 的 ,在 某 些 意义 上 它 更 类 似 于 渐 近 平 直 时 空 的 六 的 
切 空 间 人 VV 的 3 维 子 集 K ( 见 选读 12-5-2). 事实 上 , 渐 近 AdS 时 空 的 “守恒 ” 量 的 定 
义 方 式 非常 类 似 于 借助 如 及 天 给 渐 近 平 直 时 空 定 义 守 恒 量 的 方式 . 

闵 氏 时 空 与 AdS 时 空 都 有 最 高 对 称 性 , 因此 其 对 称 性 群 (等 度 规 群 ) 都 是 10 维 
李 群 , 前 者 就 是 Poincaré 群 , 后 者 称 为 AdS 群 . 正如 渐 近 平 直 时 空 的 渐 近 对 称 群 
SPI 是 无 限 维 李 群 那样 , 从 定义 1 出 发 的 研究 表明 渐 近 AdS 时 空 的 渐 近 对 称 群 也 
是 无 限 维 李 群 .为 了 给 渐 近 平 直 时 空 定 义 全 部 (10 个 ) 守 恒 量 , 应 先 对 物理 时 空 提 附 
加 要 求 来 把 渐 近 对 称 群 从 无 限 维 的 SPI 群 约 化 为 10 维 的 Poincaré 群 ( 见 选读 
12-5-2 ); 类 似 地 , 为 了 给 渐 近 AdS 时 空 定义 10 个 “守恒 ” 量 , 也 应 先 对 物理 时 空 
提 附 加 要 求 以 使 其 无 限 多 维 渐 近 对 称 群 约 化 为 10 维 AdS 群 . 以 C 代 表 . 和 的 任 一 
截面 (是 个 拓扑 2 球面 ,代表 一 个 “时 刻 ” ) 馈 代 表 约 化 后 的 渐 近 对 称 群 的 任 一 生 
成 元 (独立 的 E" 共 10 个 ), ,代表 渐 近 外 尔 张 量 的 “ 电 ” 部 分 , 则 与 6" 相应 的 那个 

“守恒 ” 量 在 “时 刻 ”C 的 数值 O:[C] 由 下 式 定义 : 


附录 了 德 西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 空 “381 ， 


1 =3 a jp bp ok 二 
2:[C] := 二 [ EE"dS*. (dS* 代表 面 元 ) (J-6-15) 


由 爱 因 斯 坦 方程 可 以 证 明 QO, 满足 一 个 平衡 方程 :给 定 .7 的 两 个 截面 C 和 C, ,把 
.了 介 于 它们 之 间 的 3 维 域 记 作 A7A ,有 
Q.[C,]-Q.[C]= 人 元 code， (dz 代表 体 元 ) (J-6-16) 


上 式 表明 , 当 右边 非 零 时 量 OQ, 并 不 守恒 (所 以 守恒 一 词 加 引号 ). 然而 , 上 式 积分 号 
内 的 TE" 加 负 号 后 类 似 于 式 (12-6-26) 的 ,可 解释 为 在 “时 刻 ”C 与 C, 之 间 的 
“时 间 ” 内 “ 流 走 ” 的 该 量 , 可 见 在 这 个 意义 上 该 量 是 守恒 的 . 详 见 Ashtekar and 
Das(2000). [选读 J-6-1 完 ] 
[选读 二 6-2] 

设 MM 是 连通 流 形 , NN 是 流 形 , x : M 一 NN 称 为 M 对 NN 的 一 个 覆盖 (covering) 
映射 ，M 称 为 N 的 覆盖 流 形 , 车 (a) zx 是 到 上 的 , (b) 任 一 geN 有 邻 域 U, 满足 : 
A [U] 是 可 数 个 开 子 集 U, 的 无 交 并 集 且 A :U, >U (对 任 一 i) 是 同 胚 . 若 M 是 单 
连通 流 形 , 则 履 盖 映射 7 : M -> NN 称 为 泛 (universal) 覆 盖 映 射 ，M 称 为 NN 的 泛 覆 盖 
流 形 . 

例 1 令 M=R 民 ,N=S' ,以 x 和 9g 分别 代 表 耻 和 S! 的 自然 坐标 和 角 坐 标 , 则 
由 下 式 定义 的 映射 TT: 有 民 一 Si 是 恨 对 S! 的 泛 履 盖 映 射 :g(x(p)) := x(p) Vp eRR. 

下 面 介 绍 一 个 定理 而 略 去 证 明 : 

定理 二 6-1 任 一 连通 流 形 都 有 唯一 的 泛 履 盖 流 形 . [选读 于 6-2 完 ] 
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下 册 索引 


伴 从 1.3. 
伴 矢 从 13 末 ,19. 
包含 映射 ”16.3.1, 
变 分 (原理 ) 15.1. 
标 架 丛 I1 例 4,1.2 定理 I-2-8 起 ， 
13 例 4-6,1.9 例 1-3. 
标量 约束 ”命题 15-7-7 后 , 式 (15-7-49) 后 . 
表 观 视界 16.4 定义 3. 
表面 引力 ” 式 (16-1-1). 选读 16-1-1， 


式 (16-3-24) 及 后 几 行 ,8$16.5 注 


8, 9. 

有 效 ~ 式 (16-7-85), 式 (16-7-98)， 
式 (16-7-130a). 
部 分 柯 西 面 ”16.4.2 脚注 . 


C 
参数 化 粒子 动力 学 ” 式 (15-7-76) 所 在 段 . 
超 空 间 ” 式 (15-7-75) 后 . 
常 曲率 空间 ( 度 规 ) 了 械 1， 
初级 约束 ”15.2.3. 
次 级 约束 ”15.2.3. 
从 流 形 工 1 定义 3. 


D 
单 参 路 径 族 15.1.1. 
德 西 特 时 空 ( 度 规 ) 丁 1, 丁 2. 
底 流 形 工 1 定义 3. 
第 一 定律 的 积分 形式 ” 式 (16-7-132). 
第 一 (二 ) 类 函数 ”选读 15-2-1 前 , 15.7 定 
义 6. 


第 一 (二 ) 类 约束 ”选读 15-2-1 前 . 
第 一 类 约束 系统 “15.7.2. 
典型 纤维 ” 式 (1-3-4) 前 . 
动力 学 视界 ”16.7.1 定义 1. 
~ 的 截面 16.7.1 定义 1. 
~ 的 面积 平衡 定律 ” 式 (16-7-81). 
~ 第 一 定律 ” 式 (16-7-128). 
~ 第 一 定律 积分 形式 ” 式 (16-7-132). 
Vaidya 时 空 的 ~ 16.7.1. 
动量 密度 式 (15-4-4). 
动量 变量 “15.2.1 初 . 


F 

反 德 西 特 时 空 ( 度 规 ) J1, J.6. 
泛 覆盖 映射 ( 流 形 ) 选读 本 6-2. 
泛 函 ” 式 (15-1-1) 后 . 
泛 函 导数 ” 式 (15-4-9) 前 . 
非 涨 视界 ” 16.5 定义 1. 

~ 的 截面 16.5 注 1 前 及 注 1. 

~ 的 面积 半径 式 (16-5-1). 
分 支 球面 ”选读 16-1-3 初 . 
分 支 Killing 视界 ”选读 16-1-3 初 . 
复 标量 场 1.4.1 初 . 
辐射 浮力 ” 式 (16-1-29) 后 . 
覆盖 映射 ( 流 形 ) 选读 J-6-2. 


G 
共 罗 变 量 “15.2.1 初 . 
广义 动量 15.2.1 初 . 
广义 角 动 量 式 (16-7-109). 
广义 道 16.6.2. 
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广义 热力 学 第 二 定律 ”16.1.2. 
广义 速度 ”15.1.1 初 . 
规范 变换 I4 注 1@. 
整体 ~ 1.4 注 1@. 

局 域 ~ 式 (I-5-1). 
规范 势 “1.5.2 初 ,17. 
规范 场 ( 强 ) I.5.2 初 ,1.8. 
规范 自由 性 ” 式 (15-2-31) 后 ， 

15.7.4. 

轨道 I.1 定义 2. 
孤立 视界 16.5.2 定义 2. 

~ 的 对 称 性 ”16.5.4 定义 4. 


H 
哈 氏 ( 恋 分 ) 原 理 ”15.1.1 初 , 15.1.2. 
了 哈 氏 量 式 (15-2-3). 


真空 引力 场 的 ~”15.5, 选读 15.5.1. 


哈 氏 矢量 场 15.7.1 定义 4， 
命题 16-5-6 前 . 
险 氏 正则 方程 ”15.2. 
正规 系统 的 ~ 式 (15-2-6). 
约束 (奇异 ) 系 统 的 ~ 式 (15-2-19). 
黑洞 边界 16.1. 
黑洞 ( 热 ) 力 学 ”16.1. 
黑洞 热力 学 四 定律 ”16.1.1, 16.7.7. 
第 零 定律 16.1 注 1 后 . 
第 一 定律 ” 式 (16-1-6). 
~ 的 物理 过 程 版 本 ”16.1 注 1. 
~ 的 平衡 态 版 本 ”16.1 注 1. 
第 二 定律 ”16.1.1 首 段 . 
第 三 定律 16.1 注 1 后 . 
黑洞 事件 视界 .5. 
环 面 ” 选 读 16-7-1. 


J 
基本 矢量 场 ” 式 (I-1-13) 后 . 


嘉 当 度 规 ”选读 1-5-3. 
广义 ~ ”选读 I-5-3. 
嘉 当 第 一 (二 ) 结 构 方程 1.8. 
加 ^ 操 作 ”16.2 注 1 等. 
角 动 量 流 ” 式 (16-7-108 人 ) 所 在 段 . 
角 动 量 平衡 方程 式 (16-7-108)， 
式 (16-7-108"), 式 (16-7-110). 
角速度 16.1.1， 
事件 视界 ( Killing 视界 ) 的 ~ 
式 (16-1-4) 及 其 后 . 
动力 学 视界 截面 的 ~ 式 (16-7-130b). 
结构 群 I.1 定义 3. 
截面 
局 域 ~ 1.1 定义 5,1.3,1.9. 
动力 学 视界 的 ~ 16.7.1 定义 1. 
非 涨 视界 的 ~ 16.5.1 注 1 前 . 
整体 ~ I.1 定义 6,1.3 末 . 
局 域 函 数 1S.1.2, 选读 15-4-1 初 ， 
H.1. 
局 域 平凡 I.1 注 6,1.3. 


K 
可 加 ^ 张 量 16.2 定义 1. 
空间 场 位 形变 量 “15.4.2 初 . 
亏 格 ”选读 16-7-1. 


L 

拉 氏 待定 乘 子 15.2.2 末 , 15.3.2. 
拉 氏 方程 式 (15-1-5). 

标量 场 的 ~ 式 (15-1-19). 
拉 氏 函数 ( 拉 氏 量 ) 15.1.1. 

超 正规 ~ 15.3.1， 

奇异 ( 非 正 规 )~ 15.2.2. 

正规 ~ 15.2.1， 
拉 氏 密度 15.1.2. 

闵 氏 时 空 标量 场 的 ~ 式 (15-1-20)， 
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闵 氏 时 空 无 源 电磁 场 的 ~ 式 (15-1-22). 
Yang-Mills 场 的 ~ 式 (-5-23). 

真空 引力 场 的 ~ 命题 15-1-2, 式 (15-5- 
37). 
类 光 测 地 延 拓 ”16.3.3 定义 1. 
类 光 ( 测 地 ) 和 母线” 式 (J-2-9) 前 . 
( 张 量 密度 场 的 ) 李 导数 ”15.6 定义 3. 
粒子 视界 J.4. 
量子 反弹 ”15.8 末 . 
量子 几何 15.8 末 . 

临界 陷 俘 面 ”16.4 定义 1(b). 
零 截面 1.3 末 . 
联络 ( 主 从 上 ) 1.2,1.7,1.9. 
联络 ( 伴 矢 从 上 ) 1.9. 
联络 动力 学 ”15.8. 


M 
面积 (不 减 ) 定 理 ”16.1.1 初 . 
面积 平衡 定律 ” 式 (16-7-81). 
莫 比 乌 斯 带 1.3 例 3. 


N 
挠 率 形式 ”选读 工 8-1 定义 5. 
内 边界 图 16-8 及 附近 文字 . 
内 部 对 称 性 I4. 

内 部 变换 工 4. 

内 部 标 架 1.6. 


0 
耦合 常数 1.5.2. 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ” 式 (15-1-5). 
欧 拉 示人 性 数 ”选读 16-7-1. 


了 
泡 泡 时 间 演 化 ”15.7.4( 图 15-7). 
旁 路 ”15.1.1 初 . 


平凡 主 丛 1L1 注 6. 
泊 松 括号 式 (15-2-21), 15.7.1 定义 5. 


Q 
强 非 退化 ”15.7.2 末 . 
切 从 15.3,13 例 4,1.9. 
曲率 ( 主 从 上 的 ) I8. 
圈 表 象 ( 圈 变 量 ) 15.8. 
权 15.6 定 义 1. 


R 
弱 非 退 化 ”15.7.2 末 . 
弱 孤 立 视界 ”16.5.2 定义 2. 
极端 ~ ”16.5.3 注 7. 
~ 第 零 定律 ”16.5.3. 
~ 第 一 定律 16.5.5. 
~ 的 表面 引力 ”16.5.3. 
~ 的 对 称 性 ”16.5.4 定义 3. 
~ 的 对 称 性 李 代数 ” 式 (16-6-48) 前 . 
”~ 的 无 限 小 对 称 性 ”16.6.3 定义 2. 
~ 的 无 限 小 轴 对 称 性 ”16.6.3 定义 3. 
~ 的 保 母 线 对 称 性 ”16.5.4 注 10 后 . 
~ 的 保 母 线 无 限 小 对 称 性 
式 (16-6-49) 后 . 
~ 的 三 个 类 型 16.5.4 注 10 后 ， 
16.6.3 注 4 前 后 . 


焙 ( 黑 洞 箭 ) 16.1. 
黑洞 的 ~ 16.1.1, 16.1.2. 
孤立 视界 的 ~ 式 (16-1-7). 
上 标 体 元 ”15.6 初 . 
施 瓦 西 - 德 西 特 度 规 式 (J-5-3). 
矢 从 1.3 末 ,1.9. 
矢量 约束 ”15.7.4. 
事件 视界 16.1, J.4. 
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视界 角速度 16.1.1. 

事件 视界 的 ~ 式 (16-1-3) 后 . 
视界 面积 ”16.1.1 初 . 

视界 质量 式 (16-5-68). 

试验 (矢量 ,标量 ) 场 式 (15-4-31) 前 . 
竖 直 矢量 ( 场 ) 工 12, 1.9. 
竖 直 子 空间 工 1.1,1.9. 

水 平 提升 矢量 场 ”定理 工 2-4 前 . 
水 平 提升 曲线 ”定理 I2-6 前 . 
水 平子 空间 工 2,I.9. 


T 
投影 映射 I.1 定义 3. 
退化 度 规 15.8 末 . 
退化 矢量 式 (15-7-30) 前 . 
退 密 度 化 ” 式 (15-6-16) 后 . 


W 
完整 约束 ” 式 (15-2-11) 后 . 
伪 正 交 归 一 标 架 场 ”16.2 初 . 

未 来 陷 俘 视 界 (FOTH) 16.4.2. 

位 形变 量 15.1.1 初 . 

位 形 空间 ”15.1.1 初 . 
(宇宙 的 ) 稳 恒 态 模型 ” 式 (J-2-16) 前 段 . 
稳 态 黑洞 “16.1. 

稳 态 Killing 矢量 场 ”16.1. 
稳 态 时 空 “16.1. 
无 限 小 对 称 性 ”15.7.1, 16.6.3. 

辛 流 形 上 的 ~ 15.7.1 定义 3. 

弱 扳 立 视界 的 ~ 16.6.3 定义 2. 
无 限 远 边界 图 16-8 及 附近 文字 . 
无 转动 视界 16.5 注 3. 


Xx 
纤维 (从 ) 15.3.1, 附录 工 
线性 联络 ”选读 I-8-1 初 . 


陷 俘 区 16.4 定义 3. 
陷 俘 面 “16.4 定义 1(a). 
临界 ~ ”16.4 定义 1(b). 
外 ~ 16.4 定 义 2. 
相 空 间 ” 式 (15-2-7) 后 , 图 15-2. 
消灭 向 量 式 (15-2-36) 后 . 
协 变 导数 ”15.6, 1.5, 19. 
( 张 量 密度 场 的 )~ 15.6 定义 2. 
( 矢 从 截面 的 ) ~ 式 (I-5-7), 9 例 4, S. 
协 变 外 微分 I.8 定义 2. 
协 变 相 空 间 ”16.5.5 初 . 
辛 形式 ( 流 形 ,几何 ) 15.7.1 定义 1. 


Y 
雅 可 比 恒等式 ” 式 (15-2-22). 
演化 表 观 视界 ”16.4.2. 
演化 矢量 场 ” 式 (15-3-27). 
演化 线 ”图 15-2, 15.3. 
有 效 表 面 引 力 ” 式 (16-7-85), 式 (16-7-98)， 
式 (16-7-130a). 

右 作用 LIL1 定义 1 

自由 ~ 工 1 定义 2. 
余 切 从 ”15.3.1,1.3 例 5,1.9 例 2. 
宇宙 事件 视界 J.5. 
约 化 位 形 空间 15.7.5. 
约 化 相 空间 ”15.7.2 偏 后 . 
约束 15.2.2, 15.7.5, 15.8. 

初 (次 ) 级 ~ 15.2.3， 
第 一 (二 ) 类 ~ 选读 15-2-1 前 . 
完整 约束 ” 式 (15-2-11) 后 . 

切 从 T 多 上 的 ~ 15.3.2. 

A(B) 型 ” 式 (15-3-28) 后 . 
约束 方程 15.2.2, 15.7.5. 
约束 函数 15.2.2, 15.7.2. 
约束 面 ”15.2.2, 15.7 定义 6. 
约束 矢量 场 命题 15-7-9 证 后 第 二 段 . 
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约束 系统 15.7 定义 6. 

第 一 类 ~ 15.7 定 义 6. 
允许 的 时 间 演 化 矢量 场 ” 式 (16-5-63) 后 . 
预 羊 形式 ”16.5.5 初 . 


Z 
张 量 从 13 例 6,1.9 例 3. 
张 量 密度 ( 场 ) ” 式 (15-1-25), 15.6. 
一 的 表示 ” 式 (15-6-4). 
正 交 归 一 标 架 从 LI1 例 5. 
正路 ”15.1.1 初 , 15.1.2. 
正则 变换 “15.7.1 定义 2. 
正则 变量 “15.2.1 初 . 
正则 能 动 张 量 式 (H-1-18) 后 , H.2. 
正则 视界 能 量 ” 式 (16-5-68). 
正则 相 空 间 ”16.5.5 初 . 
正则 形式 ”选读 I-8-1 定义 4. 
正则 坐标 ” 式 (15-7-6) 后 . 
直 和 1.2.1 初 . 
主 纤维 从 工 1， 
转换 函数 LI.1 定义 4. 
自 洽 性 条 件 ” 式 (15-2-26). 
最 小 替换 法 则 (最 小 耦合 原理 ) I.5. 
左 作 用 1 定义 1 
作用 量 “15.1.1 初 . 
真空 引力 场 的 ~ 选读 15-1-1 末 . 
准 局 域 能 ( 动 ) 量 ”选读 15-5-2， 
式 (16-5-49) 后 . 
准 局 域 角 动 量 ” 式 (16-5-49) 后 . 


其 他 
Ashtekar 新 变量 15.8. 
anti-de Sitter 时 空 ( 度 规 ) J.1, J.6. 
Beltrami 坐标 系 ” 式 (J-1-68) 脚 注 . 
Bianchi 恒等式 ”定理 1-8-7. 
de Sitter 时 空 ( 度 规 ) 1,].2. 
Darboux 定理 ” 式 (15-7-6) 前 . 
FOTH (未 来 陷 仰视 界 ) 16.4.2. 
Hawking 辐射 ”16.1.1 注 1 后 第 二 段 . 
Hawking 质量 式 (16-5-50). 
Hilbert 作用 量 15.1.3 注 1. 
Killing 参数 ”选读 16-1-1 初 . 
Killing 视界 16.1.1. 

分 支 ~ ”选读 16-1-3 初 . 
Komar 积分 式 (16-5-57). 
Klein-Gordon(KG) 方 程式 (15-1-7). 
Legendre 变换 15.3.1. 

Noether 定理 。 附录 H, I.4. 
Penrose 图 

anti-de Sitter 时 空 的 ~ J.6. 

de Sitter 时 空 的 ~ J.3. 

Schwarzschild-de Sitter 时 空 的 ~ J.5. 

Vaidya 时 空 的 ~ 图 16.9. 

有 R 重 退化 ” 式 (15-7-30) 所 在 段 . 
Raychaudhuri 方程 ” 式 (16-2-29)， 
Schwarzschild-de Sitter 时 空 “J.5., 
Vaidya 时 空 “16.7.1. 

Yang-Mills (YM) 场 ”1.5. 

Z, 群 1I1 例 2 前 , 例 2, 例 3 

3 维 黑洞 16.1. 

4 维 场 位 形 ”15.1.2. 
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